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 Alegebric Structures  البنى الجبرية:  الجزء الأول

 

 الفصل الأول

  جبر المنطق والمجموعات

Logic Algebra and Sets 
 

 

  جبر المنطق .1

  القضايا وجداول الحقيقة-1

 :أحد القيمتين المنطقتين تعرف القضية على أنها نص يأخذ :القضية

 ).F(أو خاطئة ) T(صحيحة 

في الرياضيات، ننطلق عادة من عدد صغير من القضايا والتي نفرضها صحيحة وندعوها 

) البرهان(بالبديهيات، نقوم بتعميم هذه النصوص أو القضايا الصحيحة عن طريق الإثبات 

 .وذلك باستخدام بعض القواعد المنطقية

) Aنفي  (¬A الحصول على خمس قضايا جديدة وهي  نستطيع,BAانطلاقاً من قضيتين 

 A( وتقرأ ⇒BAوالقضية ) B أو A( وتقرأ ∨BAوالقضية ) B و A( و تقرأ ∧BAو

BAوأخيراً القضية ) Bيقتضي  ).B يكافئ A( وتقرأ ⇔

تسمح هذه الجداول بتحديد القيمة المنطقية للقضايا المركبة حيث القضية المركبة هي عبارة 

على سبيل المثال القضية . نحصل عليها انطلاقاً من مجموعة من القضاياعن قضية جديدة 

),,,(المركبة  "CBAP التي نحصل عليها من القضايا ",,, CBA. 



 2

 : قضيتين ما، فإن جدول الحقيقة الناتج عن هاتين القضيتين يعطى كما يلي,ABلتكن 

BA ⇔ BA ⇒ BA∨ BA∧ A¬ B A 

T T T T F T T 

F F T F F F T 

F T T F T T F 

T T F F T F F 

 

),,,(نقول عن القضيتين : القضايا المتكافئة "CBAP و ),,,( "CBAQ أنهما متكافئتين إذا 

QPتطابقتا جداول الحقيقة لهاتين القضيتين ونكتب  ≡. 

 تبدو منطقية ما عدا القيم التي تخص القضية الجدول السابقإن القيم الواردة في  :ملاحظة

BA⇒ . نلاحظ أنه إذا كانت القضيةA خاطئة فإن القضية A B⇒ صحيحة مهما تكن 

 .Bالقيمة المنطقية للقضية 

 صحيحة واستطعنا Aفمثلاً إذا كانت القضية . نستخدم الاقتضاء للحصول على نتائج جديدة

 صحيحة وذلك باستخدام Bفإننا نستطيع أن نقول أن  صحيحة ⇒BAإثبات أن القضية 

 .جدول الحقيقة

 

 إثبات القضايا -2

 : نستخدم إحدى الطريقتين التاليتين⇒BAلإثبات صحة القضية 

 . صحيحة أيضاBً صحيحة ونثبت أن Aحيث نفترض أن  : الطريقة المباشرة-1

 . خاطئة أيضاAً خاطئة ونثبت أن Bنفرض أن  : طريقة نقض الفرض-2

BAلإثبات صحة القضية   : نقوم بما يلي⇔

AB نثبت أن -2        . صحيحة⇒BA نثبت أن -1  . صحيحة⇒

إذا حصلنا على تناقض مع صحة .  خاطئةBنفرض أن القضية  :الإثبات بطريقة النفي -3

 . صحيحةB فإن Aالقضية 
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 تدريبات 

 . هو عدد غير عادي2  العدد الحقيقيأثبت أن -1

 :أثبت صحة ما يلي -2

1- AAAAAAA ∧≡∨≡¬¬≡ ),( 

2- ABBAABBA ∨≡∨∧≡∧ ; 

3 -)()( CBACBA ∧∧≡∧∧ 

)()( CBACBA ∨∨≡∨∨ 

4- )()()( BABA ¬∧¬≡∨¬ 

)()()( BABA ¬∨¬≡∨¬ 

5- BABA ∨¬≡⇒ )( 

)()( ABBABA ⇒∧⇒≡⇔ 

6- )()( ABBA ¬⇒¬≡⇒ 

7- )()( BABA ¬∧≡⇒¬ 
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  المجموعات.2

  تعاريف أساسية-1

 .  مفهوم المجموعة من البداهة بحيث لا يحتاج إلى تعريفإن 

 .إن مجموعة الأشياء التي تشكل المجموعة تدعى بالعناصر 

 ونستخدم الرمز a وللعناصر بأحرف صغيرة Aنرمز عادة للمجموعة بأحرف كبيرة  

Aa∉  للدلالة على أنa ليس عنصراً من A. 

 المكممات

 :نرمز بما يلي. ∋Aa حيث aخاصة تتعلق بالعنصر  aP)(لتكن 

)(; aPAa∈∀ للدلالة على أن الخاصة )(aPاصر  صحيحة من أجل جميع العنa من 

 .بمكمم الشمول) ∀(نسمي الرمز . Aالمجموعة 

 )(; aPAa∈∃ للدلالة على أنه يوجد عنصر على الأقل من المجموعة A بحيث تكون 

 .بمكمم الوجود) ∃( الرمزتسمى.  صحيحةaP)(من أجله الخاصة 

 )(;! aPAa∈∃ للدلالة على أنه يوجد عنصر وحيد تكون من أجله القضية )(aP 

 .صحيحة

 

 Inclusionالاحتواء 

 هي A إذا كانت جميع عناصر B محتواه في Aنقول أن .  مجموعتين ما,BA لتكن 

BA ونرمز لذلك بالرمز Bعناصر من   .B من مجموعة جزئية هي A ونقول أيضا إن ⊃
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 المجموعة الخالية

وهي المجموعة التي لا تحوي عناصر نلاحظ أن من أجل كل مجموعة  ∅ونرمز لها بالرمز 

Aفإن A∅⊂. 

 

}لتكن لدينا المجموعة  :مثال }{ },1, ,{0,1, 2}A N=  ∋ أو ⊅ أو ⊃ضع الإشارات التالية . ∅

 . في المكان المناسب∌أو 

- A...φ  

-{ }...A∅  

- AN ...  

- { }, ...N A∅  

 

BAلإثبات أن   : نتبع ما يلي⊃

 .∋Bxعنصر كيفي ولنثبت إذن أن  ∋Ax ليكن

BAإن  BA إذا وفقط إذا تحقق الشرط = AB و ⊃ ⊂. 

 

BAولإثبات أن   : نتبع ما يلي=

A نثبت أن -1 B⊂...  

B نثبت أن -2 A⊂...  
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  العمليات على المجموعات

 Intersection التقاطع -1

 x على أنه مجموعة العناصر ∩BA ونرمز له ,BAنعرف تقاطع .  مجموعتين,BAلتكن 

 . بآن واحدB من و A هو عنصر من xحيث 

} ونكتب })()(; BxAxxBA ∈∧∈=∩ 

 

 

 Unionجتماع  الا-2

 هو عنصر x حيث x على أنه مجموعة العناصر ∪BA ونرمز له ,BAنعرف اجتماع 

}و نكتب.B عنصر من أو Aمن  })()(; BxAxxBA ∈∨∈=∪ 
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 Difference الفرق -3

BA ونرمز له B فرق Aنعرف   تنتمي ولا A تنتمي إلى  التي على أنه مجموعة العناصر\

}  ونكتبBإلى  })()(;\ BxAxxBA ∉∧∈= 

ABوبنفس الشكل نعرف  }  و نكتب\ })()(;\ AxBxxAB ∉∧∈= 

 

 

 Complementالمتمم النسبي  -4

EA حيث E بالنسبة للمجموعة Aنسمي متمم المجموعة    x على أنه مجموعة العناصر ⊃

}  أي أنA والتي لا تنتمي إلى Eمن  })()(; AxExxA ∉∧∈= 

 
 

 Symmetric Differenceالفرق التناظري  -5

)\()\( ويعرف بالعلاقة التالية ∆BAنرمز له  ABBABA ∪=∆ 
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  Set of Partitionsمجموعة الأجزاء  -6

جموعة التي عناصرها هي عبارة عن جميع  للمΩP)(نرمز بالرمز.  مجموعة ماΩلتكن 

 .Ωالمجموعات الجزئية المحتواة في 

 مثال

}لتكن لدينا المجموعة  }3,2,1=Ω. 

}عندئذ  } { } { } { } { } { }{ }( ) , 1 , 2 , 3 , 1.2 , 1.3 , 1.2.3P Ω = ∅ 

 

 Cartesian Productالجداء الديكارتي  -7

),( للمجموعة المؤلفة من الثنائيات ×BAنرمز بالرمز .  مجموعتين ما,BAلتكن  ba حيث 

Aa∈ و Bb∈ . نسمي المجموعةBA× بالجداء الديكارتي للمجموعتين BA,. 

nAAA مجموعة nوبنفس الشكل نعرف الجداء الديكارتي لـ  ,,, 21  أي أن "

nAAA ××× ∏ ونكتبه أيضاََ 21"
=

n

i
iA

1

من العناصر من الشكل   على أنه المجموعة المؤلفة

),,,( 21 naaa iiحيث  " Aa i 1,...,i=1, من أجل ∋ n=. 

 ملاحظات

)إن  , ) ( , )a b b a≠  وكذلك لا يجب الخلط بين{ , }x y والثنائية ( , )x y. 
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1لتكن    مثال 2

1 2

{ , ,......, }
{ , ,......, }

n

m

A a a a
B b b b
=
=

 

 

1

1 1 1 1

1

.........................

( , )...............( , )
. .
. .
. .

( , )..............( , )

m

m

n n n m

A B b b

a a b a b

a a b a b

×

 

 

 

 Mappings التطبيقات .3

  تعاريف أساسية-1

Gلتكن   A B⊂  : الثنائيات التي تحقق الشرط مجموعة جزئية من×

; ! ; ( , )x A y B x y G∀ ∈ ∃ ∈ ∈ 

 y ونرمز لـB من المجموعة y بعنصر وحيد A من xإذن نقوم بربط كل عنصر 

)بـ )f x و بحيث يكون ( , )x y G∈ عندئذ نقول أن Gونسمي .  هو بيان تابعيf تطبيق 

 : ونرمز لذلك بـB إلى Aمن 

:
( )

f A B
x y f x
→
→ =

 

fAأو بالرمز  B⎯⎯→ . نسمي( )y f x= صورة xالتطبيق بواسطة  f. 
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f:نليك A B→  و: ' 'f A B→  قول أن  نf g= إذا تحققت الشروط التالية : 

  `,  and   `A A B B= = 

   ;     ( )  ( )x A f x g x∀ ∈ = 

 

 طابقالتطبيق الم

 : المعرف كما يلي AIنسمي التطبيق. مجموعة ما A لتكن

:  
      

AI A A
x x

→
→ 

 .التطبيق المطابقب

 

  Compositionتركيب التطبيقات -2

f:ليكن لدينا التطبيق  A B→ و :g B C→ نعرف تركيب التطبيقين   فإننا,g fأنه  على 

  :التطبيق
:

( ( ))
g o f A C

x g f x
→
→
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 مبرهنة

f:ليكن لدينا التطبيقات  -1 A B→ و :g B C→ و :h C D→. 

 ho (gof) = (hog) ofعندئذٍ  

ffIIf إن -2 BA == DD 

 :الإثبات

1- 

; ( ( ))( ) [( )( )]
[ ( ( ))]
( ( ( ))) (1)

x A ho gof x h gof x
h g f x
h g f x

∀ ∈ = ⎫
⎪= ⎬
⎪= ⎭

 

))()(())()((; xfhogxofhogAx =∈∀ 
Bxfyyhog ∈== )(;))((                                      

))(( ygh=                                     
)2())((( xfgh=                                     

 .إثبات القسم الأول من المبرهنة يتم ) 2(و ) 1(بمقارنة 

 

  إن  -2

xxyy
AAIBBI AB

→→
→→ :;: 

 :ومنه

(3)    )())(())((; xfxIfxIfAx AA ==∈∀ D 

)لأن  )AI x x=وكذلك : 

; ( )( ) ( ( )) ( ) ; ( )
( )    (4)

B B Bx A I f x I f x I y y y f x B
f x

∀ ∈ = = = = ∈
=

D 

Bنجد أن )  4(و ) 3(بمقارنة  AI of fo I=  

 

 

 

 حسب تعريف التطبيق المطابق
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 قات الغامرة والمتباينة والتقابل التطبي-3

f:ليكن  A B→نقول أن.  تطبيقاً ما: 

1- f غامر (surjective)إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي : 

; ; ( )y B x A y f x∀ ∈ ∃ ∈ = 

 
 

2- f متباين (injective)إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي : 

2( , ) ; ( ) ( )x y A f x f y x y∀ ∈ = ⇒ = 

 

 

f:ليكن  A B→نقول أن.  تطبيقاً ما: 

3- fتقابل (bijective)  إذا وفقط إذا كان fغامر ومتباين . 

 ملاحظات

1- fعلى الأقل من المنطلق كل عنصر من المستقر هو صورة لعنصر: غامر . 

2- f متباين ⇔ )()(;),( 2 yfxfyxAyx ≠⇒≠∈∀ 

 . مختلفينfأي أنه من أجل كل عنصرين مختلفين من المنطلق فإن صورتهما وفق 

3- f تقابل إذن كل عنصر من المستقر هو صورة لعنصر وحيد من المنطلق أي: 
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)(;!; xfyAxBy =∈∃∈∀ 

 

 

 .فيما يلي نعطي بعض القواعد المتبعة أثناء حل التمارين التي تتعلق بالتطبيقات

 ومن ثم نحاول أن نثبت أن x=" ولنضع ∋Byنفرض أن :  غامرf لإثبات أن التطبيق 

f(x) y =. 

AxAyلتكن :  متباينf أن التطبيق  لإثبات ∈∈ )()( ولنفـرض أن , yfxf  و نحاول =

yxأن نثبت أن  =. 

 . تقابل نثبت أنه غامر ومتباينfلإثبات أن 

 

 مثال

 : الأعداد الطبيعية الزوجية، وليكن التطبيق مجموعةPلتكن 

PNf nnfNn حيث :→ 2)(;  . هو تقابلfأثبت أن  .∀∋=

 : الحل

 طبيعي  عندئذ يوجد عددP عنصر كيفي من المجموعة ∋Pyلتكن  :نثبت أولاً أنه غامر 

k بحيث ky  . هو عدد طبيعي زوجيy لأن =2

kxبفرض أن  ykkfxf  : نجد أن= === xfy)(إذن   )()(2  تطبيق f وبالتالي =

 .غامر

x  حيث N من ,xyنا العنصرين  ليكن لدي y= 2  ومنهy 2x = إذنf(y)  f(x)  وبالتالي =

fمتباين . 

 . تقابل وهو المطلوبfإذن 
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 :)قات المركبةخواص التطبي (مبرهنة

 عندئذٍ  C→ B :g وB→A  :fليكن لدينا التطبيقات 

 . متباينgofمتباينين فإن   g و fن  إذا كا-1

 . غامرgofغامرين فإن  g و f إذا كان -2

3- gof تطبيق متباين فإنfمتباين . 

4- gof غامر فإن gغامر . 

 .سهل يترك للطالب بالاعتماد على ما سبق: الإثبات

 

  التطبيقات العكسية-4

 عريف الصورة المباشرةت

  ونرمز X عندئذ تعرف الصورة المباشرة لـX⊃A أي A مجموعة جزئية من Xلتكن 

 : على الوجه الآتيxf)(لها بـ

( )  {  ; , ( )}f X b B a X b f a= ∈ ∃ ∈ = 

 

 

 عريف الصورة العكسيةت

)1نعرف الصورة العكسية  )f Y− للمجموعة الجزئية Y B⊂بالعلاقة  : 

-1f (Y)  {a  ; ( ) }A f a Y= ∈ ∈ 
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إن المبرهنة التالية تسمح لنا بتعريف التطبيق العكسي وذلك بإعطاء الشرط اللازم والكافي 

 : لوجود مثل هذا التطبيق

 ): التقابل العكسي(ة مبرهن

BAfليكن  ABg تقابل إذا وفقط إذا وجد التطبيق f عندئذٍ :→  : يلي والذي يحقق ما:→

BA IfogIgof == & 

 :  أي أن1f ونرمز له بـويدعى بالتقابل العكسـيفي حال وجود مثل هذا التطبيق فإنه وحيد 

BA IfofIoff == −− 11 & 

 

 ): التقابل العكسي تطبيق مركب(مبرهنة 

BAfليكن  g:و  :→ B C→لتطبيق المركب  ا تطبيقين متباينين عندئذgof متباين و  

( ) 1 1 1g f f g− − −=D D 

 ملاحظات 

)لكي تثبت أن  )1x f Y−∈تبع الخطوات التالية ا : 

) أحسب  )f x. 

) حاول أن تستنتج أن  )f x Y∈ وبالتالي تكون أثبت أن ( )1x f Y−∈ . 

 

)لكي تثبت أن  )y f X∈ تبع الخطوات التاليةا :  

x... ضع  = 
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xfy)( استنتج أن    .∋xfy)( وبالتالي ∋Xx وأن =

 مثال

BAfليكن لدينا  1 وليكن :→ 2,X X A⊂  

1و 2,Y Y B⊂ 21 أثبت أنه إذا كانت YY ⊂ 

)()(فإن  2
1

1
1 YfYf −− ⊂  

 : الحل

11) حسب تعريف الصورة العكسية(
1 )()( YxfYfx ∈⇒∈∀ −  

1 ولكن 2Y Y⊂ 2 وبالتالي)( Yxf )( ومنه ∋ 2
1 Yfx −∈ 

)()(وبالتالي  2
1

1
1 YfYf −− ⊂ 

 

 Family ةالجماع .4

 الجماعةتعريف 

A,لتكن لدينا المجموعتان  Iمن عناصر  جماعةنسمي A بالدليل Iالتطبيق  : 

.
:

iai
AI

→
→φ 

Iiia ونرمز لهذا التطبيق ب ∈)( 

 مثال

and I  اعندم A= =` Iiiaفعندئذٍ الجماعة  \  .  تعرف ما سميناه سابقاً بالمتتالية)(∋

 

 ): جماعة الأجزاء(تعريف 

I,لتكن  Aوعة م مجموعتان ما، نعرف جماعة من أجزاء المجAكما يلي  : 

)(;;)( APAIiIA iii ∈∈∀∈ 

 . A هي مجموعة أجزاء المجموعة AP)(حيث 

 : ونعتمد الرموز التالية
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{ }∩
Ii

ii AaIiAaA
∈

∈∈∀∈= ;| 

{ }∪
Ii

ii AaIiAaA
∈

∈∈∃∈= ;| 

{ }iiIii
Ii

i AaIiaA ∈∈∀= ∈
∈
∏ ;|)( 

  :1مثال

}3,2,1,,{عندما  nI  :  فإن="

∩ "
n

k
ni AAAA

1
21

=

∩∩∩= 

∪ "
n

k
ni AAAA

1
21

=

∪∪∪= 

∏
=

×××=
n

k
ni AAAA

1
21 " 

 : 2لمثا

Aلتكن = I*و \ = ` 

],[ولنضع  kkAk  :  حدد المجموعات التالية=−

k
Nk

k
Nk

AA ∪∩
**

,
∈∈

 

 

 : الحل

 

1A  نلاحظ أن 2Aو  [1 ,1-] =  3Aو  [2 ,2-] =   = [-3, 3] ] , [.........A∞= = −∞ +∞\ 

1: نستنتج إذن 2 ..........A A A∞⊂ ⊂ ⊂ =    و\

};{
*

k
Nk

k AaNkaA ∈∈∀ℜ∈=
∈
∩ 

kإذن إذا كان 
Nk

Aa ∩
*∈

1a فإن ∋ A∈ 1 و بالتالي
*

AAk
Nk

⊂
∈
∩ 
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k في كل مجموعة إذن اة محتوA1وكذلك لدينا 
Nk

AA ∩
*

1
∈

∩ ومنه ⊃
*

1
Nk

k AA
∈

=  

∪نلاحظ أن 
*Nk

k RAA
∈

∞   .KAتشمل جميع المجموعات الجزئية R وذلك لأن ==

 

 العلاقات الثنائية .5

  تعريف

G  كل مجموعة جزئيةE مجموعة ما، نسمي علاقة ثنائية على Eلتكن  E E⊂ × . 

) إذا كانت , )x y G∈فإننا نكتب  : 

Gyxyx ∈⇔ℜ ),( 

x yℜ تُقرأ xيرتبط ب   y فق وℜ. 

 : في المثال التاليكل علاقة تمثل بيانياً بمخطط سهمي كما 

}لنفرض أن  }),(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( zzuzzuttytuytyxytxyxG =  

 : فعندئذٍ المخطط السهمي لهذه العلاقة يعطي بالشكل  التالي

 
 

 خواص العلاقة الثنائية -1

 : ℜ، نقول أنE علاقة على مجموعة ℜلتكن 

 :  أي أنx  يرتبط بx فإن E  من xإذا وفقط إذا كان أجل عنصر :  انعكاسية-1

ℜ   انعكاسية ( ); ( , )x E x x x x G∀ ∈ ℜ ∈ ⇔ 

 : الشرط التالي إذا وفقط  إذا تحقق : تناظرية-2
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xyyxEEEyx ℜ⇒ℜ=×∈∀ ,),( 2 

 :  إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: تخالفية-3

yxxyandyxEyx =⇒ℜℜ∈∀ ,),( 2 

  : إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: متعدية-4

zxzyandyxEzyx ℜ⇒ℜℜ∈∀ ,),,( 3 

 

 علاقة التكافؤ -2

 :  إذا وفقط إذا كانتة تكافؤعلاق أنها Eنقول عن علاقة ثنائية على 

 .  متعدية-3          . تناظرية-2          . انعكاسية-1

 مثال

 . إن علاقة المساواة فوق مجموعة ما هي علاقة تكافؤ

yxyxEyx =⇔ℜ∈∀ ;),( 2  

 

 صفوف التكافؤ

  E عنصر من xكن  وليE علاقة تكافؤ على ℜ لتكن

} نسمي المجموعة ; }xC y E y x= ∈ ℜ صف تكافؤ العنصر بx.  

modxعلاقة تكافؤ عندئذ نكتب  ℜ إذا كانت :ملاحظة y= ℜن  عوضاً عx yℜونقرأ     :

 "x يساوي yبالقياس ℜ " 

 

 )Partition(تعريف التجزئة 

)لتكن  )i i I
E

∈
 E الجماعة أنها تشكل تجزئة للمجموعة ، نقول عن هذهEجماعة من أجزاء  

 : إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية

1- ; ii I E φ∀ ∈ ≠ 

2- 2( , ) ; i ji j I E E φ∀ ∈ ∩   وهذا الشرط يكافئ الشرط=
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jiji EEEEIji =⇒≠∩∈∀ φ;),( 2  

3- ∪
Ii

i EE
∈

= 

 

 مبرهنة

)  عندئذ تكون الجماعةE علاقة تكافؤ على ℜلتكن  )x x EC   المكونة من صفوف التكافؤ ∋

 . E ـ  تجزئة لℜبالقياس 

 علاقة تكافؤ صفوفها هي عناصر التجزئة Eوعلى العكس تعرف كل تجزئة للمجموعة 

 . نفسها

 : الإثبات

xx  هي علاقة تكافؤ وبالتاليℜبما أن  C∈ومنه  xC φ≠وذلك من أجل أي  x E∈ 

)2 لنثبت من أجل أي  , )x y E∈فإن  x yC C φ∩ =  

x  بحيثzلنفرض العكس أي يوجد  yz C C∈  y = z mod  ℜو  x = z mod  ℜ  أي أن  و∩

 : وبالتالي x = y mod  ℜ هي علاقة تكافؤ فهي متعدية وتناظرية إذن ℜ وبما أن

CyuyuxuCu x ∈⇔ℜ=⇔ℜ=⇔∈∀ modmod 

x :ومنه yC C=مثنى مثنىة وبالتالي نستنتج أن صفوف التكافؤ منفصل  . 

∪إن   ∪
Ex Ex

xCxE
∈ ∈

⊂= }{  

xC ولكن E⊂ وبالتالي ∪
Ex

x EC
∈

 :  ومنه⊃

∪∪
Ex

x
Ex

x CEECE
∈∈

=⇒⊂⊂  

 . E موعة صفوف التكافؤ تشكل تجزئة لإذن مج

IiiEـ بالعكس، إذا كانت   :  ولنعرف العلاقة التالية E  تجزئة ل)(∋

)()(; ii EyExIiyx ∈∧∈∈∃⇔ℜ 

}أن مجموعة صفوف التكافؤ هيؤ و هي علاقة تكافℜأثبت أن  }/ ;iE E i Iℜ = ∈.  
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  مثال

 : معرفة بالشكل التالي[ علاقة ثنائية على ℜلتكن 

( ) 2, ; ; 2 .n p n p k p n k∀ ∈ ℜ ⇔ ∃ ∈ − =] ] 

 .ج القسمة علاقة تكافؤ و حدد مجموعة خارℜأثبت أن 

 :الحل

 ℜانعكاسية  : 

0.20;00; ==−=∃⇒=−∈∀ nnknnZn 
n: أي nℜ 

 ℜتناظرية : 

knpZkPnZpn 2;;),( 2 =−∈∃⇒ℜ∈∀ 
kpn 2)( =−−⇒                                  

 Zllkkpn ∈=−=−=−⇒ ;.2)(22                                  
 ; 2l Z n p l⇒∃ ∈ − =                                     

npℜ⇒                                  

 ℜمتعدية : 
3( , , ) ; ( ) ( )

( ; 2 ) ( ; 2 )
n p q Z n p p q

k Z p n k l Z q p l
∀ ∈ ℜ ∧ ℜ
⇒ ∃ ∈ − = ∧ ∃ ∈ − =

 

2( ) 2 ;q p p n k l m m k l⇒ − + − = + = = + ∈]  

; 2m Z q n m n q⇒∃ ∈ − = ⇒ ℜ  

  إذن  هي علاقة تكافؤℜ وبالتالي

; { ; }
{ ; 2 }
{ ; 2 }

nn Z C p Z p n
p Z n p k
p Z n p k

∀ ∈ = ∈ ℜ
= ∈ − =
= ∈ = +

 

 : نستطيع التحقق أنه يوجد فقط صفي تكافؤ هما
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{ }

{ }

0

2 2
0 1

1

1 3

, 4, 2,0, 2,4,

/ { , }
, 5, 3, 1,1,3,5,

C
C C

E C C
C

C C

−

−

⎫= − −
⎪

= = = = ⎪⇒ ℜ =⎬
= − − − ⎪

⎪= = = = ⎭

" "
" "
" "
" "

 

 

 علاقة الترتيب -3

 تعريف

 : ذا وفقط إذا كانت على المجموعة أنها علاقة ترتيب إℜنقول عن العلاقة الثنائية 

 . متعدية-3            . تخالفية-2           .  انعكاسية-1

x ،عندماEإن علاقة الترتيب تسمح بمقارنة عنصران من  yℜو  ℜ علاقة ترتيب فإننا نقول 

 . y» أصغر من «xأن 

x ونستخدم الرمز التالي y≤ونقول عن  ( , )E  .  أنها مجموعة مرتبة≥

 

 )الترتيب الكلي(تعريف 

)2، نقول عن العنصرينE علاقة ترتيب على المجموعة ≥لتكن  , )x y E∈ أنهما قابلين 

x للمقارنة إذا وفقط إذا كان y≤ أو y x≤. 

 .  أنها مرتبة كلياً إذا كانت كل عناصرها قابلة للمقارنة مثنى مثنىEنقول عن المجموعة 

 

  مثال

XPE)( مجموعة ما وXلتكن   :  ولنعرف العلاقةX مجموعة أجزاء =

BABAEBA ⊂⇔ℜ∈∀ ,),( 2 

 .  علاقة ترتيبℜ أثبت أن -1

 !    مرتبة كلياً؟E هل -2

 

 : الحل
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1- ℜانعكاسية لأنه  : 

AAAAba ℜ⇒⊂∀ );,( 

ℜتخالفية لأنه  : 
2( , ) ; ( ) ( )

( ) ( )
A B E A B B A

A B B A
∀ ∈ ℜ ∧ ℜ
⇒ ⊂ ∧ ⊂

 

 BA =⇒  

 ℜمتعدية لأن : 

)()(;),,( 3 CBBAECBA ℜ∧ℜ∈∀ 
)()( CBBA ⊂∧⊂⇒ 

CACA ℜ⇒⊂⇒ 
 .  علاقة ترتيبℜإذن 

 . كن أن نأخذ مثالاً يوضح ذلكم ليست مرتبة كلياً، يE إن -2

): لتكن ) { , {1},{2}, } {1,2}E P X P x Xφ= = ⇐ =  

⊅{2}   {1}  &  {1}   {2} :نلاحظ أن ⊄   

  

 بعض التعاريف الهامة

ولنعرف المفاهيم  ⊃E A ولتكن E المعرفة على المجموعة ≥لترتيب لتكن لدينا علاقة ا -1

 : التالية

ME نقول عن العنصر  MaAa إذا وفقط إذا A على راجح أنه ∈ ≤∈∀ ; . 

mEن ع نقول  amAa   : إذا وفقط إذاA عن قاصر  أنه∈ ≤∈∀ ; 

XA نع نقول   :  إذا وفقط إذاA في أكبر عنصر أنه ∈

XaAa ≤∈∀  max(A)  ونرمز له ب;

xA نع نقول   : إذا وفقط إذاAفي  أصغر عنصر أنه ∈

axAa ≤∈∀  min (A)  ونرمز له بـ;
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SE نقول إن   هو أصغر العناصر الراجحة S إذا وفقط إذا كان A   ل الحد الأعلى هو ∈

 .  Sup(A)  ونرمز له بAعلى 

 A أكبر العناصر القاصرة عن  هوI إذا وفقط إذا كان A  لالحد الأدنى هو I نقول أن 

 . inf(A) ونرمز له ب

  

yA نقول عن   : إذا كان وفقط إذاA في أعظميعنصر  أنه ∈

yaayAa =⇒≤∈∀ ; 

zA نقول عن    : إذا وفقط إذاAفي عنصر أصغري  أنه ∈

zazaAa =⇒≤∈∀ ; 

 

),,(),(تكن  -2 ≺EF FEf مجموعتين مرتبين وليكن ≥  :  تطبيقاً:→

 :  إذا وفقط إذامتزايد fنقول أن  

)()(;),( 2 yfxfyxEyx ≤⇒∈∀ ≺ 

 : إذا وفقط إذامتناقص f نقول إن 

)()(;),( 2 xfyfyxEyx ≤⇒∈∀ ≺  

 :قط إذا إذا وفمتزايد تماماً f نقول إن 

)()()()(;),( 2 yfxfyxyxEyx <⇒≠∧∈∀ ≺ 

 : إذا وفقط إذامتناقص تماماً f نقول إن 

)()()()(;),( 2 xfyfyxyxEyx <⇒≠∧∈∀ ≺ 

 .متزايداً أو متناقصاًإذا كان  مطرد fنقول إن  

 :ملاحظة

a إن الرمز b< يدل على أن )()( baba ≠∧≤ 
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2E  لتكن:مثال R=ولنعرف العلاقتين التاليتين : 

 ).الترتيب الجزئي(لترتيب ربع المستوى  -1

`)(`)(`)`,(),( 1 yyxxyxyx ≤∧≤⇔≤ 

 
  المستويربعالترتيب 

  جميع النقاطتحويالمنطقة المظللة 
2( , )x y R∈ 1 حيث( , ) ( , )x y x y′ ′≤ 

 

 .أو المعجمي لترتيب نصف المستوي -2

`)}(`)}(`)}{`)`,(),( 2 yyxxxxyxyx ≤∧=∨≤⇔≤ 

`)`,(),( 1 yxyx ≤ 

 

 

 الترتيب نصف المستوي

 المنطقة المظللة تمثل جميع النقاط
2( , )x y R∈ 2 حيث( , ) ( , )x y x y′ ′≤ 
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 هي ≥2 علاقة ترتيب ولكن ليست علاقة ترتيب كلي وأن العلاقة  هي≥1أثبت أن العلاقة 

 .علاقة ترتيب كلي


