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ELOSZO

Ez a konyv rivid bevezetés a valdsziniiség matematikai elmé-
lctébe,

Mindjart eléljaroban meg kell jegyeznem, hogy valdsziniiség-
clméleten pontosan azt a matematikai tudomanyagat értem, amit
valdsziniliségszamitisnak is neveznek. A »valoszinliségszamitis”
sz0 azonban nem fejezi ki eléggé e tudominyag mai arculatit.
Evekkel ezeltt a »valoszinliségszamitas™ kifejezés megfelelsi
helyett valamennyi vilagnyelven irt szakirodalomban attértek
a ,valdszindségelmélet”, ,.a valoszintiség elmélete” kifejezések
megfeleldinek hasznalatira. Fzt is figyelembe véve, a kdnyv-
ben az iijabb elnevezéseket valasztottam.

A valdsziniiségelméletnek kb. haromszaz éves multja van.
Ez a ma mér rendkiviil fejlett és igen sok fontos teriileten
alkalmazhaté tudomdinyag meglehetésen méltatlan koriil-
mények kdzoit sziiletett, A XVIL. szidzad kdzepe tajan, elsfisor-
ban Franciaorszigban a szerencsejitékok igen népszeriiek
voltak. Mivel altaliban nagy &sszegekr8l volt szd, felvetGdott
a nyerési esély meghatirozisinak problémaija. Az akkori idék
egvik  kozismert szerencsejitékosinak, DE MERE lovagnak
timadt az a gondolata, hogy problémaival a zsenidlis mate-
matikushoz, BLasSE Pascarhoz forduljon. PascaL, aki ebben
az idében Piérizsban élt, levelezni kezdett ¢ kérdésrGl més mate-
matikusokkal, elsSsorban PIERRE FErMaT-val, aki Toulouse-
ban élt. Ez a levelezés inditotta el a valosziniiség matematikai
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elméletének kiépitését, czért PAsCAL és FERMAT tekinthetok
e tudomanyig megalapitdinak.

Bar a valdsziniiségelmélet késébb rendszeresen felépitett tudo-
mannya valt, szigord matematikai megalapozast csak 1933-ban
kapott. Ez a megalapozas A. N. KoLMOGOROVLGS] szirmazik, és
ma mdr dltaldnosan elfogadott. Koribban is, késiibb is, a Kor-
MOGOROV-elmélettSl elférd, mas megalapozisok lattak napvildgot.
Kaziiliik R. von Misesé a legismertebb. Sem ez, sem a tébbinem
vehette fel a versenyt a KoLMoGOROV-elmélettel, mely a valo-
szinliségelméleti problémik mind matematikai, mind gyakor-
lati szempontbdl legviligosabb és legkevésbé bonyolult targya-
lasmodja. A kinyv tartalmazza a KoLMmoGorov-féle megalapo-
zis lényegének ismertetését, meggydzddésem ui., hogy ez
@ megalapozds nem csupin elméleti szempontbdl jelentds,
hanem gyakorlati segitséget is nyijt, mert az egyes problémak
logikusan felépitett targyaldsmenetével eldsegiti a tajékozodast
gyakorlati kérdésekben. A tébbi elmélet kritikdjara nem
térek ki.

A valdsziniiségelmélet alkalmazasi teriillete ma méar rendkiviil
kiterjedt. Ide tartozik a technika, fizika, kémia, csillagdszat,
meteorologia, bioldgia, pszicholdgia, kézgazdasagtan, nyelvé-
szet stb. Ezen tOlmenden valésziniiségelméleti problémakkal
taldlkozunk az élet mas teriiletein is, mindeniitt, ahol a vélet-
lennek szerepe van, A valdsziniiségelmélet tirja fel a véletlen-
ben levd térvényszeriiségeket és erre tAmaszkodva utasitést ad,
hogyan kell a véletlen ellenében egyes konkrét esetekben eljar-
nunk.,

Ezzel kapcsolatban tisztiznunk kell a véletlen fogalmat.
Ha azt mondjuk, hogy egy jelenség véletlenszer(i, ezen nem
azt értjiik, hogy annak, ami végbemegy, nincs oka. Oka min-
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dennek van, csupin arrél lehet sz, hogy ez szimunkra rész-
ben ismeretlen. Pontosabban fogalmazva: minden jelenséget _
az okok (koriilmények, feltételek) egy bizonyos rendszere hoz
létre. Ha ezeket mind figyelembe vessziik, ill. figyelembe tud-
niank venni, akkor a jelenség lefolyisa egyértelmii volna.
Ha azonban a korillményeknek csak egy részét vesszilk figye-
lembe, akkor az eredmény nem egyértelmii. Ez uiébbi esetben
a jelenséget véletlenszeriinek nevezzilk, Lassunk egy egyszeri
példat. Ha egy pénzdarabot feldobunk, és figyelembe vennénk,
hogy milyen helyzetben volt, milyen impulzust kapott, milyen
a légaramlas stb., akkor meg tudnink mondani, hogy a do-
bas eredménye fej vagy irds, s6t még azt is, hogy hovi esik le.
Ha azonban csak azt vesszilk figyelembe, hogy a pénzdarabot
feldobtuk, vagyis hogy impulzust kapott, és figyelmen kiviil
hagyjuk mar nagysagit is a tobbi kériilménnyel egyiitt, akkor
a dobds eredménye lehet fej is, irds 15, és a jelenség véletlen-
szeril.

Egy jelenség véletlenszeriisége tehat specialis szemléletmo-
dunkban all. Ennek ellenére, amikor bizonyos koriilményeket
nem vesziink figyelembe, nem jarhatunk el egészen &nkénye-
sen. Ha azt akarjuk, hogy valésziniiségelméleti modszerein-
ket eredményesen tudjuk alkalmazni, akkor a figyelembe nem
vett kdriilményeknek egyenként aranylag kis hatdsiaknak kell
lennidk. Egy lényeges koriilmény figyelmen kiviil hagyésa
esetén a valdsziniiségelmélet mbdszerei sem segitenek, az ered-
meény tavol all aundl, hogy a tudomanyos igényt kielégitse,

A valosziniiségelmélet jelentGsége nem annyi csupdn, hogy
a sok, egyenként kis hatist korilmény jelenlétének ellenére
lehetdséget nydjt a probléma targyaldsira, hanem e kériil-
mények megismerését (hacsak mas szempontbdl nem fontosak)
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sziikségtelenné teszi. Ezen thlmenden, egyes esetekben mi ma-
gunk mesterségesen véletlenszerfivé tesziink egy kisérletet, mert
igy a valdszinfiségelmélet médszereit felhaszndlhatjuk, és gva-
korlatilag megbizhatd, kevéshé kéltséges eljardst nyeriink prob-
lémdink megolddsdra. Igy jarunk el pl. a statisztikai minGség-
ellendrzéskor, amikor egy-egy tételbdl véletlenszeriien valasz-
tunk ki ardnylag kevés szamu egyedet, hogy eziltal az egészre
kivetkeztessiink, ahelyett, hogy teljeskéri mindségellendrzést
végeznénk. Ez az alapgondolat sok mas vonatkozisban is
felhasznalhatd.

A konyv megértéséhez ismerni kell az egy- és tébbviltozos
analizis elemeit, tovibbi a matrixokat és a determindnsokat,
de ez nem tébb, mint amennyit barmelyik mérndkhallgaténak
az egyetemen tanulnia kell,

Az elméleti anyagot iltaldban példikkal illusetraltam. Nem
volt és nem is lehetett célom, hogy ezzel a valésziniiségelmé-
letnek akdr csak a legfontosabb alkalmazdsaira is mindre ki-
tériek. A példik elsésorban miiszaki, kémiai és fizikaj jellegiiek,
Ennek ellenére Ggy gondolom, hogy a kényvet elénydsen hasz-
nalbatjik a tébbi szakteriilet miiveldi is.

K&szinetet mondok pr. MEDGYESSY PALnak, aki a kézirat
gondos atnézésével és hasznos tandcsajval segitette munkimat,
mindazoknak, akik a példaanyag dsszevilogatisiban segit-
ségemre voltak, és a MUszAk Konyvkiand  dolgozéinak
a kézirattal kapesolatos firadsagos és tiirelmes munkdjukért,

BUDAPEST, 1961. december hé A SZERZ{G

1. FEIEZET

A VALOSZINUSEGELMELET ALAPJAIL

Az esemény matematikai fogalma
A valésziniiség matematikai fogalma
Valésziniségek meghatirozdsa kombinatorikai midszerekkel
Valosziniiségek meghatirozdsa geometriai médszerekkel
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1.1. Véletlen kisérlet. Minden valdsziniiségelméleti probléma
valamely véletlen kisérlettel kapesolatos. A, kisérlet” szot itt
iltalanosabb értelemben haszndljuk. Kisérletnek nem csupdin
egy jelenség mesterséges elddllitdsat nevezzilk, hanem Altala-
ban egy jelenség megfigyelését, fiiggetleniil attdl, hogy azt mi
vagy rajtunk kiviil 4116 okok hoztik létre. Az eldszoban mon-
dottakkal 8sszhangban, véletlen kisérleten olyan kisérleter ér-
tiink, amelynek kimenetelét az ditalunk figyelembe vett felté-
telek nem hatdrozzdk meg egyértelmiien. Véletlen kisérlet pl.
egy folyd vizillisinak megfigyelése egy meghatarozott helyen
és iddpontban; az Atlagos napi kozéphSmérséklet megfigye-
lése egy meghatarozott napon; egy Utvonal forgalmanak meg-
figyelése meghatirozott napon; mindségellendrzés alkalmaval
bizonyos termékek koziil meghatirozott szami termék kiva-
lasztisa; egy konyv valamely oldalinak feliitése; egy kocka
feldobdsa stb. Tovdbbiakban a rovidség kedvéért a véletlen
kisérletet egyszeriien csak kisérletnek nevezziik. Ebbdl félre-
értés nem szarmazhatik, minthogy e kényv keretein beliil csak
véletlen kisérletekkel foglalkozunk.

Minden kisérletnek van tehdr 1obb, esetleg végtelen sok le-
hetséges kimenetele. Ha pl. a Kisérlet abban all, hogy 100 mun-
kadarab koziil harmat kivalasztunk, akkor mivel ez

(IDEIJ= 100.99.98 — 161 700

3 1.2.3

killsnféle médon tehetd meg, a kisérletnek 161 700 kilénbdzd
lehetséges kimenetele van. Egy folyé vizallasdnak megfigyelése
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esetén a kisérletnek annyi kimenetele van, mint ahany Kiilon-
bozd vizallas elképrelhetd, tehat 0 és egy ésszerii M felsd hatdr
kiszért barmilyen pozitiv szam. Bar a gyakorlatban a vizallast
centiméterekben mérjilk, a centiméter tdrt részét nem irjuk ki,
sok esethen ennck nincs is értelme, elvben mégis minden 0 és M
kdzé esd értéket a kisérlet lehetséges kimenetelének tekin-
tiink. mert ez megkénnviti a probléma matematikai vizsgila-
tat. Ugvanez a helyzet az dtlagos napi kdzéphOmérséklet meg-
fizyelése esetén is. Egy izzdlampa élettartamanak vizsgalata-
ban a kisérletnek annyi kimenetele van, mint amennyi élet-
tartam elképzelhetd, tehat 0 és végtelen kozdtt barmilyen
pozitiv szam. Egy ésszerli felsd hatdr természetesen itt 1s van,
tetszileges hosszu élettartam megengedése azonban matemati-
kai szempontbdl ismét egyszeriisitést jelent. Egy kdnyv egy
oldalinak véletlenszerii feliitése esetén a kisérletnek annyi Ki-
menetele van, mint ahdny oldala van a kényvnek. Egy kocka
feldobdsa esetén a kisérletnek 6, két kocka feldobasa esetén
a kisérletnek 36 kiilonbozd kimenetele van.

Eléfordulnak bonyolultabb kisérletek is. Ha pl. a kisérlet
abban ill, hogy egy elektroness anddiramingadozasit egy meg-
hatarozott idészakaszon megfigyveljilk, és az aramerdsség 1do-
beli valtozasat alkalmas miiszerrel papiron regisztriljuk, akkor
egy nem-negativ értékil flggvény gérbéjét kapjuk. Mirmost
a kapott konkrét fiiggvény helyett sok kis, altalunk szamitasba
nem vett ténvezd hatasaképpen masikat is kaphattunk volna,
Ezcket az dsszes lehetséges fiiggvényeket egyetlen halmazba
tsszefoglalva, a kisérlet osszes lehetséges kimeneteleit, vég-
eredményeit kapjuk. Szigortan véve itt az tdrténik, hogy a
katodrol elektronok érkeznek az anddra, mindegyik dramot
vilt ki, és ezek Bsszegezddnek. Tegyiik fel, hogy az egy elekt-
ron Altal létrehozott dramerdsséget a g(r) figgvény ina le,
olyvan értelemben, hogy ha az elektron a =0 idGpontban
{itk#zik az anédba, akkor egy r idSpontban az dltala kival-
tott aram erdssége g(r). Ha most a jelenséget a 0-t6] T-ig
terjedd id&szakaszon vizsgéljuk, és egy konkrét esetben az
egves elektronok a 1,15, ..., 1, idépontokban iitkdztek az andd-
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ha. akkor a ¢ idGpontbeli aramot a

: .

h(f) = kZ: g(t—1) (1.1.1)
tiggvény adja meg. Egy ilyen fliggvény a kisérlet egy konkrét
kimenetelének tekinthetd. A

B, ha 0stsa
gl = {D, egyébként

esetben egy konkrét h(r) fiiggvényt az 1. dbrin lithatunk.

. |
- |
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i ;
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Ennek a fiiggvénynek a 7, pontokban szakadasai vannak, a
fiiggvény alakja sem lehet akdrmilyen, csak amilyen a g(f)
fiigavény és a 1, idGpontok specializilisa kivetkeztében létre-
J6het.

Ha a kisérletnek véges sok és nem is nagyszdmi kimenetele
lehetséges, akkor elég sok kidérlet esetén dltaldban ezek reali-
zaloédnak, konkrétan megvaldsulnak. Ha azonban a kisérlet-
nek végtelen sok kimenetele van, koziilik csak véges sok reali-
zalddhat, egyesek tehdt soha nem jonnek Iétre. (Természetesen
ugyanez a helyzet eldallhat akkor is, ha kisérletiinknek véges
sok kimenetele van, mégpedig vagy azért, mert ezek szama
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eléggé nagy, vagy mert konkrét megvaldsitdsuk szimunkra
¢rdektelen.) Egy fizikai mennyiséget pl. tizszer megmérve, az
Osszes lehetséges mérési eredmények kéziil tiz realizalodik,
ettdl fiiggetleniil a t6bbit is gondolatban szamontartjuk, mint
a lehetséges kimenetelek Gsszességér,

Valamely kisérletiel kapesolatban a kisérlet lehetséges kime-
neteleit elemi eseményeknek nevezziik. A matematikai elméletek
azonban, barmire vonatkozzanak is, nem foglalkoznak kézvet-
leniil azokkal a dolgokkal, amelyekre elméletiinket alkalmazzuk.
amelyek tehat a konkrét gyakorlatban el8fordulnak. Ezeket ab-
sztrakt elemekkel helyettesitve, megalkotjuk elméletiinket, majd
az elmélet keretein belill elért eredményeinket interpretiljuk,
leforditjuk a gyakorlat nyelvére. Ennek megfelelGen a kisérlet
cgyes kimeneteleit absztrakt matematikai objektumokkal he-
lyettesitjiik, jellemezziik és ezeket tekintjiik elemi események-
nek. Amikor tehat konstataljuk, hogy az dtlagos napi hémér-
séklet 18 °C, akkor csak a 18-as szamot tartjuk meg, és el-
vonatkoztatunk minden egyébtsl; az elemi esemény szdmunkra
csupdn ez a szdmérték. Az anddiramingadozds esetében egy
e_leml esemény csak a konkrét A(r) fliggvény és nem a hi(r)
fiiggvény, létrejottének kériilményeivel egyiitt. A kockadobis
esetén az elemi események az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok és nem
a konkrét dobdsok. Elemi események tehat akkor is léteznek,
ha a kisérletet nem hajtjuk végre. Az wesemény” szé csupin
a fogalom eredetére utal. Az elemi események O5Szesseger
esemenytérnek nevezziik, és ezt a tovibbiakban mindig (-val
JleIﬁl_liih Az elemi események jeldlésére index nélkiili vagy
indexszel ellatott w-t, de esetleg kis latin betiiket is hasznilunk,

Hogy egy kisérlettel kapcsolatban mit tekintiink esemény-
térnek, az elemi események sszeségének, bizonyos fokig on-
kényes, mégpedig két szemponibédl is. Egyrészt tébb, valdjs-
ban killdnbdzd kimenetel kézott nem tesziink kiildnbséget, ha
ez szamunkra érdektelen. Pl. kockadobas esetén nem vessziik
figyelembe, hogy a kocka hova esett, csak azt, hogy mi a do-
buttl szam. Masrészt dnkényes azoknak az absztrakt matema-
tikai objektumoknak a megvilasztasa is, melyek a kisérlet vég-
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eredményeit jellemzik. Ismét a kockadobdist emlitve illusztrativ
példaként, az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok dobésait jellemezhetnénk
a 11, 12, 13, 14, 15, 16 szdmokkal vagy méis matematikai
objektumokkal is. A lényeg, hogy a valdsigot a legtermésze-
tesebb, legegyszeriibb és problémdnkhoz legjobban igazodé
moédon leirjuk. Ezek a kévetelmények az dnkényességet nagy-
mértékben korlitozzik, sit tobbnyire egyértelmiivé teszik, hogy
mit a legcélszeriibb eseménytérnek tekinteniink.

1.2. Véletlen események. Egy kisérlettel kapcsolatban az elemi
cseményeken kiviil més eseményeket is megfogalmazhatunk.
llyen pl. az, hogy egy fizikai mérés eredménye 1,5 és 2,3 kozé
esik, vagy a Duna vizdllasa 1961, jinius 10-én 12b-kor nagyobb,
mint 300 ¢m, a kockédval piros szimot dobunk, egy kdnyvet
olyan oldalon iitiink fel, ahol dbra van, egy villanyégd élet-
tartama 500 és 1000 dra kidzé esik, egy elektroncsd anddarama
adott ¢ idSpontban kisebb x-nél stb. Minden ilyen esemény
az elemi események valamely halmazdval reprezentilhatd.
Ugyanazt az eseményt, hogy a kockéval paros szimot dobunk,
mésképpen Ugy is leirhatjuk, hogy megadjuk az {1,2,3,4, 5,6} =
=) halmaz {2, 4, 6} részhalmazit. [gy mis nyelvezettel, de
mégis félreérthetetleniil kéiritlhatarothatjuk eseményiinket. Az az
esemény, hogy egy fizikai mérés eredménye 1,5 és 2,3 kizé
esik, megfogalmazhaté oly mdédon is, hogy egyszeriien meg-
adjuk az elemi események — az Osszes mérési eredmények —
halmazdnak azt a részhalmazit, amelyet az Hsszes eredmény-
ként kaphatd szimértékek koziil az 1,5 és 2,3 kizé esf szamok
alkotnak. Ez, masképpen kifejezve, az 1,5 és 2,3 hatirpontok-
kal biré intervallum. Az az esemény, hogy az anddiram a
¢t idépontban x-nél kisebb, ekvivalens azzal, hogy azoknak
az (1.1.1) alaka figgvényeknek a halmazat vizsgiljuk, ame-
lyekre teljesiil a
hity=x

feltétel,

A kisérlet konkrét végrehajtdsa esetén egy eseményt akkor
tekintiink bekivetkezetinek, ha a kisérlet végeredménye — a
konkrét elemi esemény — eleme a szébanforgo eseményt repre-
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zentdld halmaznak. Ha a kockadobds eredménye 4, akkor be-
kdvqtkezett az az esemény, hogy piros szimot dobunk, a
4 szam ugyanis eleme a {2, 4, 6} halmaznak, (Ezzel egyidejiileg
természetesen tébb mas esemény is bekdvetkezett.)
Matematikailag egy lehetséges esemény nem mds, mint a-
elemi események Q halmazdnak, az esemenytérnek egy részhal-
maza. LE;ekat az eseményeket lehetséges véletlen eseményeknek,
vagy rividen lehetséges eseményeknek nevezziik, és a tovabbiak-
hauraz A, B, C, ..., esetleg indexszel ellitott latin nagybetiik-
kel jeloljiik. Az elemi események is felfoghaték lehetséges ese-
mtn}rekkén_t, ezeket az Q eseménytér egyelemii részhalmazai
reprezentdljik. Az Q tér részhalmazait ezentll — bér fogal-
milag halmazok — eseményeknek nevezziik. Az események
k&'!z:':':tt kitiintetett szerepe van az halmaznak, mint $nmaga
rmr_ydan elemét tartalmazd nem-valédi részhalmaznak és az
0 ures halmaznak, melyet minden halmaz részhalmazanak te-
kintiink. Az el&bbit biztos eseménynek, az utébbit lehetetlen
eseménynek nevezziik, annak megfelelGen, hogy az el6bbi biz-
tosan bekovetkezik, hiszen akirmi legyen is a kisérlet ered-
ménye, az mindig eleme Q-nak, de nem lehet eleme az iires
halmaznak, amely definicié szerint nem tartalmaz elemet,

Ha £ viges s0k elemet tartalmaz, akkor véges sok részhalmaza van,
az osszes mme:u'eklu.ﬁma. tehdt véges. Az alibbiakban egy példdval
kapesolatban felsoroljuk az Ssszes eseményt. Egy trndban 4 golyd van,
melyek az 1, 2, 3, 4 szimokkal meg vannak szimozva. Ha a kisérlet
abban 4ll, hogy a 4 golyd koziil egvet kihtizunk, akkor az eseménytér
Q=1{1, 2, 3, 4}, Az Gsszes események a kbvetkezBk:

{1} {1,2} {2,3} {,2,3} {1,234}
o {2} {1, 3} {2,4} {1,232, 4)
f3r {1,4} {3.4} {1,3,4}
{d} {2, 3, 4}
Az dsszes eseménvek szima 16.
Altaliban, ha 2 pontosan » elemet tartalmaz, akkor az Gsszés ese-

meények szima 29, Ugyvanis ulﬁ_n esemény, mely pontosan k elemet tar-
talmaz (1=k=n), ugyanannyi van, mint ahdny k-adosztdlyt kom-

bindcidja van n killdnbbzs elemnck. Ez a szdm {E} Ha ezt k-ra Gssze-
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gezzilk 1-t6l n-ig, s a kapott szimhoz l-et hozzdadunk, mert van még
egy lehetetlen eseményiink is, megkapjuk az Gsszes események szdmit.
Figvelembe véve, hogy minden n esetén

@=1 & Z@=.

]
az Osszes események szimaként a kodvetkezd adodik:
n ]
1+£‘-El {E}=|.‘.En[z]=r'

Az eldbbi példdban n=4 & az Gsszes események szdma 24 =16.

1.3. Miveletek eseményekkel. Az 1. fiiggelékben definialtuk
halmazok &sszegét és szorzatiat. Mivel egy esemény azonos
egy halmazzal, ilyen értelemben beszélhetiink események
dsszegérll és szorzatardl, melyek szintén halmazok, ennél-
fogva események. Ha A4 és B két esemény, akkor az 4+ B
¢s AB eseményeknek egyszerii szemléletes jelentésiik van, 4+ B
azt jelenmti, hogy a kér esemény kiziil legaldbb az egyik bekd-
vetkezik, mert az A+ B halmaz az 4 és B halmazok egyesitése
és igy egy elemi esemény, mely A + B-nek eleme, A és B koziil
legalibb az egyiknek eleme kell, hogy legyen. Ugyanigy AB
azt jelenti, hogy mind az A, mind a B esemény bekivetkezik.
Ha 4,, A;, ... az események egy véges vagy végtelen soka-
sdga ,akkor ' A4, azt jelenti, hogy ezek kizill legalibb egy,

i
;:I A, pedig, hogy "ezek mind bekdvetkeznek. Analdg mddon

értelmezhetfk a tovibbi halmazelméleti relaciék is. Egy B
esemény B komplementuma azt jelenti, hogy a B esemény nem
kivetkezik be, olyan elemi esemény a kisérlet végeredménye,
mely nem eleme B-nek. A — B= AR azr jelenti, hogy A beko-
vetkezik, de B nem, AC B azt jelenti, hogy A bekdvetkezése
maga utdn vonja B bekdvetkezését, végiil AB=0 azt jelenti,
hogy A és B kizdrjdk egymdst, A tovibbiakban mindig az
események nyelvén beszéliink, kzben azonban allandéan szem
elitt tartjuk, hogy ezek halmazelméleti fogalmak és relacidk
mis elnevezései.

2 Prékopa: Valdszinfségelmélet,..



A VALOSZINUSEG MATEMATIKAI FOGALMA

1.4. Gyakorisag és relativ gyakorisig. Ha egy véletlen kisérletet
egyszer elvégziink, akkor a kisérlet kimenetelére semmilyen bizo-
nyosséigunk nincs, nincs semmilyen alapunk arra, hogy ennek
kimenetelét megjosoljuk. ElsS pillantisra ugyanez a helyzet all
elé akkor is, ha a kisérletet tobbszir egymds utin és egy-
mastol fiiggetlenil elvégezziik.! Az egyes kisérletek kimenete-
leibGl kialakult tényleges sorozat a kaosz benyomdsit kelt,
¢z a sorozat sokféleképpen alakulhatott volna, és ennek mi-
kéntjére semmiféle bizonyossdgunk nincs. A kisérletsorozat
alaposabb vizsgdlata sordn mégis felfedezhetiink valamiféle tér-
vényszeriiséget. Ez abban all, hogy ha figyelembe vesszilk az
egyes események gyvakorisdgait, ahfinyszor tehit ezek az ese-
mények kisérletsorozatunkban eldfordultak, akkor ezeknek a
gyakorisdgoknak egymdishoz valé viszonya stabilitdst mutat.
Masképpen kifejezve: jeldlie k, az 4 esemény, ky a B esemény
gyakorisigit a konkrét kisérletsorozatban, akkor a k kg szAm
a kisérletek szimdnak novelésével aranylag kis ingadozdsokat
végez, sit ez az ingadozds a kisérletek szidminak névelése
sordn csdkkend tendencifit mutat. Ez a jelenség arra a felté-
telezésre indit benniinket, hogy ha a kisérletek szdmdt minden
hatdron il nivelnénk, akkor a kjky hinyados egy meghatd-
rozolt szamériékhez tart,

Az emlitett hipotézis teljesen korrekt ellenrzésére természe-
tesen semmilyen moédszeriink nincsen és nem is lehetséges,
mert végtelen sok kisérletet nem tudunk elvégezni. Meg-
elégsziink tehit egy, az cl&bbinél gyengébb hipotézissel, mely
szerint nagy szdmu kisérlet esetén a k,jky hinyados gyakor-
latilag dilands. Ezt a hipotézist a tapasztalat hatirozottan
alatdmasztja. Ezen az alapon 4llva azt mondhatjuk, hogy a
kisérlettel kapcsolatos egyes események meghatirozott, egy-

! Adott kisérlettel kapesolatban dltaliban viligos, hogy mit értlink annak tobbszass
epymdetdl flggeilen clvigzéstn, Ha pl. mérleggel vald mérésrdl van azd, akkor minden
kisériet eldn & mérleget meglisstitink, GjbSl bedllitiuk stb, Pénrérme feldobdanl caetén
rdnlig rlutlri:unk arra, hogy sz érme elég sokat perdljdn, mert exdital koribbi helyze-
tenek befolydsa clhanyagolhatévd vilik. A lonéndl egy kistrletnek 8t szdm egymisutdng
kihizdsit tekinive, az egyes heti homisok mint kisérietck foggetlensk, ugvanis minden
h;:t: {:I::rm;r elitt a lotidgdmb 1Obbszdri megforgatdsa kovetkeztében a szdmok elég
i everednek,

I
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mashoz viszonyitott relativ sillyal kivetkeznek be, és ha va-
lamelyik eseménnyel kapcsolatban ezt a szdmot &nkényesen
rijgzitjiik, akkor minden tovibbi eseményhez tartozé szdmérték
egyértelmiien meghatdrozottd vilik. Az A eseményhez ily mo-
don tartozé szdmértéket az esemény valdszinfiségének nevezziik,

Meg kell azonban dllapodnunk ennek a valdsziniiségnek a
skaldjaban. Két kiilonboz8 kisérlet esetén teljesen eltérd tipusi
események fogalmazhatok meg. Minden kisérlettel kapcsolat-
ban van azonban egy biztos esemény, melyhez célszer(i a kisér-
lettdl fliggetleniil ugyanazt a szdmértéket rendelni. Megdllapo-
dunk abban, hogy az Q biztos esemény valdszinlisége mindig 1.
Ehelyett természetesen mas szimértéket is valaszthattunk volna,
ez a valasztds azonban az Osszes tébbivel szemben elsSsor-
ban azért elfnybs, mert a valésziniiségelmélet Fformuldi
ekkor lesznek a legegyszer(ibbek.

Ha n szidmi kisérletet végziink, akkor a biztos esemény
gyakorisiga éppen n, kg =n. Abbél, hogy a k,/k; hinyadbs
stabilitist mutat, a B=0 vilasztds mellett kovetkezik, hogy
a k,/n hianyados is stabilitist mutat.

Egy A eseménnyel kapcsolatban az A esemény k, gyakorisd-
gdnak és n-nek, a kisérletek szdmdnak a hdnyadosdt az A ese-
mény relatfv gyakorisdgdnak nevezziik.

A mondottak szerint ez a szdm az 4 és az Q események
valészinfiségei hinyadosdnak kozelit§ értéke elég nagy n ese-
tén. Minthogy negillapodds szerint az £ biztos esemény valé-
szinfisége 1, az A esemény k,/n relativ gyakoriséga az A ese-
mény valészinfisége kozelitd értékének tekinthets, Egy A ese-
mény valdszinliségét P(A)-val jeldljiik. A P(Q)=1 valasztas-
sal egyben a valdszinfiség skalijit is régzitettik, minden A
esemény valdszinlisége 0 és 1 kozé esik, mert

0=k, ,=n

k“§1~

é ad |
s igy UEH ;
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ez a tulajdonsidg minden n-re érvényes, tehit valdban
O0=P(A)=1.

1.5. A nagy szdmok tiérvénye. Az események relativ gyakorisé-
gainak stabilitisat (ami ekvivalens a k,/k; hinyadosok stabi-
litdsdval), a szerencsejitékokkal kapcsolatban mar régota is-
merik, Nincs pontos adatunk arra, hogy ki és mikor tette
meg eldszor ezt az észrevételt, nem is sok értelme volna ez
utdn kutatni. Kézismertnek tekintették azonban ezt a tényt
a AVIL szazadban, Ennek ismeretében és ennek hatdsdira
kezdett kialakulni a valdszinfiségelmélet, Késébb a relativ
gyakorisigok stabilitisat demografiai adatokkal kapcsolatban
is felismerték, Ma mir nagy mennyiségfi tapasztalat all ren-
delkezésre, a technika és az egyes szaktudoményok béséges
anyagot szolgiltatnak ennek a tdrvénynek az alatimasztisira.

Azt a tdrvényt, mely szerint egy kisérletet igen sokszor, egy-
mdstél fiiggetleniil elvégezve, a relativ gyakorisdeok stabilitdst
mutatnak, a nagy szdmok térvényének nevezziik.

Ez a térvényszerliség az, amely lehetdvé teszi a valészindi-
ségelmélet gyakorlati alkalmazisit. Ezzel egyben Allist is
foglaltunk abban az irdnyban, hogy a valosziniiségeket relativ
gyakorisagokkal, frekvencidkkal interpretiljuk. Ez viszont sziik-
stgessé teszi, hogy csak olyan Lisérleteket tegyiink vizsgdla-
tunk tirgyiva, melyek igen sokszor megismétlodnek, vagy meg-
ismételhetdk. Egyszeri véletlen eseményekkel és azok valészi-
niiségeivel nem foglalkozunk. Ha egy egyszeri véletlen ese-
ményhez valdsziniiséget rendelnénk, ez egy szubjektiv érték,
szubjektiv valdszinfiség volna. Az utébbi években felmeriilt
ugyan az igény a szubjektiv valdszinliségek elméletének kiépi-
tésére, és a kezdeti lépéseket ebbe az irdnyba meg is tették,
A szubjektiv valészinliségek azonban kiviil esnek vizsgilatain-
kon, ebben a kényvben ezekkel nem foglalkozunk.

1.6. A valésziniiség axiéméi. Az eddigickben Iényegében azt
kutattuk, lehetséges-e egy, a gyakorlattal dsszhangban levd
valoszinliségelmélet kiépitése. A valdsziniiségnek az 1.4. sza-
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kaszban adott meghatirozisa természetesen nem matematikai
meghatarozis. A matematikai elmélet mindig axiémékbél in-
dul ki, melyek a kérdéses objektum vagy objektumok leg-
altalinosabb és lehetdleg legelemibb tulajdonsigait régzitik.2
A geometria axioméi rdgzitik a pont, az egyenes és a sik
tulajdonsagait, ugyanezek kapcsolatait, anélkiil hogy megmon-
danink, mi is konkréten a pont, az egyenes és a sik. Marmost
ha valamilyen matematikai objektumokra ezek a tulajdon-
sigok raillenek az axiémakban régzitett kapcsolataikkal egylitt,
akkor ezeket az objektumokat pontoknak, egyeneseknek, ill.
sikoknak nevezzilk. Egy ilyen axiémarendszer egy geometrit
hatiroz meg. (A konkrét axidémarendszer szerint beszéliink
euklideszi, BoLYAI—LoOBACSEVSZKIJ- sth. geometrifkrol.)

A valdszinliség leghltalinosabb tulajdonsigait axidméikban
rigzitve, a valdszinliség elméletét kapjuk, Az axiémik koézott
azoknak €s csak azoknak a tulajdonsigoknak kell szerepel-
niiik, amelyek birmilyen véletlen kisérlettel kapcsolatban min-
dig teljesiilnek. Mieldtt ezeket felsorolndnk, visszanyilunk a
valészinliség frekvencidk alapjén 4ll6 interpreticiéjahoz, hogy
czek tulajdonsdgaibdl a valdsziniiségek legiltalinosabb tulaj-
donsdgait kianalizéljuk. Lattuk, hogy minden A4 eseményre
teljesiil @ 0=k, /n=1 egyenlStlenség, tovabba ko/n=nfn=1.
Ezeken kivill a relativ gyakorisignak van még egy fontos tu-
lajdonséga. Ha A és B két, egymést kizéré esemény, AB=0,
akkor myilvinvaléan fennill, hogy

k4+3 = k‘l'l'k!-

* A valészindségnek az 1.4. pontban adott természett 01 meghatdrozdsival
izemben ax a kifogis tdmasrthetd, hogy a relativ gyakorislg, ba nagyazdmi kisbrlel
ticién kis mértékben i3, de mégis ingadozik; a relativ gyakorisdgok alapjin tehit oem
tudunk egy hookrét szdmértéket kijeltlnl, melyre axt moedhatnink, hogy ex & sxdban-
Ig::? W Yaléazinistgs. Esswict o rﬁjﬁ”n“' outasl 4nielmezise nem szabsios,

@ B ogisialan nleidt & v gyvakorbdgo ozfsni mixtt nmem
adhatunk. Tévedés volna aronban mrt gondolni, B fait F mmm doy
mak definicidindl eldnydsebd helyzetben vegyunk. Fl. & tBmeg definicidjind] pontos éa
“E¥értalmi mérdare volon sxikadgink, ilyen pedig nineses, abiny ebréat vigzink,
ionyi eredményt knpunk. Mégls, minthogy gyskoriatl thil elegendd egy blzo-
fiyos hatiron beldli pontossig, ex pedig elérhets a tome is &3 o valdazinfségniél is,
definfeidink gyakorlatl scempontbél kielégittknek mondbaték.
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Ha mindkét oldalt n-nel osztjuk, akkor a

n n n

kisn ﬂ.{..&

egyenldséget kapjuk. Egymdst kizdrd események Ssszegének re-
lativ gyakorisdga egyenld az egyes relativ gyakorisdgok dssze-
gével. Ha két esemény helyett tetszdlegesen sok, de véges szdmui,
egymdst pdronként kizdrd eseményt tekintiink, az dsszeg-esemény
relativ gyakorisdga akkor is egyenld az egyes relativ gyakorisdgok
dsszegével. A végtelen sok eseményre vonatkozd analdg tulaj-
donsdg természetesen szintén teljesiil, mert véges sok kisérlet
esetében ezek kozill csak véges soknak lehet O0-t6l killdnbbzs
relativ gyakorisiga. Ez abbdl kivetkezik, hogy az események
pironként kizérjik egymést. Ha a kisérletek szdmit egyre
niveljiik, mind t&bb és tébb relativ gyakorisig valhat pozitfvvi,
és felvethetd a kérdés, vajon az additiv tulajdonsig meg-
marad-e hatdrértékben, a kisérletek szdménak minden haté-
ron til végzett ndvelése esetén. Bir ez a kérdés gyakorlati
szempontbol nyilvinvaléan értelmetlen, elméleti szempont-
bél mégis jelentds, mert felhivia a figyelmet egy olyan tulaj-
donsdgra, amelyet esetleg a valészin(iség axiémai kdzitt rég-
zithetiink. Ezt meg is tesszilk, nem annyira a kdzvetlen gya-
korlat, mint inkdbb az elmélet érdekében. Igy lehetdvé vélik
olyan tételek bizonyitisa, melyekre az elméletben sziikségiink
van, és ezen keresztiil az alkalmazis szempontjibdl is fontosak.

A valdsziniiség axiomdi: ha adott egy L1 eseménytér, akkor
az {1 részhalmazain értelmezett P(A4) fliggvényt® valGszindi-

¥ A lhggwény dhalinos matematikal fogalma a kOvetkezd: ha egy X halmaz minden
egy ¥ halmarbell elemet horrdrendellnk, akkor ezt a meglelelietbal gy azx X
mevezzilk. Azr X halmaz kilSnbizd elemelbor hozzi-

felaltetéaher felhasrndljuk. X a Hmmwmr—m-;;mm
mehmek clemelt & meglelel felhasrmiljuk, & Moggreény értékkéaxieds. Jolon esetben
uxmnwmwurmunulwmm a 0=t é&g
l=gt is beleérive, Az olyan feggvinyt, mel ériclmental tarto
rlashalmarainak ar Osizessbpn

ggvénynek oeverziik, A JI"I:Jl] fw
balmazfoggvény. :
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ségnek nevezzilk, ha erre teljesillnek az aliabbi axidmék:
(h O=P(4)=1;
(If) P()=1;

(111} ha A, A5, ... egymdst piaronként kizird események-
bal allé véges vagy végtelen sorozat, vagyis A4, =0 =k

esetében, akkor
P[; f‘rk:' - ;?P('dkl

A (D), (ID, (II1) axiédméknak eleget tevd P(A) figgvényt
valdszinliségeloszldsnak vagy réviden valdsziniiségnek nevezziik.
A P(A) Mggvényt és azt a konkrét szamértéket, amelyet ez
a fiiggveény egy konkrét eseményhez hozzarendel, egyarant valo-
szinliségnek nevezzilk, Ezt a félreértés veszélye nélkil meg-
tchetjiik.

Az 1.2. szakaszban a véletlen események matematikar mo-
delljét konstrudltuk meg. Az £ eseményteret a valosziniiség-
closzlassal egyiitt valdoszindségi mezdnek nevezzik.

Egy eseménytér részhalmazain természetesen sok Killénbozo
valoszinlségeloszlas adhatd meg. Kozillilk azonban konkrét
esctben csak egy realizdalodik. Ennek a ,,valédi™ valdsziniiség-
closzlasnak vagy legalibbis bizonyos specidlis események valo-
sziniiségeinek empirikus kozelitésével a matematikai siatisz-
rika foglalkozik. A valdszintiségelmélet egyves események valo-
sziniségeinek az ismeretében, esetleg ezekre vonatkozd hipo-
tézisek alapjan allva, segédeszkozt nyujt tovabbi események
valoszinliségeinek meghatarozasara.

A valosziniiségelmélet preciz matematikai megalapozisa
AL N. KoLmocorovidl szirmazik.* Ez a megalapozds nem
vsupan elméleti szempontbol igen jelentds, amennyiben a valo-
sziniiségelméletet a preciz matematikai tudomanyagak kozé
sorolja, hanem a wvaldsziniségi problémak tdrgyaldsa sordn
cldsegiti a gyakorlati éleslatast is.

4 AL M ROLMOGOR, Grundbegrifle dor Wahrschainbichkensrechnung, Ergebnisse
der Mathematik, 1073, Berlin, 1933,
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Most e rész leziirdsaképpen sszedllitunk egy sz6tirt. A jobb
oldalon éllnak azok a fogalmak és Bsszefilggések, melyekre
a valdszinliség matematikai elmélete tAmaszkodik. A bal olda-
lon ezeknek a fogalmaknak é&ltalunk hasznilt elnevezései sze-
repelnek; ezek a fogalmak és Bsszefiiggések eredetére, a gya-
korlatra utalnak.

Egy kisérlet kimeneteleinek az &sz-

szessége, eseménytér  ......... Q) halmaz
A kisérlet egy kimenetele ........ o, az Q halmaz egy eleme
BERSTIRTIN 5255500 sl nmat s e s i A, az £ halmaz egy rész-
halmaza
Biztos esemény ................ A=
Lehetetlen esemény ............. A=0
[ A és B kozil legalibb az
egyik bekdvetkezik ...... A+ B
gh .i mind 4, mind B bekivet-
H'E |71 eo AR
A és B kizérjik egymist... AB=0
4 | 4 nem kdvetkezik be...... A
A maga utdn vonja B-t.......... ACBH
Valészin(iség, valoszinfiségeloszlas az (I), (II), (III) axid-
méknak eleget tevl P(4)
fliggvény

VALOSZINUSEGEE MEGHATAROZASA
KOMBINATORIKAI MODSZEREKKEL

1.7. A klasszikus valészinfiségi mezf. A valdszinfiségelmélet
kialakuldsa idején csaknem kizdrélag szerencsejétékokkal kap-
csolatos valdszinfiségelméleti problémék meriiltek fel. Az ezek-
kel kapcsolatos ,kisérletek™ egyik jellegzetes tulajdonséga,
hogy csak véges sok lehetséges végeredménnyel — a mi- ter-
minolégidnkban elemi eseménnyel — kell szdmolni. A mésik
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jellegzetes tulajdonsdguk pedig az, hogy minden elemi esemény
egyenlfen valdszinfi. Az ilyen tulajdonsdgn valoszinliségi me-
26t klasszikus valdszinfiségi mezdnek nevezziik,

Tegyiik fel, hogy a kisérlettel kapcsolatban n elemi esemény
van, ezek w,, ®;, ..., w,. Ha mindegyiknek egy és ugyan-
azon p szim a valGszinfisége, akkor a valdszinliség (III) tulaj-
donséga alapjén az Q={w,, ®,, ..., ®,} biztos esemény vald-
szinfisége, tehit annak a valszin{isége, hogy valamelyik lehe-
tdség bekdvetkezik, np-vel egyenlS, Misrészt a valdszinliség
(II) tulajdonséga alapjin ez a valészinfiség 1, tehat np=1,
ennélfogva p=1/n. Ha A egy olyan esemény, mely k& szdmi
elemi eseményt tartalmaz, akkor a valdszinfiség (IIT) tulajdon-
sdga alapjén azt kapjuk, hogy

k  LkedvezS esttek széma
M = S s o e~

Az (1.7.1) formulit régebben a valdszinliség definicidjdnak
tekintették., Hozzétették azonban, hogy csak akkor definidl-
jak igy a valészin(iséget, ha a lehetséges esetek ,,egyenlSen
esélyesek™. Ha ez azt jelenti, hogy mindegyik elemi esemény
valészinlisége ugyanaz a p szdm, akkor — mint lattuk —
az (1.7.1) egyenl&ség mér nem definfcid, hanem k&vetkezmény.
Miéskiilldnben az egyenld esélyek feltételezése szimunkra sem-
mitmondé., Az 1.2. szakaszban hangsilyoztuk, hogy a vald-
szin{iséget relativ gyakorisiggal interpretiljuk, a valtszinliség
szdmunkra egy objektiv szdmérték, amely tehat nem aszerint
nagy vagy kicsi, hogyan vélekediink a szdban forgd esemény
bekdvetkezésérfl, Az egyenl§ esélyek kifejezése ui, a vald-
sziniliségelmélet sok miiveldje szdméra azt jelentette: semmi
ok sincs annak feltételezésére, hogy valamelyik lehetfség vald-
szinfibb a mésikndl. Ezt a hidnyzé okok elvének nevezték.
Am mit ér a hifnyzé okok elve, ha konkrét esetben a gyakor-
lat rdcéfol az egyes esetek egyenld valészin voltira, Ha pedig
a gyakorlat igazolja azt, hogy az egyes esetek egyenlfen vald-
szinliek, akkor e tényben éppen emiatt bizhatunk meg, és nem
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a csaloka hidnyzé okok elve miatt, mely az egyén pillanatnyi
tudéséat helyezi elGtérbe. Mi csupén a valdszin{iség legfontosabb
tulajdonsagait rdgzitjiik, a szAmszeril valdszinfiségeket pedig
meghatérozzuk, nem pedig definidljuk.

Més kérdés azonban, hogy sok esetben abbdl a feltevésbil
indulunk ki, hogy az egyes esetek egyenlSen valdszin(iek,
Ilyenkor minden tovabbi allitds is csak feltételes, tehat akkor
igaz, ha a kiindulé feltevés helytallé volt. Ha tehit eredményein-
ket a gyakorlatban alkalmazni kivinjuk, akkor alapfeltételiin-
ket gondosan ellenfrizni kell, ill. ha rajtunk mulik, a kisér-
letet oly médon kell végrehajtanunk, hogy feltételiink telje-
siiljom.

A klasszikus valdsziniiségi mezdk esetében A valdsziniiségét
az A eseményben foglalt elemi események és az dsszes elemi
események szdmdnak hdnyadosa adja. A probléma tehat két
halmaz elemsziménak a meghatirozdsira redukalédik. Eze-
ket altaliban kombinatorikai eszkiizokkel hatérozzuk meg,

Igen sok, klasszikus valdszinfiségi mez&ivel kapcsolatos fela-
dat megolddsa a kezd§ szdméra nehézségekbe iitkézik. Ennek
oka elsfsorban az, hogy a feladatok megfogalmazisiban alta-
laban az olvaséra bizzik a matematikai modell megalkotdsat
is, vagyis annak meghatérozisit, hogy tulajdonképpen mik is
a szoban forgd kisérlet esetében az elemi események, melyeket
azutin egyenlGen valészinfieknek tekintenek. A probléma mate-
matikai szempontbdl csak ennek pontos kbriilhatirolisa ese-
tén meghatirozott. Az egyes feladatok megfogalmazéisibodl
azonban &ltaliban kitlinik, mik a kisérlet végeredményei, az
elemi események. Az olvasé mindenesetre leginkdbb aziltal
szerezheti meg a feladatmegolddsban a sziikséges logikai biz-
tonségot, ha a megoldist az elemi események meghatérozasi-
val kezdi. Ezzel egyben a matematikai modell felillitiséra is
készséget szerez.

1.8. Pédik. I. példa. Véletlen sorrendek. Meghatirozzuk annak a valé-
szinfiségét, hogy az ABDEPSTU betliket talilomra egyméis mellé he-
Iaymn, éppen a BUDAPEST szb alakuljon ki. Egy elemi esemény a fenti

betll egy sorrendjében 4ll. Ezek szdma 81, tehdt ennyi a lehetséges ese-
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tek ﬁﬁn}& Mivel csak egy kedvezd eset van, a keresett valdsziniiség
1

81 40320
Annak a valdsziniisége, hogy a BCDEEENR betlikbdl a2 DEBRECEN
i
sz alakuljon ki, mir nem i bdr itt is 8 betlink van. A hirom E betiit

ui. egymds kézdtt ptrmumlva. a szd viltozatlan marad. A kedvezd ese-
I

tek szdma tehdt 3! =6, ennélfogva a keresett valosziniiség 2 =-l =
1 8! 40320

6560

2. példa. Termodinamikai valdszindség. N szdmi celliba véletlenszeriien
elhelyezitnk n szimi golydt. Kérdés, mennyi annak a valoszinlisége, hogy
az elsd celldba ky, ..., az N-edik celliba ky szdmi golyd keriil, ahol ter-
mészetesen k1 ... +hky=n.

A golydkat killonbozdknek tekintjilk, két elhelyezés tehdt killnbézo,
ha legalibb egy golys mds celliban van. Az n szimid golyd elhelyezését
ugy is felfoghatjuk, hogy mindegyiket az 1-t&] N-ig terjedd szimok vala-
melyikével ellitjuk. Ennek alapjdn viligos, hogy az osszes lehetséges
clhelyezések szdma N, ez egyben az &sszes elemi események szdma. A ked-
vezd clhelyezések szima a kovetkezOképpen hatérozhatd meg. Kiindu-
lunk egy specidlis kedvezd elhelyezkedéshél, gondolatban egymas mellé
helyezzilk az egyes cellikat és a bennitk levd golybkat is (1. a 2. dbrit).

Ujabb és az eldzBtbl killénbézd kedvezd elhelyezkedést kapunk, ha
4 golyokat gy permutdljuk, hogy kozillik legalibb egy mis celliba
keriljén, Az dsszes ilyen permutdcitk szdma a 2, figgelék 2. pontja sze-
rint

n!

lﬁ!"'.ﬁ:ﬂ'!r
tehit a keresett valésziniség
! |
P*"k"""“:mﬁ:' (1.8.2)
| 1 & VDO 0O ... O O
m L ] Eﬂj ﬂﬂﬂﬂ"{}rﬂﬂlltﬂﬂ
2. dbra 3. dbra

3. példa. Lncmolekuldk kialakuldsa. Egy kémiai vegyiiletben 2R szému
monofunkeids, azaz egyvegyértékl és N szdmi difunkcibs, azar kétvegy-
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értékii egység van. Ezek véletlenszerfen egyméshoz kapcsolddva, Oasze-
sen R szdmid ldncmolekuldvd egyesillnek, mindegyiket két monofunkcids
egység zirja le a végeken. Hatdrozzuk meg annak a valbszinliségét, hogy
a0, 1, 2,...,¥ darab difunkcids egységet tartalmazd lincmolekuldk
sTima :r:mlr: k.;., ky, k3, ooy Ky, feltéve, hogy minden elrendeziddés egyen-

lden valbszind. Mivel R a:&mﬁ lincmolekula alakulhat ki, és mk’bﬂn
dsszesen N szdmi difunkcids egység van, csak akkor kaphﬂ.tunk lehet-
séges elrendezést, s gy 0-18] killdnbdzd valbdszinfiséget, ha

ko+ ki + ...+ ky=R:
ky + 2z + ... + Nky = N.

A 2R szimi monofunkcids egységet valamilyen médon képzeletben
pédrokba rendezziik, aszerint hogy melyek kerlilnek egy molekuliba. Eze-
ket szimbolikusan a 3. dbra felsd sordban dbrdzoltuk. E sor alatt fog-
lalnak helvet a difunkcids egységeket szimbolizdlé kirdk.

Az alsd sort — mondjuk fliggbleges vonalak segitségével — R szdmi
olyan csoportba beosztva, hogy az / darab difunkcids egységet tartalmaz6
csoportok szdma k, legyen, /=0, 1, 2, ..., N, &3 ezeket a csoportokat balrél
jobbra haladva a monofunkcids egységek kbzé elhelvezve, egy lehetséges
elrendezést kapunk. Ilyen csoportalkotdsra a 2. filggelék 8. pontja szerint

R!
kolky!---ky!

lehetdség van. Ahhoz, hogy a kedvezD esetek szdmdt megkapjuk, ezt
meg kell szorozni BygN'! 2N-pel, ui. a difunkcids egységek N! sorrendben
helyezhetBk el, és mindegyiknek kétféle dllisa van, véglll a monofunk-
cibs egységek

_ 1 (2R (2R—2
H]l—ﬁ[i)[ 2 ]"‘(Qﬂm—l}{m—3}-'-3-l

killdnbdzl mbodon rendezhetSk pdrokba. A lehetséges esetek szdma:

R N+R—1

| N =By NION ,

BINIZY s Borgur Follal - ("x=1)
ky+ 2k b ...+ NeguMN

tehdt a keresett valdszinliség
1 R!

, 1.B.
Ptnlt.l.i-nllhl N-l-ﬂ—l) kn‘ki kﬂ'l { 531
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Mint latjuk, & BagN!2N szorzattal egyszeriisiteni Iehetett, nem is volt
fontos tehdt ennek meghatirozdsa, csupdn a teljesség kedvéért tireked-
tilmk erre.

4. példa. Bolyongds a szdmegyenesen. Tegyilk fel, hogy ecgy pont a
sramegyenes 0 pontjdbdl elindulva, a véletlentdl fliggden hol jobbra, hol
balra haladva, mindig valamelyik szomszédos egész Erték(l pontba megy
it, &s [gy Osszesen n lépést tesz meg. Kérdés, hogy ha minden n lépéshdl
alld Ot egyenlden valdszinfl, mennyi a valbészinfisége annak, hogy n lépés-
sgl a & pontba jut el

Péros szdmi 1épéssel nem juthatunk pératlan pontba és pdratlan szimu
lépéssel pdros pontba, a keresett valészinfiség tehdt csak akkor killén-
bizik 0-t6l, ha vagy n is &s k is pdros vagy n is & k is pdratlan. Mivel
a keresett valbsziniiség ugvanannyi k é&s — k& esetén, tegvilk fel, hogy
k=0. A lehetséges utak szdma 2", mert minden egyes lépésnél két vi-
lasztdsunk van. A kedvezd utak szimdnak meghatirozisdhozr vegyiik
figyelembe, hogy ha a pont s 1&péssel a &k pontba jut el, akkor & +11Tﬁ: =

n4+k 2 n—k . .
= —2-— esetben jobbra &1 = esethen balra kell haladnia, & mind-

—k
cgy, hogy ezekre mikor kerill sor. Az » lépés koziil nz"T szdmi balra

i
lepést (";k kiilénb&z5 médon vilaszthatjuk ki, a keresett valbszinfi-
sép tehAt

p.=( nk)il"‘ ha n—k paros. (1.84)
2

L |
Ha k=0 é&s n piros, akkor eszerint px = (")F'

z

1.9. Mintavétel visszatevés nélkiil. Bizonyos munkadarabok k-
ziitti selejtesek arfnydra informécidt szerezhetiink azéltal, hogy
koziiliik néhdnyat kivilasztva, megnézziik, hogy a kivilasztot-
tak kozott hdny selejtest taldltunk. Az egyik médszer, hogy
a kivdlasztott munkadarabot mindig visszatessziik, ez a vissza-
levéses mintavétel. A masik, hogy a kivdlasztott munkadarabot
nem tessziik vissza, a kivetkezd mintdt eggyel kevesebb szdmu
munkadarabbdl vdlasztjuk. Ez a visszatevés nélkiili mintavétel,
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A mindség ellendrzése sok esetben a munkadarab megsemmisi-
tésével jir, ekkor visszatevéses mintavételre nincs is lehetdsé-
glink, Ettdl eltekintve, a visszatevés nélkilli mintavétel mindig
jobb a maésiknal. Ennek preciz indokoldsival, tovibbi a se-
lejtardnyra vald kovetkeztetés pontos modszerével késébb fog-
lalkozunk (l. a 10.27 szakaszt).

Most azt a kérdést vetjitkk fel, hogy ha az N munkadarab
kdzott M szimi( selejtes van, és n-et vilasztunk ki, mennyi
annak a valdszinlisége, hogy ezek kozitt k selejtest taldlunk.
Célszeriibb a kérdést urnamodelire vonatkoztatva megfogal-
mazni, hogy a kérdésfeltevés dltalinosabb jellege kidomborod-
jék., A kérdés tehit az, hogy ha egy urnidban van N golyd,
ezek kozdtt M fehér, N—M fekete és n-et véletlenszeriien ki-
valasztunk, mennyi annak a valdsziniisége, hogy ezek kizdu
k szidmi fehér lesz.

Meg kell jegyezniink, hogy elvi szempontbdl killénbdzdk
azok az esetek, amikor a golyékat egymds utin hhzzuk, és
amikor az n golydt egyszerre emeljilk ki. Az el6bbi esetben
ui. kiildnbbz8 e kisérlet eredménye akkor is, ha ugyanazokat
a golydkat hizzuk ki, de més sorrendben. Egy e¢lemi esemény
tehdt nem mds, mint # golyonak egy meghatirozott sorrend-
ben vald kivilasztisa. Ennek megfelelSen az elemi események
szima:

NN=1)--(N—n+1) = (‘:)n!.

A masodik esetben elemi esemény az n golyd kivilasztdsa, a
sorrendre vald tekintet nélkill; az elemi eseményck szama
annyi, mint ahiny killdnbtzd mdédon N elem kbzil n szamut
ki tudunk wvalasztam, vagyis

(%)

Ez utobbi esetben tébb olyan eseménynek nincs is értelme,
melyek az el6zd esetben megfogalmazhatdk, pl. 2 masodik
hizds eredménye fehér golyd stb.

MINTAVETEL VISSZATEVES NELxUL i

A felvetett probléma szempontjibdl mindegy, melyik kiva-
lasztdsi modot tartjuk szem elétt, a szébanforgd esemény valéd-
szinlisége ugyanaz. Ha az n szimu goly6t egyszerre valasztjuk

ki, akkor a lehetséges esetek szidma, mint littuk, {!:] A ked-
vezd esetek szidmdt a kovetkezGképpen hatarozhatjuk meg,

Az M szami fehér golyd kézill & szédmit ['}f] kiilsnbbzs

modon tudunk kivdlasztani, Minden ilyen, k& golyébdl allé

csoporthoz n—k fekete golySt kell vélasztanunk, amelyre
N—-—M
i kJ killénbéz8 lehetdséglink van. A kedvezd esetek

53{1]113 t'ﬂhﬁ.t
(M) (N- M )

€s igy a keresett valdsziniiség

W0
(%)

Beldthatd, hogy ugyanez adédik akker 15, ha a golydkat egy-

mas utén hizzuk ki, mert a szdmlald és a nevezd egyarant
nl-sal szorzddik, mellyel egyszeriisiteni lehet.

A lottd-taldlatok valdszinfiségel. Egy lottbszelvényt valahogy kitél-

:::.Iknllci{l:rdég' mennyi annak a valészinlisége, hogy 5, 4, 3, 2, 1, 0 tald-
gyen.

: Lottéhizéskor az 1-181 -ig terjedd szdmok koziil 6tot hiznak vélet-

“"fz.*rﬂ#n- A kisérlet egy végeredményének 8t szdm kihdzdsat tekintjik,

melldzve ezek sorrendjét. A lehetséges esetek, vagyis az elemi események

4 %0
szima [ p ] =43 949 268.

iz Otds taldlatra nézve kedvezd esetek szdma 1.
vinpoEEVES talflat kedvezd escteinek széma S - 85 =425, mert a szel-
e Yen levd ot szdm koziil négyet Stféleképpen és ehhez egyet a fenn-
aradd 85 szdm kézill 85 killonbdzd médon valaszthatunk.
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A hérmas talilat kedvezB eseteinek a szima [5] [3:];

3
a kettes talalaté [5] [E;):

2
az egyes taldlaté 5 [3:]:
végill a zérd taldlat kedvezd escteinek szdma [355].

A taldlatok valbszin@iségei tehit rendre a kivetkeztk:

1 1 _—
Ps= -= 0,00000002 ;

[s;o] = 23949268
(o) (%)

P.:g—u=4251":=ﬂ,m95?;
5] '
G) (3)
3) (2
.F] =-_'5.H_:I-"= 15 ?MP:.=MZHME]23H;
5
G (5)
2 3
P =T=95? 700 Py =0,02247365;
(5)
5y (85
) (4)
Pi= 0 = 10123 925 P = 0,23035480;
(%)
(5)
Pn=%= 32801 517 Ps=0,74634956,

3
Ezek a valdszinfiségek fiiggetlenek a szelvény kitdliésének mbdjdtol

VALOSZINUSEGEK MEGHATAROZASA
GEOMETRIAI MODSZEREKKEL

1.10. Altalénos megjegyzések. Vannak olyan valészinfiségel-
méleti problémak, melyekben a valészinliség meghatérozasét
geometriai alakzatok mértékeinek meghatirozdsira vezethet-
jiik vissza. A ,,mérték” sz6 itt a hosszisig, ivhossz, teriilet,
felszin, kdbtartalom gylijtéineve. Geometriai valdszinfiségekral
akkor beszéliink, ha a kisérlet valamely Q geometriai alakzat
(egy egyenes szakasz, girbefv, a sik vagy a tér egy tarfomdnya
sth.) mint halmaz egy pontjdnak véletlenszerli kivdlaszidsdban
dll és annak a valdszintisége, hogy ez a pont a tekintett alakzat
egy A részébe essék, ardnyos az A halmaz m(A) mértékével,
Jelen esetben az elemi események tehit {2 pontjai, melyek-
nek szima végtelen, az események Q részhalmazai. Feltétel
szerint van olyan ¢ konstans, hogy minden A esetén

P(A)=cm(A).
Mivel P(Q)=1=cm(£2), kévetkezik, hogy c= 1/m(£)) és igy

m(A)
mQ)

Az egyes feladatokban a probléméit nem annyira a mérté-
kek meghatirozésa jelenti, hanem az Q és az A, az Gn, lehei-
Seges €s kedvezd pontok bsszességeinek a meghatirozésa.

1.11. Példék, 1. példa. Hdromszdg szerkeszthetfségének valdszindsége. A
:.Lﬂ. d',L intervallumban talilomra vélasztunk I:&tdfgntut. Kérdés, mennyi
MDAk a wvaloszin(sége, hogy az Igy keletkezett hdrom szakaszbél
hdromsziig alkothatd. -
Jeliilje x és y a két kivdlasztott pontot. E két pont kivélasztisdt a sik
i{ & y koordinitdju egyetlen pontjdval egyértelmien reprezentdlhatjulk,
IL[nw:I 4z x és y pont a (0, d) intervallum egy-egy tetszileges pontja, a
GSE'-‘-HH végeredményei, az elemi események aﬂ balmaza a sik 0=x=4d,
né—.rid’ feltételekkel meghatdrozott négyzete, Kérdés, melyek ennek a
BYzetnek azok a pontjai, amelyeknek esetében a (0, d) intervallum hdrom
:ﬁkaszﬁbﬁl héromsziget alkothatunk. Hirom szakaszbél hiromszdg akkor
s othatd, ha barmely két szakasz hosszdnak Sssrege nagyobb a harmadik
s5zandl, Mirmost két eset van, VAEY X =)y vagy y=ux. Az elsh esetben

P(4) = (1.10.1)

3 Prikopa: Yaldazintségelmblet,..
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az elébbi feltéte] azt jelenti, hogy teljesiilnek az
x=d=—x: y—x=x+d—y; d=—y=y (1.11.1)

egyenlbtlenségek. A mésodik esetben x és y helyet cserél, a feltételek
tehdt a kivetkezbk

y=d=—y;, x—y=y+d—x; d—x=x (1.11.2)
Az (1.11.1) és (1.11.2) egyenidtlenségek ekvivalensek az aldbbiakkal:
d d d
x-:i; _'p-::x+i; E{:F; {1.11.3)
£ + £, 2 {1.11.4)
— - —_— —_— s N = '
y= x X =) 3¢ 3 X,

Az (1.11.3) egyenlitlenségek a 4. dbrin vizszintesen, az (1.11.4) egyenlit-
lenségek pedig a fMggdlegesen vonalkdzott tartomfinyt hatirozzik meg.
E két tartomdny pontjai egyiltt a kedvezd pontok Osszességét adjik.
Mivel ennek terlilete d3/4, a négyzet teriilete d2, a keresett valdszinfiség

d‘l
4 1
‘-g *H
d 7 - T
I 2| A
¢ iq il
i
i )
.l 7] I
1 IJ|I' .-'"
| l'f"l ,"lll
; - - —
J X g g X a f g 7 .rh
k] 3 3
& ks 5. dbra

2. példa. Ketten megbeszélik, hogy du. 5 és 6 dra kiizbtt egy meghatéro-
zott helyen taldlkoznak. Megdllapodds szerint aki kordbban érkezik, 20

PELDAR 35

percet vir a médsikra, azutin elmegy. Mennyi lilkozds valbSazin(isége,
ha mindketten véletlenszerfien érkernek? =

A probléma Ggy is megfogalmazhaté, hogy a (0, 1) intervallumban
talilomra vélasztva két pontot, mennyi annak a valészinlisége, hogy ezck

= 1
egymiistdl vald tdvolsdga legfeljebb 3 Ha ¢ két pont x és y, akkor ugyan-

ugy, mint az 1. példdban, a kisérlet egy végeredményét a sik egységnégy-
zetének x, y koordindtdji pontjdval helvettesitjilk, A lehetséges pontok
Osszessége az egységnégyzet pontjai, a kedvezd pontok Bsszessége az

1
x—yl=—
3

feltételnek eleget tevd pontok dsszessége. Ez utébbi ekvivalens azzal
hogy egyidejlileg teljesill az aldbbi két m:nlﬁlinsé;: e '

1 1
yYsx4—: X ——
31- » 3

A kedvezd pontok tehdt az y=x—é és y=x+1=n'me.5¢kkﬁzﬁtt
3

fekiisznek. Ez az 5. dbrdn a ;::mlkﬂmtt rész. Az dbrdrdl leolvashatd,

hogy a keresett valdszinfiség -i

3. példa. A Betrand-féle paradoxon. Egy r sugani kdr valamely hirj
glﬂlmaurhm kivilasztjuk. Kérdés, mennyi annak a ?ﬂlﬂgz{nﬁsé;e, h-:r:g:-.'l
a hir hosszabb a kirbe irt szabdlyos hdromszig oldaléndl.

Elsd megoldds Jeldlje x &3 ¥ a hiirnak a korrel vett két metszés i
s pontjdt,
Eﬂiié:mbhanm akéti j t, melycket a két metszéspontig kam?nk.
§ valamely rbgzitett pontjatdl (a 6. dbrdn a Q ponttél) az éramutaté
ﬂmmhbiim ellenkezd irdnyban haladunk. Annak feltétele, hogy a hir hosz-
Iﬁﬂtmtzmm 8 belrt szabdlyos héromszég oldalindl, a kivetkezd egyen-

2rm drm
T-‘Il.‘t‘-_}"]"{—a—'. “.i.l-j]

Egy hir kivalasztisa ekvivalens a sik 0=
: - Sx=2n 0=y=2rn t
:f{ﬁﬂhﬁnnk a hﬂhﬁt&sﬁv&] Kézlillk kedvezd pnntﬂi azok, m“illj?*lﬁzf:r:
-11.5) egyenlbtlenség teljesil (a 7. &brdn vonalkdzott rész). A valé.

szinlség tﬂhﬁtp=%.
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Mdsodik megoldds. A hur helyzetét a kizéppontja egyérielmiien meg-
hatdrozza. A hir hossza pedig akkor hosszabb a beirt szabdlyos harom-
szbg oldalinil, ha kizéppontja az ebbe a szabdlyos haromszogbe Irt kir
belsejében fekszik (1. a 8. dbrit). Mivel ennek a kirmek a sugara rf2, a
keresett valbsziniiség

6. dbra by
ﬂ - B

7. dbra R T X

fenticken kiviill még tobb killénbdzd megoldds adhatd, amelyck
kﬁignhﬁi:ﬁ Yﬂlﬁﬁﬂﬂﬁ&&ﬂk?‘ﬂ vezetnek., Mai szemme] nézve, 2 BERTRAND
féle paradoxont nem Mh?zﬁt:;ﬂ:glm;: :‘:éadé.t megi‘nWl; n}:ﬁn:
! e misodik mego
e sﬁs&us hirjainak halmazdn méis-mds valo-
sziniiségeloszldst tételez fel. Ha a hirnak
a kirrel vett metszéspontjait reprezentild
sikbeli (x, ) pont a sik ﬂéxﬁzm,
0= y = 2rz négyzetében egyenld teriiletil
SN iartomdnyokba  egyenld valészinfiséggel
esik, akkor az elsd megoldas helyes. Ha
= pedig a hir kézéppontja a kir belsejében
2 egyenld terilletl tartoményokba egyenld
valbszinfiséggel esik, akkor a misodik
megoldis helyes.

]aimr-:g}r nlrl::fﬁg feltevésnck az elsd két
példa esetében is teljesiilnie I-::l_l- A md-
sodik példdndl csak akkor &llihatjuk, hogy
nagyszdmia kisérlet esetén a talakozds az

esetek kb. _:T részében jin létreha igaz az

kiindulé feltevés, hogy az érkezési iddpontokat regisztrild sikbeli (x, ¥)
:n;:n a“ ﬂét.r‘—j d;. ﬂgy*—jd négyzet egyenld teriileti tartomdnyaiba
egvenld valosziniiséggel esik.

8. dbra

FELADATOK E¥)

Minden geometriai valoszinfiségre vezetd problémdban a kisérlet vég-
eredményeit valamely tér pontjaival reprezentdljuk, amelyet fdizisrérmek
nevezilnk. Ez analég a mechanikdban haszndlatos fizistér fogalmihoz.
(Egy n pontb&l dllé mechanikai pontrendszer dllapotit a hely- és impul-
zuskoordindtikbol alkotott Zm-dimenzids wvektor, a Zn-dimenzids tér egy
cleme egyértelmilen jellemzi. Ezt a teret a mechanikdban fazistérnek

nevezik.)

4. példa. A Buffon-féle tiprobléma. Egy r hosszisigi tit véletlen-
szeriien ridobunk egy pirhuzamos egyenesekkel vonalkdzott siklapra,
ahol a szomszédos egyenesck tavolsaga egy dllandd 4 szidm. Kérdés,
mennyi annak a valdszinfisége, hogy a tl valamelyik egyenest metszi,
ha feltessziik, hogy r=d. Ebben a formdjiban a probléma még nem
hatirozott, hozzdtesszilk azonban a kovetkezOket. Mind az egyenesek
valamelyik irdnydt, mind pedig valamelyik erre merdleges irdnyt rog-
zitve, jeldlje ¢ a tl és az egyenesek hajlisszopét, ¥ pedig a ti kizép-
pontjinak a visszafelé legkGzelebb est egyenestd]l vald tdvolsdgdit (1. a
9. dbrit). Ekkor 0=g=a, 0=y=d4d A il killonbézd helyzetei kizitt
csak akkor tesziink kiilonbséget, ha a (g, ») értékpdrok killénbézok,
mias srdval egy (@, ) értékpdr egy elemi esemény. Feltessziik, hogy a
(g, pont a 0Ssgp=n; 0=p=d téglalap (1. a 10. dbrit) egyenld teri-
letii tartomdnyaiba egyenld valbsziniliséggel esik. Ezzel a problémidt egy-
értelmfivé tettitk. A td valamelyik egyenest akkor metszi, ha

r . |
}'E?Slﬂw vagy fEd—Esmrp.

E két feltétel valamelyikének eleget tevd pontok Osszesége a 10. dbrdn
a vonalkzott rész. Mivel az %si.n @ alatti teriilet

y
— [ain pdp=r,
e
o
2r
a keresett valdszinliség p =—

1.12. Feladatok. 1. A statisztikus fizikdban nagy szerepet jitszanak az
un. betdltési problémik. Ezek alapfeladata a kivetkezd médon fogal-
mazhatd meg umamodell segitsépével: n szimt golydt véletlenszeriien
elhelyeziink N szdmi urmndba; kérdés, mennyi annak a valdsziniisége,
hogy az elsébe ki, ..., az N-edikbe ky szdmi golyd kerill (k3 + ...+
+ky=n), ill. mennyi annak a valdszinfisége, hogy egy kivdlasztott
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2. Feezer

urndba k£ szdmd golyd kerilll. Tegyilk fel, hogy minden elhelyezkedés
egyenlden valdszinfi (MaxweLL—BoLTzmMany statisztika) és vilaszoljuk
foeg & mésodik kérdést.

2. Vilaszoljuk meg az 1. feladatban emlitett két kérdést a kisérletre
vonatkozd kdvetkezd feltevés mellett: a kisérlet egy kimenetele egy
kiykzs ooy ky szdm N-es, misszéval két elhelyezkedés csak akkor ki-
16nbdzd, ha van olyan Grna, melyben killéabdzd szdmi golydk vannak
és a I:II::;Iet minden kimenetele egyenlien valdszinll (Bose—EmsTEm

3. A 2. feladatban emlitett feltételhez vegylik még hozd a kovetkezbt:
minden tirndban legfeliebb 1 golyd lehet (FERMI—DIRAC statisztika) és A VALOSZINUSEGEK KALKULUSA
vilaszoljuk meg az 1. feladatban emlitett két kérdést.

9, dabra

d A valoszinliségek alapvetd dsszefiiggései

FHET g siising e - ég
d % praj A2 siny

= '_.r'.-r. o o
; s i - 10. dbra L2007

& il

4, Mennyi annak a valoszinlisége, hogy a bridzslapokat taldlomra
szétosztva

a. minden jatékos egyszin( lapot kap,

b. egy meghatérozott jitékos lapeloszidsa 6, 4, 2, 1,

¢. mind a négy dar egy meghatirozott jétékoshoz kerill.

5. A (0,1) intervallumban wvéletlenszerien wvédlasztunk egy pontot,
majd egy mdsikat ettdl jobbra. Mennyi annak a valbszin{isége, hogy az
igy keletkezett hdrom szakaszbdl hdromszig alkothatd.

6. A (0,1) intervallumban véletlenszerfien vdlasztunk egy szdmot.
Mennyi annak a valészin(isége, hogy & szdm harmadik tizedesjegye 5.

7. Egy villamosmegilléhoz a villamosok § percenként érkeznek, dra-
kor, &ra S-kor stb, Mondjuk du. 5 és /16 kizdtt egy véletlenszerfien ki-
vilasztott idépontban a megillGhoz . Kérdés, mennyi annak a
valdszinfisége, hogy a vdrakozdsi idd ne hosszabb 2 percnél.
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2.1. Alaptételek. Ebben a pontban a valdsziniiség 1., I1., 1IL.
tulajdonsdgaira timaszkodva alapvetd tételeket bizonyitunk be.

1. tétel. A lehetetlen esemény valdszinfisége 0, P(0)=0.

Bizonyitds. Ha A egy tetszGleges esemény, akkor A + 0 =4,
A0 =0, tehit a III, tulajdonsdg alapjin

P(A) = P(A+0) = P(A)+ P(0),

amibdl kévetkezik, hogy P(0)=0. q. e. d.

Bir a lehetetlen esemény valdsziniisége 0, nem kovetkezik
ebbd8l az, hogy ha egy esemény valdszinlisége 0, akkor az
lehetetlen, Ha pl. egy kir pontjai koziil taldlomra vilasztunk
egyet és annak a valdszinlisége, hogy az a kor egy tartoma-
nydba essék, arinyos a tartomdny teriiletével, akkor annak
a valbszinlisége, hogy a kbr kdzéppontjat valasztjuk, O-val
egyenl§., Ez az esemény azonban mégis lehetséges. Ugyanigy,
ha egy esemény valésziniisége 1, akkor még nem biztos, hogy
az be is kdvetkezik. Ez az észrevétel elméleti szempontbdl
igen fontos, gyakorlati szempontbél azonban egy 0 valdszinfi-
ségli eseményt elhanyagolhatunk, egy 1 valdsziniiségli eseményt
pedig biztosra vehetiink.

Az A,,..., A, események dsszességél teljes eseményrendszernek
nevezziik, ha koziiliik egy és csakis egy mindig bekdvetkezik,
mds szdval, ha

.i'!l++H +||l'1|.| = ﬂ, J'{'th=ﬂ,. hﬂ- I#kq-

2. tétel. Ha az A,, ..., A, események teljes eseményrend-
szert alkotnak, akkor

P{l‘!.l}'l'in +P{l"’-.] = 11-
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A tétel allitasa a valosziniiség 111, tulajdonsdganak kézvet-
len kdvetkezménye. E tétel speciilis esete a

3. tétel, Minden A eseményre igaz, az hogy

P(A) = 1 ~P(A).

4. 1érel. Ha az A esemény maga uidn vonja a B eseményt,
vagyis A B, akkor

P(A) = P(B) és P(B—A) = P(B)— P(A).

Bizonyitds. Mivel A B, kévetkezik, hogy B = 4 +(B - A).
Misrészt A(B— A4) = 0O, tehat a IIl. tulajdonsdg alapjin

P(B) = P(A)+ P(B—A),
ahonnan a tétel mindkét allitasa leolvashatd,

3. tétel. Tetszileges A, B eseménypdarra érvényes az aldbbi
egyvenliség:
P(A+B) = P(A)+ P(B)— P(AB). (2.1.1)

Bizonyitds. Az A+B = A+(B—AB) és az A(B—AB)=0
egyenldségekbll a 11l. tulajdonsag alapjan kovetkezik, hogy

P(A+B) = P(A)+ P(B—AB). {2.1.2)

11. dbra
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Masrészt 4B B, tehat a 4. tétel szerint
P(B— AB) = P(B)—P(AB).

Ezt (2.1.2)-be helyettesitve, a tétel Allitasat kapjuk.

Az 5. tétel felhaszndldsaval analég formula nyerhet§ hirom
eseményre. Ha ui. A4, B, C tetszbleges események, akkor a
4. tétel ismételt alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

P(4+B+C) =
= P((A+B)+C) = P(4+B)+P(C)—P((4+B)C) =
= P(A)+P(B)—P(AB)+P(C)-P(AC+ BC) = (2.1.3)

= P(A) +P(B) +P(C) - P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC).

Hasonléan jarunk el hiromnél t8bb esemény Osszege vald-
szinliségének meghatdrozésakor is. A (2.1.1) és (2.1.3) formul4-
kat teriiletekkel szemléltetjiik (1. a 11. és 12. dbrékat). A 11,
abrdn a két kir; a 12, &brdn a hérom kor 4ltal lefedett tarto-
mény teriiletét a (2.1.1), ill. (2.1.3) szabélyokhoz analég mé-
don tudjuk kiszdmitani. Olyan geometriai valészin{iségek ese-
ten, melyeknél a fazistér a sik, a terilletekre vonatkozé Sssze-
figgések egyben a (2.1.1) és (2.1.3) formuldk bizonyitisainak
15 tekinthetSk, mindkét formuldban csupén Q teriiletével kell
osztanunk, hogy a valészinliségekre vonatkozd Hsszefiiggése-
ket megkapjuk. Az 5. tétel dltalénositisdval a kivetkezd sza-
kaszban foglalkozunk.

6. tétel, Tetszileges A, ..., A, eseményekre fenndll a
| P(A;+..+A) = P(4d,)+.1. + P(4)
egvenidtlenség.

Bizonyftds. A tételt teljes indukciéval bizonyitjuk, n=1-re
az allitds trividlis, n = 2-re pedig a 4. tételb&] kdzvetleniil kévet-
kezik. Tegylik fel, hogy a formula igaz n eseményre, és bizo-
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nyitsuk be i + 1-re. Az 5. tétel felhasznéldséval azt kapjuk, hogy

P(A,+ ...+ Ay + Apa)) SP(A +...+4)+ P(Ay )=
=P(A))+...+P(A)+ P(A ;)

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

2.2. Egy hatirértéktétel. Ha B,, B,,... olyan végtelen sok
eseménybdl alkotott sorozat, melyre teljesiil, hogy B,= By,

T I - mmi&&:fkjif B, =B, akkor

lim P(B,)=P(B). (2.2.1)

BT

Bizonyitds. Legyen Dy=38,—B,,,, k=112,.. Ekkor a
B, D,, D,, ... események paronként kizirjak egymast cs

.E]_ =B+kEl.Dﬁ1

tehit a valdsziniiség I11. tulajdonsaga alapjin
- 1

P(B)) = P(B) + ‘_7?‘,1 P(Dy) = P(B)+lim 3 P(D).
Felhasznalva azl, hogy a 4. tétel szerint
P(D)=P(8B,)— P(B; ;1)
az adodik, hogy

P(B,) = P(B)+lim (P(B,)—P(B,) =
= P(B)+ P(B,)—lim P(B,),

ahonnan allitisunk mar leolvashato.
1. kévetkezmény. Ha a B, sorozatra az (eljesil, hogy
BB, #i=1,2 ... &3 Zi' B, = B, akkor is teljesiil a (2.2.1)
A=
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reldcio. Ennek bizonyitisdhoz csupin a 2.1 szakasz 4. tételét
kell figyelembe venniink és az elGbbi tételt alkalmaznunk a
C,=B, eseményekre.

2. kédvetkezmény., Ha A,, A,, ... egy végtelen sok eseménybil

alkotott sorozat, akkor

P(k 5_?,1 At) = ;;:1 P(A4,). 2.2.2)

A 2.1 szakasz 6. tétele szerint ui. minden n-re
P( > :{t) = 5 P(4) = J P(d).
k=l k=1 k=1

. :
Mésrészt a B, = 7 A, sorozatra teljesiil az, hogy B,< B, .,
k=1

(W

n=1,2 .., 3 B, =

n=1l k

lim P(t _z: At) - P(t ;E; ,1,,),
vagyis (2.2.2) valdban fenndll.

2.3, Az dltalinos valdsziniiségi tétel. Legyenek 4,,..., 4, tet-
szilleges események, és vezessilk be a kivetkezd jeltléseket:

A, tehit az 1. megjegyzés szerint
1

H

SP = JP(A);

=1

SP= 3 P(4A);

Imizjsn
S = P(AAA);
: 1?I<§:kin { A l]

B oREe bEd A EE RS BEE BEE EEE BEA

S = P(A,...A).
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Az elsd egyenlfségben az Osszegezés valamennyi eseményre, a
mésodikban valamennyi eseménypérra, a harmadikban vala-
mennyi eseményhérmasra vonatkozik s. i. t. Végiil n esemény-
bél 4llé szorzat csak egy van. Ennek megfelelSen az S Hsz-

szegben pontosan ﬁ] Gsszeadandé szerepel. Az alibbi tétel
a 2.1 szakasz 5. tételének Altaldnositdsa.

1. tétel. Tetszbleges Ay, ..., A, eseményekre fenndll a kivet-
kezd egvenliség
PlA,+...+4,) =

=8P -S5O+ 8P — ... + (1),

Bizonyitds. A tételt teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitas
n=2 esetben igaz. Bebizonyitjuk, hogy ha igaz n-re, akkor
igaz n+ l-re is. A 2.1 szakasz 5. tétele felhasznildsdval azt
kapjuk, hogy

.P[i'{l +--r-+||"!. +dn+1}=P(i‘il+-u +A"}+
+P(A )= PlAy Ay +... + A, AL 40).

Alkalmazzuk indukcids feltevésiinket a jobb oldal els§ és har-
madik tagjira. Az elsd tag kifejtése esetén Sj"-hez hozzivéve
P(A,,,)et, megkapjuk S{**1%et, — Si"-hez a harmadik tag
kifejtése esetén kapott els§ Gsszeget, tehat a

_P{"'{lﬁn-i-!.}_“‘ "_P{""l:r"'in'l'l}

minusz eldjellel ellatott valészinliségeket hozzidvéve, — S+ 1let
kapunk. Ugyanis az 4,, ..., A,, 4,4+, eseményekbdl az Osszes
eseménypédrokat megkaphatjuk Ggy, hogy el6bb vessziik az &sz-
szes parokat az 4,, ..., 4, események koziil, és ezekhez hozza-
vesszilk az A, 4,,,,..., A, 4,4+, eseményparokat. Ugyanigy
SY¥'-hez hozzitéve a harmadik tag kifejtéséb8l kapott

= PlAd 0 4;4,5,)= 22 P(A;4;4,,,) tagokat,

15l<jSn imi<j=n
meg];.apjuk az St psszeget. iEy tovabb haladva, végiil az
elsd tag kifejtésében szereplé Gsszegek elfogynak, a harmadik

(2.3.1)
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tagb6l pedig megmarad —(—1"-1P(4d, A4, ...A,4,.,)=
=(=1)"P(A,...4,4,+,). A (2.3.1) egyenlfség tehat fennall
n+ l-re is, amivel a tételt bebizonvitettuk.

Példa. A taldlkozds problémdia. n szdmozott t e
urndban, majd ezeket egymés utdn ?E]-l:tlms::rtit:ﬂ Eﬁmﬁ%ﬁﬁ
sorrendjében egymids mellé helyezzilk. Kérdés, mennyi annak a vald-
szinfisége, hogy egy golyd sincs annyiadik pozicidban, mint amennyi
a széima, feltéve, hogy minden sorrend egvenlBen valbszind.

a kiegészith esemény valdszinfiségét, &s ezt levonjuk
1-bdl. Kérdés tehdt, mennyi annak a valbszin(isége, hogy legalibb egy
golyd annyiadik pozicibban van, mint amennyi a széma. Jeldlje A, azt
az eseményt, hogy az fedik golyd az iedik pozicidban van. Meg kell
hatiroznunk a

PlAi+...+ 4

valdszinliséget. Az elemi események itt a golydk sorrendjei, permutdcidi.
n n! permutdcio van, Azok szdma, melyeknél az i-edik pozicidban
az. i~vel jelzett golyd van, nyilvdn (n—1)!, tehédt
(rn—1)1 1

Pld)= —=—
n! n

sp=aloy
n
Az AiA, eseményre nézve kedvezbk azok a permutdcidk, melyeknél az
i-edik pozicibban az j-vel, a jedik pozicibban a f-vel jelzett golyd van.
Ezek szima (n—2)!, tehat figyelembe véve még, hogy Osszesen [;]
kilénbtz0 eseménypdr van, azt kapjuk, hogy
(n—2)! 1 ]
n!  omn—1)"
=) =x
mn—1) 2"
Ugyanigy nyerjilk a hdrmas smrmml:;'n, hogy
(n—3) 1 .
! ma—1n-2)"

o= {;] i — ll}{n =y ;_t

PlAid))=

PlAA;d) =
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Ezt az eljdrdst folytatva, végill az A4,...4. eseményre csak egy kedvezd
eset van, tehdt

w1
= !
A fentiekbdl azt kapjuk, hogy ; ! {
PL-!I;+...+.-'!.]=1-—+——..,+(—I}""F+

2t 3
tehdt a keresett valdszinliség .
. 1 1
— =1-— — 1=l —= — 1 —.
1 —PAs+ ...+ 4)=1 i;:( | h._E;;( e
Ha n-o=, akkor ez a valoszinliség tart a

T (-

=e~1=1036...
K=o k!

szimhoz.

Az 1. tétel ismét specidlis esete a 2. tételnek. Az alibbi
tételeket. 4ltaldnos valdszindiségi tételeknek nevezziik, ezek
Joroan KAroLytdl szirmaznak.

2. tétel. Legyenek A, ..., A, tetszbleges események, és je-
llje O, annak a valdsziniiségét, hogy ezek kozill legaldbb k
szdmi bekovetkezik, Ekkor

Q= E i l]"‘(;: :)sf“’. (2.3.2)

imk

3. tétel, Legyenek A,, ..., A, tetszbleges események, és je-
lélje P, annak a valdsziniiségét, hogy kiziiliik pontosan k bekd-
vetkezik. Ekkor

" ]
P, = 2(4)'—*(‘;)5}"{ (2.3.3)
f=k
A 2. és 3. formulik egyméisbdl nyerhetdk a

QI=P*.+""+FF;

Po=0— Qi
formulik figyelembevételével. E tételeket nem bizonyitjuk.
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2.4. Feltételes valészinliség. Legyen A4 és B két esemény, az
utébbirdl feltételezzilk, hogy valésziniisége nem 0, tehat
P(B) =0, Végezziik ¢l n-szer egyméstd] fiiggetleniil azt a kisér-
letet, amellyel ez a két esemény kapcsolatos. Vilasszuk ki azo-
kat az eseteket, amelyekben a B esemény bekdvetkezett. Ezek
szima kg, a B esemény gyakorisiga. Ez utdbbi esetek kozott
némelyekben az 4 esemény is bekovetkezett, ezek szima k
az AB esemény gyakorisiga. E két gyakorisag

AR

k
f: (2.4.1)

hinyadosa, mint altaliban a gyakorisigok hinyadosai, stabi-
litast mutat, ha a kisérletek szdmét egyre ndveljiik. 4 (2.4.1)

hdnyadost az A esemény B eseményre vonatkoziatott feltételes
relativ gyakorisdgdnak nevezziik,

Ha (2.4.1)-ben a szdmlilét és nevezst m-nel osztjuk, akkor
mivel
Kap __ ky
o0~ P(4B), —* = P(B),
kévetkezik, hogy
kig _ kusfn  P(AB)
kp = kgfn = P(B) - (24.2)
A P(AB)/P(B) szdmot az A esemény B eseményre vonatkoz-
tatolt feltételes valoszinfiségének nevezziik, és P(A|B)-vel jeldl-
Jiik (olv. 4 vonis B):

P(AB) i
PE) (2.4.3)

Belathatd, hogy a feltételes valdsziniiségre érvényesek a kivet-
kez$ relacidk:

P(A|B) =

0=P(A|B)=1;
P(B|B) = 1; (2.4.9)
P{.'E AdE} = .‘EP[J:[B]J

ha az 4,, 4;, ... események paronként kizdrjik egymdést,

4 Prékopa: Valészindségelmélet...
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A (2.4.4) relaciék hasonldk a valoszindiseg I, IL., I11. tulaj-
donsagaihoz. Ha a B eseményt rdgzitjiik, az 4 eseményt pedig
valtoztatjuk, akkor a P(A|B) feltételes valdszinliségek egy valo-
szinliségeloszlast 1étesitenek a B esemény AB részeseményein.
A biztos esemény szerepét a B esemény veszi it.

(2.4.3) alapjin viligos tovabba, hogy

P(A|B)=1, ha BcCA, (2.4.5)
P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A). (2.4.6)

Példa. Egy urniban van 4 fehér és 6 fekete golyd. Egymds utian kettot
kihdzunk., Mennyi annak a valésziniisége, hogy a masodik golyd fehér,
feltéve hogy az clsd fekete.

Ez utGbbi eseményt jeléljilk B-vel, az elibbit pedig A-val. Meg kell
hatiroznunk a P(A|B) feltételes valosziniiséget. ElGbb kiszdmitjuk kiilin-
kiilén a P(AR) és a P(B) valosziniiségekel.

Tekintve, hogy a hizds sorrendje is lényeges, Osszesen 10-9=50
kiilonféle hozdsi eredmény lehetséges, Kozlillik azok szdma, melyekben
az elsh golyd fekete, a masodik fehér, pontosan 6+ 4=24, whit

F‘l',.-{ﬁ‘}—lldr
-

Hatirozzuk most meg a B esemény valbsziniiségét, Ami a kedvezd esc-
tek szdmat illeti, ez azoknak a hizdsoknak a szdma, ahol az elsd golyd
fekele €5 a masodik tetszdleges, igy 24-hez még hozza kell adnunk azok-
nak a sziméat, amelyekben az elsd is és a mdsodik is fekete. Ezek szima
6+ ?=3ﬂ. A B esemény kedvezd eseteinek a szdma tehdt 244-30=754
és Igy

P(B)= e
-

A keresett feltételes valdsziniiség tehdt
P(4B) 24 4

— T

P(B) 54 9

Ugyanennyi a valdszinlisége annak, hogy ha az wrndban 4 fehér &5 5 fe-
kete golyd van, akkor egy golyot kihizva, az fehér lesz. Ez az eredmény
varhaté is volt, mert ha a B esemény teljesill, akkor a misodik huzas
elétt 9 golyd van az urndban és ebbil 4 fehér &s 5 fekete., & P(A|B) fel-
tételes valdsziniliség definicidja miatt azonban mégis ugy kell eljairnunk,
hogy a P(AB) és a P(B) valészinségek hanyadosdt vesszilk.

P(A|B)=

A STORZAS] SZABALY 21

2.5. A szorzdsi szabdly. A feltételes valdszin(i i
felhasznilisa t8bbnyire nem abban 4ll, hogy Psffﬂ‘iw::[ g::%;
ﬂ[ﬂpﬁirlr mcgpalimzzuk P(A|B) értékét, hanem Aaltaliban for-
:_.Htuttl___pellegu._ Legtobbszor a feltételes valdsziniiségeket vagy
ismerjiik, vagy e;ekn: kézenfekvd feltevéseket tehetiink, és ez-
altal kovetkeztetiink mas események valdsziniiségeire. Az egyik
tlyen kivetkezietéshez a valoszinliségek szorzdsi szabdlya nyiijt

lehetSséget, Ha (2.4.3)-ban P(B)-vel Atszorzunk
sziniiségek szorzdsi szabalyat kifejezd , akkor a val6-

P({AB)=P(A|B)P(B) (2.5.1)
formulit kapjuk. Ez lehetfvé teszi, hogy a jobb oldalon 4llé

valosziniiségek ismeretében P(AB)-t meghatirozzuk,

A 24 szzakasz példajara visszatérve, megtartva az ott hasz-
nalt jeldléseket, ha feltessziik, hogy mindkét hizds dgy megy
végbe, hogy az urndban levd golyok mindegvike egyenld valo-

szinliséggel  keriil  kihozdsra, akkor P{E}r—%. tovabbi

4
P[A[E}=-§ . ennélfogva (2.5.1) értelmében

6 4 24

P(4B) = 5o =&

. A valbsziniiségek szorzisi szabdlya dltalanosithatd # esemény-

Altaldnos szorzdsi szabil
A V. Ha A,, A i s g il ) =
mények, akkor La 2 « fetszileges ese-

.P'l:..-‘il.ng."ii-}=
=P(Au|Ay... Ay ) P(Ay 1Ay Ay ). P(A3]A,) P(A,), (2.5.2)

feltéve, hogy a vondsok migitt dllé szorzatesemények valdszingi-

ségei pozitivak,
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Bizonyitds. A (2.5.1) egyenl8ség ismételt alkalmazdsaval azt
kapjuk, hogy

PlAjAy.. . AY=P(AJAy.. A, )P(4;.. 4, )=
=P(A Ay D P{Agar| Ay A=) P(A;... 4y 3) = ...
oo = P(Agl Ay g ) P(Ag= (| Ay Ay 3)P(A3) A;) P(AY).

Ez pedig éppen az altalinos szorzési szabily,

Példa. Egy csomag magyar kirtyibél egymds utin kihdzunk 4 lapot.
Mennyi annak a valdszinlisége, hogy az elsd kettd piros, a mdsodik kettd
zild? Feltessziik, hogy minden egyes hizds alkalmdval a csomagban
levé lapok mindegyikét egyenld valdsziniiséggel huzzuk,

Jeldljék A;, Az, As, As rendre azokat az eseményecket, hogy az elsd
lap piros, a8 mésodik piros, a harmadik zild, a negyedik zild. Feltevésiink
alapjin az adddik, hogy

g8 1
PA)y=g=—i
Pl A :u—lr'
F 1 '_311

8 4
P(Ax|A,A:)= 3—d=ﬁi

7
Hﬂqh‘!u"l:-ﬂ‘ij}:ﬁi

tehdt a keresett valdsziniiség

7 4 7T 1 49

P A)= 25" 15°51' 4~ 13485

A (2. 5. 2) formula egy alkalmazdsival a Markov — POLYA —EGGENBERGER-
eloszlis tdrgyaldsakor talilkozunk.

2.6. A teljes valdsziniiség tétele. A feltételes valﬁsz[nﬁségck egy
mésik felhasznélasara nyajt lehetdséget az aldbbi tétel,

A teljes valdsziniiség tétele. Ha a By, B,, ..., B, események
teljes eseményrendszert alkotnak, tovdbbd P(B)) =0, i= [ -

=0,00363. ..
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és A egy tetszdleges esemény, akkor
P(4) = 3 P(4|B)P(B).

Bizonyitds. Abbol, hogy B,, B,, ..., B, egymist paronként
kiziré események, kivetkezik, hogy az AB,, AB,, ..., AR, ese-
mények 1s ilyenek. Ugyanis

AB,AB,=AB,B,=0, ha i%k.

Méasrészt B; + B, +...+B,=9Q, tehitdB, + AB, +...+ AB, =
=A(B,+B;+...+B)=A0=A. A valésziniiség III. tulajdon-
sighbél kévetkezik, hogy

P(A) = § P(AB). (2.6.1)

A (2.5.1) egyenlGség szerint, B helyébe B,-t irva,
P(AB)=P(A|B)P(B).

Ezt (2.6.1)-be helyettesitve, a teljes valdszinfiség tételét kifejezd
egvenldséget kapjuk.

I. példa. Hirom urndban fehér és fekete golvok vannak elhelyezve.
Az elsdben 2 fehér, 3 fekete, a mésodikban 3 fehér, 4 fekete, a harmadik-
ban 4 fehér és 5 fekete golyd van. A kisérlet abban 41, hogy eldbb vélet-
lenszeriien kivdlasztunk egy urndt. Legyen 1/2, 1/3, 1/6 rendre az elsd,
misodik, ill. harmadik urna kivdlasztisinak a valészinfisége. Ezutin
a kivilasziott urnibél véletlenszeriien kimizunk egy golyét dgy, hogy
mindegyik goly6 kihizdsdnak a valészinlisége egyenld legyen.® Kérdés,
mennyi annak a valdsziniisége, hogy fehér golySt hizunk.

Jeldliék B,, B:;, B azokat az eseményeket, hogy az elsd, méizodik,
ill. harmadik urndt vdlasztjuk ki, 4 pedig jeldlje azt az eseményt, hogy
fehér golydt hizunk. A fentiek szerint

PBI=7, PB)=7, PB)==:
2 3 4
P{-"‘I-Bi}= ?l HAIBJ}= ?l HA|BJ}= ?l

¥ elemi kft adatbd] i mdsik hhdl kivdla
iuly‘étﬂglmt.i. edemény adathg] dll; az egyik ax urnit, a az a ivllasziot
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tehiit a kereseit valdszindség
i 1 i 1 4 1
T s | TR (S = 0,416. ..
F) 5 2 7 1 4_9 6

2. példa. automat pel kapcsolatban hosszid idon keresztill meg-
ﬁmllﬁ:, hﬂ;mr az egy na:ﬁﬁgu gyartott termékek kozbtt a selejt 3 &s
4% kdzbtt ingadozik, mégpedig az dsszes napok 100r0i-dban 3%,
100r; 2-dban 3,19, ..., 100r;e%,-dban 4% volt a selejt. Ezt Ogy inter-
retdljuk, hogy barmelyik napot kivalasztva, r, a valészinlisége annak,

f
hogy a selejtszdzalék (3+ﬁ]“,, i=0,1,2,...,10, ahol rg+ri+r:+

+...4+rie=1. Egy napon mindségellendraést végziink, 1000 munka-
darab kiziil 20 munkadarab véletlenszer(i kivilasztisdval. Kérdés, mennyi
annak a valdszinlsége, hogy 20 kozott pontosan 2 selejiest taldlunk.

Jelélje B, azt az eseményt, hogy az adott napon a gép selejtszézaléka

[ZH- i)f.-‘:;., i=0,1,2,..,10, A pedig jelolie azt az eseményt, hogy
20 ki:!z.i':':u 2 selejt van. Ekkor
P(BY)=n, i=0,1,2,..10
Ha a B, esemény teljesiil, akkor 100 kozdtt 30 4/ selejt van, tehdt
[ED—H} [ 1000 — 30 — 4']
3

18
P(A|B)= =
(%)
A keresett valdszinliség pedig
[3'[!-]—1'] (IIIH]-Z]-E—E]
PlA) = E 2 18 -
=5 [lﬂﬂ'ﬂ]
20

2.7. Bayes tétele. Kivetkezd tételiink a forditott kérdés meg-
vilaszolisira nyijt lehetdséget. Az A esemény feltételezése mel-
lett keressitk a B, esemény valdsziniiségét.

Haa B,, B,, ..., B, események teljes eseményrendszert alkot-
nak, P(B)=0, i=1,2, ...,n és A egy tetszbleges, pozitiv valo-
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szinliségii esemény, akkor

P(BiA) = —PABIPBY

3 P(AIB)P(B)

Bizonyirds. A feltételes valosziniliség definiciéjabdl kivetke-
zik, hogy

P(B,|A)P(A)=P(A|B,) P(B,)
és P(A)-val osztva,
_ P(A|B)P(B,)
P(A) helyébe behelyettesitve a teljes valosziniiség tételét kife-

jezd egyenlGség jobboldalan allé dsszeget, éppen a kivéint for-
muldhoz jutunk,

I. példa. Visszatérve a 2.6. szakasz 1. példahoz, meghatdrozzuk annak
a valbszinliségét, hogy az elsd urndbdl hiztunk és a hizds eredménye
fehér golyd. Ez a P(B,|A4) feltételes valdszindség a kiovetkezdvel egyenls:

P(A|B)P(B:)
P(B,|A) = —
P(A|B1)P(B1) + P(A|B:)P(B:) + P{A|B3)P(83)
2 1
- ..L.E. = E_{]'ﬂn_ .
E'__ 394
954
Ugyanigy kapjuk, hogy
=133 _
P{B;]A) = 394_1}.342. »

F{H.;IAJ=%={1,ITE-..

A fenti eredményveket a kivetkeztképpen interpretdljuk, Ha a kisérletet
soksror elvégezzilk és csak azokat az eseteket vessziik figyelembe, amikor
fehér golydt hiziunk, ezeknek azr eseteknek kb, 48%4-dban az elssd,
34%4-dban a mdsodik ¢é5 18%¢-dban a harmadik urnabdl tortént a hizas.
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2. példa. A 2.6 szakasz 2. példdjdhoz visszatérve, Baves tétele alapjin
art kapjuk, hogy
(_'H}-!-k) [iﬂ]}—iﬂ—-k]

2 18
P(By|A)= - , k=0,1,2,...,10,
[3n+i] [mu-m—.']r
,§ 2 18 :
Ha torténetesen ro=r;=r1=... =rip, akkor ezekkel a fenti képletben

egyszerlsithetiink. A példa illusztrativ jellegl, ilyen valdsziniiségeket a
gvakorlatban bonyolult voltuk miatt ritkdn szdmitunk ki numerikusan.

A Baves-tételben szereplS P(B,), P(B,), ..., P(B,) valészi-
niiségeket szokds a priori, a P(B,|A4), P(B;|4), ..., P(B,|A4) fel-
tételes valosziniiségeket pedig a posteriori valdsziniiségeknek
nevezni. A Baves-tétel gyakorlati felhasznilasa soran wi. alta-
liban eleve adott, a kisérlet konkrét eredményétdl fiiggetlen
P(B;) valésziniiségekbll indulunk ki. Ezutin felhasznalva a
kisérlet végrehajtfisa sordn nyert konkrét informéciét, hogy ti.
egy A esemény teljesiilt, a P(B,) valésziniiségekre timaszkodva
meghatirozzuk a P(B|A4) feltételes valdszin(iségeket. Az eldb-
biek numerikus ismeretére tehat mdr a kisérlet eldtt sziiksé-
giink van; ezek adottak. Elvben az utébbiak is adottak, csak-
hogy a kisérlet elvégzése sordn tudjuk meg, hogy mely A4 ese-
ményrdl van sz6, ennélfogva a P(B;|4) valdsziniiségek numeri-
kus meghatirozdsira Altaldban csak a kisérlet utdn keriil sor.

2.8. Események fiiggetlensége. Hétkoznapi értelemben két ese-
ményt akkor neveziink fiiggetlennek, ha nincsenek egymasra
befolyéssal. Nyilvinvald, hogy ezt a definiciét ebben a forma-
jaban nem épithetjiik be egy matematikai elmélet kereteibe.
Ennek a kijelentésnek a matematikai megfelel§jét a kovetkezi-
képpen fogalmazhatjuk meg: az 4 eseményt a B eseménytdl
fiiggetlennek nevezziik, ha

P(A|B)=FP(A), (2.8.1)
A feltételes valSszinliség definiciGja szerint ez ekvivalens a
FP(AB)=P(A)P(B) (2.8.2)
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egyenlfséggel. Ez pedig ismét ekvivalens azzal, hogy
FP(B|4)=P(B). (2.8.3)

Ha tehat A fiiggetlen B-t8l, akkor B is filggetlen 4-t6l. Emiatt
a flggetlenség definicidjaként legeélszeriibb a (2.8.2) egyenlGséget
elfogadni, mert ez 4-ban és B-ben szimmetrikus.

Az A €és B eseményeket (sztochasztikusan) fiiggetleneknek
nevezziik, ha teljesiil a (2.8.2) feltérel,

Példa. Bizonyos késztermékek két killonbSzd szempontbdl lehetnek
selejtesek. Tegyiik fel, hogy 1000 munkadarab kozétt 75 azoknak a szdma,
melyek csak az 1. szempontbél, 120 azoknak a szdma, melyek csak a
2. szempontbél ¢ 9 azoknak a szima, melyek mindkét szempontbol
selejtesek. A tibbiek hibdtlanok. Kézillik egyvet véletlenszerfien kivd-
lasztva, Jeliljék A és B azokat az eseményeket, hogy a kivdlasztott mun-
kadarab selejtes az 1., ill. a 2. szempontbdl. Ha az egyes munkadarabokat
egyenld valdszin(iséggel vdlasztjuk, akkor

FP(AB 9
i }= — =,075,

75
Ay=——=0,075, =
Fi4) 1000 P(A|B) PB) 120

tehdt az 4 & B események flggetlenck.

., Ha tibb esemény fiiggetlenségét akarjuk definidlni, dvatosan kell el-
jérnunk. Tekintslink hdrom eredményt: 4, B, C. Ha ezek flggetlenségét a

P(AB)=PFP(A)F(B); F(AC)=P(A)P(C); P(BC)=P(B)P(C) (2.8.4)

egyenliségekkel definidindnk, nem fejeznénk ki azt, amit akarunk. Ekkor
ul az A, 8, C események pironként fliggetienek, Ssszességiikben tekintve
azonban valami kapcsolat még lehet kidzottilk. Lehet olyan hérom ese-
menyt konstrudlni, melyekre a (2.8.4) formulik teljesiilnek, de pl. az
AB szorzat nem fiiggetlen C-t6l. Erre a 13.0 dbrdn ldtunk példdt. Alljon
a kisérlet — mondjuk — abban, hogy a négyzet egy pontjit véletlensze-

7_""; 'Z:;t?ﬁﬁvj
[ A w:.: .
% _ 4 ﬂ;ﬁj‘ L;‘
£
135 dbra
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riien kivalasztjuk. Az A4, B, C események a négyzet vonalkdzolt részeit

Jelentik. Annak a valoszinlisége, hogy a pontot ezekbdl vdlasztottuk,
legyen ardnyos az eseményt reprezentdld tartomdny teriiletével. Ekkor
I

PlA)=P(B)=P(C)= 3

1

P(AB) = — = P(A)P(B);

P(AC)= — = P(AP(C);

P(BC)= T =P(B)P(C),

l:h&tt a (2.8.4) egyenloségek teljesiilnek. Amde C nem figgetlen AB-16],
mer
|
P{ABC} —] '#'1
ennélfogva

|
PABC)= PIABP(C) = re
Ha azonban a figgetlenséget gy definidljuk, hogy teljesilnek a (2.8.4)
egvenliségek és még a
P{ABC) = P{A)YP(B)P(C) {2.8.5)

:ﬂ:nlﬁsé;g_. is, akkor az ilyen jellegli anomdlidk megsziinnek. Mind a
(2.8.4), mind a (2.8.5) formuldk teljesiilnek, ha A és B a 13a dbrin, C
pedig a 13. & dbrin lithatdé esemény.

Az Ay, Agy ooy A, eseményeket teljesen fiiggetleneknek vagy
roviden fiiggetleneknek nevezziik, ha teljesiilnek a

P(A4id)) = P(A)P(A)), i<j,
P(A;A;A) = P(A)YP(A)P(A), i<j<k; (2.8.6)
P(A;A;...A) = P(A,)P(4,)...P(4)

e;gyen!ﬁ.régeﬁ:, szavakban: akdrhogyan is valasztunk ki kéziiliik
bizonyos szfmfi _k tildnbizd eseményt, ezek egyiittes bekévetkezé-
sének avaldsziniisége egyenls az egyes valdsziniiségek szorzatdval,
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Az elsd sorban annyi Osszefiigees all, mint ahdany kiulonbézd mddon
[ - .- - - - ,r
Ret kildnboze csemenyt & kozil kivalaszthatunk. EZ a szdm [1) A omidf-

"
sodik sorban (3] szami Gsszeftigpest foglaltunk Ossze s, i L r esemény

figgetlenségét tehdt Osszesen
my L, (1) _"_"'*"__”__"z.-._____
() () + -+ ()= 2 ()~ () - (o) =2 --

aserefiggéssel fejezzik ki, PL az w=3 ¢setben ¢z a szdm 22 —3 — 1 =4,
Kaoziilik hdarmat a (2.8.4) osszefiiguések, egyet a (2.8.5) Osszefiggés fe-
jez ki

2.9. Egy fiiggetlen eseményekkel kapesolatos tétel. Ha

A, As, ., A, fiiggetlen események, akkor valamelyviket a kie-

peszitdjével porolva, wjbol fiiggetlen eseményeket kapunk. Mds-

képpen kifejezve, te1szdleges k esetén A, ..., Ay, Ay Apsy. -
A, szinteén fiigeetlenek.

Megregyods, Abbal, hogy egy esemeényt a Ricgészitdjével potolva, ujbol
fuggetlen escménvehei kapunk, kovetkezik hogy a figgetlenség akkor
is megmarad, ha tetszolegesen sokat potolunk a Kiegészitdjével.

Bizonyitds. Azt kell bebizonyitanunk, hogy a (2.8.6) egyenld-
segekben A, helyébe mindeniitt A, irhato. Ez régton kovetke-
zik az alabbiakbdl. Ha altaliban bizonyos B, ..., B,, B ese-
ménvekre

P(B,...B,B)= P(B,)...P(B,) P(B): (2.9.1)
P(B,..B)=F(B,). P(8B) (2.9.2)
akkor mivel B
8. BB+8,.86=8..8,
kovetkezik, hogy
P(8,...B.B)=P(8,...8,)— P(8,...B.B)=
=P(8)...P(B,)— FP(8,)...P(B,)P(B)= (2.9.3)

= P(B,)...P(B,) (1 - P(B))=P(B,)...P(B,) P(B).



60 FELTETELES VALOSZINGSEG £ FUGGETLENSEG

Ahol a (2.8.6) egyenldségekben A, eldfordul, ott ezt B-vel, a
tobbit By, ..., B,-rel jeldlve, fennall a (2.9.1) egyenldség. Fen-
all azonban (2.9.2) is, ennélfogva (2.9.3) is teljesiil. 4, tehat
potolhatd A;-sal és ezzel a bizonyitis teljes.

2.10. Megjegyzések a fiiggetlenség fogalmihoz. A fliggetlenség
fogalmaval a gyakorlatban kétféle értelemben dolgozunk. El&-
fordul olyan eset, amikor a cél bizonyos események fiiggetlen-
ségének megéllapitisa, Ez a kérdés a matematikai statisztika
kirébe tartozik. Egy erre hasznilatos médszert a 10.23. sza-
kaszban ismertetiink. Més esetekben bizonyos események fiig-
getlenscgénck a feltételezését ujabb valdszinliségek meghatiro-
zasdra haszndljuk fel.

Tekintsiink egy példdr. Hosszi iddn keresztiil megfigyelték,
hogy egy szdvigép fonalszakadis miatt a munkaidé 100p, %-
dban, egy maésik pedig a munkaidé 100p,%-4ban all. Ekkor kb.
P €5 py az egyes gépek 4llasi valdsziniiségei, olyan értelemben,
hogy p, annak a valésziniisége, hogy az ¢lsS gép egy tetszdle-
gesen kivilasztott idpontban dlljon. Ugyanez a p, jelentése
a masik géppel kapcsolatban. Kérdés, mennyi annak a valé-
szinlisége, hogy a gépek egyszerre dllnak? Ha feltessziik, hogy
az egyes gepek allsai filggetlen események, és ennek alapjan
azt mondjuk, hogy a keresett valdsziniiség p,p,, semmi Gjat
nem mondtunk, mivel a két esemény fiiggetlenségét éppen
aziltal értelmeztiik, hogy egyiittes bekivetkezésiik valészinii-
scge az egyes valosziniliségek szorzata. Ezt pedig ellendrizniink
kellene, és igy latszdlag circulus vitiosus 4ll eld.

Ez a circulus vitiosus azonban kdnnyen feloldhatd, ha a
tapasztalatra hivatkozunk. A tapasztalat azt mutatja, hogy ha
két kisérletet egymastdl | fiiggetleniil” hajtunk wvégre, és A4 az
egyik, B pedig a misik kisérlettel kapesolatos egy-egy esemény,
akkor jogos ezek matematikai fiiggetlenségének a feltételezése
is, tehat annak feltételezése, hogy

P(AB)=F(A)P(B),
amit a relativ gyakorisigok @sszehasonlitisival ellenérizhetiink,
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Amikor egymastol | fliggetleniil” végrehajtott kisérletekrdl be-
széliink, akkor a , fiiggetleniil” szdt gyakorlati értelemben hasz-
niljuk, és ezzel arra utalunk, hogy a kisérletek kézdtt semmi-
féle kapcsolat nincs. Ez nem matematikai fogalom, gvakorlati
szempontbdl azonban mégis félreérthetetlen jelentése van, Mér-
most aziltal, hogy a tapasztalatra hivatkoztunk, megteremtet-
tilk a hidat az elmélet és a gyakorlat kozitt.

Visszatérve a szovégépek példdjira, ezen az alapon mond-
hatjuk, hogy ha a gépek egymastdl , fiiggetleniil” dolgoznak,
akkor annak valdsziniisége, hogy egyszerre allnak p, p,.
Ugyanigy allithatjuk, hogy ha két kockat egymastdl , fliggetle-
niil” feldobunk, akker annak a valoszinlisége, hogy az elsdvel
paratlan szdmot dobunk, a masodikkal pedig legfeljebb 4-et,

1 4 I

S TR —

2 6 3°

Eddig mindig egy kisérlettel és az arzzal kapcsolatos esemé-
nyekkel foglalkoztunk, most pedig két vagy esetleg tébb, egy-
mastol fuggetleniil végrehajtott kisérletrdl beszéliink egyszerre,
sOt két kilnboz8 kisérlettel kapesolatos A, B események 4B
egyiittes bekovetkezésérdl is, marpedig ezek kiillbnbdz8d halma-
zok részhalmazai. Két vagy tobb kisérletet is tekinthetiink
azonban egy kisérletnek. Ha két kockit feldobunk, azt tekint-
hetjiik egy kisérletnek is, melynek elemi eseményei az &sszes
(#, k) szampdrok, ahol i és k értékei 1 és 6 kozott lehetnek és
i az els8, k a masodik kockdval dobott szimot mutatja,

Ha A4ltaliban n kisérletet egyesitiink, az j-edikhez tartozd
eseménytér Q0 i=1, ..., n, akkor az egyesitett kisérlet egy
végeredményét egy

@ = (o, ld) o) (2.10.1)

n elembdl all6 sorozattal jellemezhetjilk, ahol @' az QO ese-
ménytér egy eleme. Ha w'V) az QY halmaz s 0. t., o™ gz (W
halmaz elemeit jelenti, akkor a (2.10.1) szerinti elem -n-esekbdl
gy elodlle sokasdgot Q-val jeldljiik, és az egyes eseményterek
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szorzatterének nevezziik. Ennek jelilése
Q = QMO 5 | v (i, (2.10.2)

Ha a kisérleteket egymaistol fiiggetlentl hajtottuk végre, akkor
a szorzattér részhalmazain értelmezett valdsziniiséget egyértel-
milen meghatirozzak az egyes QU eseményterek részhalmazai-
nak valoszintiségen.

2.11. Bernoulli probléméja. Tekintsiink egy olyan kisérletet,
melynek két kimenetele van: a és b, amelyeknek valészinfiségei
p€s q=1—p. Az ilyen kisérletet egyszerii alternativinak, ennek
egymistol fiiggetlen tobbszori megismétlését pedig Bernoulli-
féle kisérletsorozatnak nevezzilk, Kérdés, mennyi annak a vald-
sziniisége, hogy n kisérlet sorin pontosan k-szor kiivetkezik be
az a lehetGség.

Az n kisérletet egynek tekintve, ennek kimenetelei az a és b
szamokbdl alkotott n-tagd sorozatok, Kozottiik vannak olya-
nok, amelyek pontosan k szidmi a-t tartalmaznak. Egy ilyen
sorozat pl. a kévetkezd;

2,4a...45b,b,..,b,

-

k n-k

Ennek a specidlis sorozatnak a valdsziniisége a kisérletek fiig-
getlensége kdvetkeztében:

Pp.-P 4q..4 = pq"t.
k n—k

Ugyanenn::ri minden olyan sorozat valésziniisége, melyben pon-
tosan k szama a szerepel, a p és g valdsziniiségek permuticidja
ui. nem viltoztatja meg a szorzat értékét. Ilyen sorozat 8sszesen

n o
[k] van, mert az n pozicio kéziil az a betiik szimara & pozi-

ciot [k kilonféle modon valaszthatunk ki, A keresett vald-
sziniség tehit

Pt:(:)p*q"‘*, k=012 ...n (211.1)
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Alkalmazds visszatevéses mintavételre. Tegyiik fel, hogy egy
M piros és N— M fehér golydt tartalmazd urndbdl n-szer
hizunk ki egy golydt, de Ogy, hogy minden egyes hiizds utén
a kihhzottat visszatessziitk. Ha a golydkat minden huzis elGit
101 Osszekeverjilk, akkor feltehetjiik, hogy az egyes huizisok
egymastdl filggetlen kisérletek. Egy ilyen kisérlet végeredményei-
nek csak azokat tekintve, hogy piros, ill. fehér golydt hizunk,
cgy BermouLLI-féle kisérletsorozatrdl van szd. Annak a vald-
szinliségét tehat, hogy n hizis sorin pontosan k-szor hizunk

piros golydt, a (2.11.1) képlet adja a p= [ﬂ—;] helyettesitéssel,

2.12. Lancmolekulik lebomlfisa. Tekintsiink egyetlen, a végeken leviket
is beleszimitva, dsszesen » egységbil dll6 lincmolekuldt. Valamilyen
katalizitor hatdsdira az egyes kotések véletlenszeriien felszakadnak. Te-
gyilk fel, hogy az egyes kitések egymistdl fiiggetleniil szakadnak fel,
€5 a (0, r) iddintervallumban vald felszakadds valésziniisége legyen min-
den kotésre ugyanaz a p=p(r) szim. Kérdés, mennyi annak a valészinii-
sége, hogy a 1 iddpontig keletkezett, 7 egvséget tartalmazd molekuldk
szdma &k, legyen, i=1, 2, ..., n, ahol

ki +2ks ...+ nka=n

Az n egységet tartalmazd molekuldban n—1 kétés van. Ha a r idd-
pontban az § egységet tartalmazd molekulik szdma &, i=1,2, ... A,
akkor Gsszesen

kit 2yt .+ n—=Dka=ki 4+ 2k:+ ...t tka— (ki + ko4 .. F 50) =
=H=0k;+ kit ... + k)
kités maradt meg, és
R=l—nt+kit+k:+...tha=ki+ki4...+k.—1

kités bomlott fel. Erre persze sokféle lehetdség van, minderyiknek a
valbsziniisége azonban

_p‘:|+l'!+"'+k"'“-1l:_| _P}"_ll_"i_---_kﬁ ={.| —F]'l[ P }lt-l'l_:+lll+kn
Iy 1—p
A 2. fiiggelék B. pontja szerint az Bsszes ilyen lehetdségek szdma

n!

kilkale o k,!

L]
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tehdt a keresett valdsziniiség

o _{l_p]n‘ n' [ P ]l-|+l:.+--.+h.
e R N T PO

Megjepyezzilk még, hogy ezeknek a valdsziniiségeknek az Osszege l-et
ad, mert az egymist kizdrd esetek kozil valamelyik biztosan bekdwvet-
kezik, tehit

(1—p) n! [ P ]:1+J:,+._.+k.
P k+2k+..tmka=nkilka!leockal \1—p

Gyakori jelenség, hogy valészinlségelméleti meggondolis alapjdn ardny-
lag egyszerfien adddik olyan Osszefilggés, melynek bizonyitdsa mds dton
joval bonyolultabb,

2.13. Feladatok. 1. Bizonyitsuk be, hogy ha az 4, B, C események pdron-
ként fliggetlenck és A flggetlen B+ C-tol, akkor A, B, C teljesen fligget-
lenck.

2. Mennyi annak a valbszinOsége, hogy ha 4000000 lottdszelvényt
véletlenszerilen és egyméstdl fliggetleniil kitdlienek, ezek kizdtt pontosan
k oOttaldlatos szelvény lesz,

3. Egv bolt visdrldl kdzétt 200 olyan van, aki reggel 8 és 9 dra kozon
megy visdrolni. Kérdés, hogy ha ezek ezen az 6rdn belil is véletlenszeriien
és egymistd] flggetleniil vélasztjak ki a visirlis kezdetének idpontjat,
mennyi annak a valGszinlisége, hogy (mondjuk) 82° &5 8% kizitt pontosan
10 vasdrld érkezzék.

4, Egy autbbuszmegillbhoz az a és a § szdmi autdbuszok érkeznek.
Az elsd 3, a madsodik 5 percenként jar, tgy, hogy drakor a kettd egyszerre
érkezik. {I}m és Gra 10 perc kazdtt véletlenszerfien a megillbhoz megylink.
Kérdés, mennyi annak a valdsziniisége, hogy az a (ill. §) jelzés( érkezik
eldbb, feltéve, hogy a vdrakozisi idd 1 percnél nem hosszabb?

5. Egy urndban van & piros €5 4 fehér golyd. Ezek kdzil véletlenszeriien
kivdlasztunk 3-at és elhelyezziik egy masik urndba. Innen egymas utdn
visszatevészel hirunk 5-szér. Mennyi annak a valbsriniisége, hogy

a) az 5 hizds kézill 2 esetben hizunk pirosat,

b) a mdsodik urndban 2 piros van, feltéve, hogy S-szbr huztunk pi-
rosat.

6. (de Méré egyik problémdja) Melyik a valésziniibb, az, hogy egy
kockdval négy dobdés kozil legaldbb egyszér hatot dobunk, vagy két
kockdval 24 dobds kizill legalibb egyszer tizenkettit dobunk.

7. Mennyi annak a valosziniisége, hogy két kockaval debva, a hato-
dik dobdsndl legyen elfszior a szdmjegyvek Osszege 12.

= 1.
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8. Ketten asztaliteniszt jitszanak, mindkét jdtékosra :'Luéz-l.nu:—1 annak
2

a valbszinlsége, hogy egy pontot szerezzen és az e i
i gyes pontok

eg].rmﬁstﬁrll fiiggetlenek. Mennyi annak a valﬂszinﬁsegcp hogy Tﬁ;ﬁ?

valamelyik fél 23:21 ardnyd nyereségével ér véget. : 3

9. Legyen p.(r) annak a valosziniisége, hogy egy x éves személy to-

i Pe(l)= rdviditést
Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ egész szém, ﬂi{kﬁf‘x v alkalmazzuk.

Fw{l'}=.ﬂapx+ leae Puwapamg.
10. Legyenek A, A1, ..., A, figgetlen események. Bizonyitsuk be, hogy
.FE-l"h "I'-I"IE + pas +-"fn-}: 1 —-.P{J:}.Fl::;;}"rF(-'ﬁ}.

II.I;egy-:n By, B, .., B teljes eseményrendszer, P

) e & ; v () =0,i=1,2, ...
1:13._.4! cgy lelszileges esemény. Bizonyitsuk be, hng;-,;-' hg‘ a F%AE.T
:_!12. 1;{ .- valészinliségek egyenldk, akkor P(A) = P(A|B), i=1,2, .. g
- Magyarorszigon a fidk sziiletési ardnya 51,6°%,. Szdmit o
a valoszinliségét, hogy egy Gtgyermekes c:salﬁdbaf?- fid éssgklﬂ; n:aarf
13. Legyen A és B két esemény, P{A) = -;—, p(5}=i_,u,:,.,-3}=_'
S . 4 12°

Hatdrozzuk meg az A+ B, AB, A+ B, AF események valésziniisige:
¥ E] =1 ﬂ -
14.  Legyenek A;, A;,..., A4, fuggetlen ﬁcrynények, ;:?ﬁfl:ﬂ;

PlA:+ Az +...+4)=1. Mil
er PUAD vaidazinoge. Tven szémok lehetnek 8 P(A.).P(A2). ..

5 Prékopa: Valdszindségslmélet,,,
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Valoszinfiségi véltozdk eloszlisai

Két valbszinfiségi vdltozd egyiittes eloszlisa

Tobb valészinfiségi véltozé egylittes eloszlisa
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3.1. A valésziniiségi viltozé fogalma. A gyakorlatban eléfor-
duld kisérletek tilnyomé részében a kisérlet eredményével, az
elemi eseménnyel cgyittal egy vagy tébb numerikus érték is
adédik. Foglalkozzunk elSbb azzal az esettel, amikor minden
elemi eseményhez csak egy ilyen szdmérték tartozik, ill. csak
egy szamértckre koncentriljuk figyelmiinket. Az elemi esemény
ezt a mennyiséget mindig egyértelmiien meghatirozza. A kisér-
let 4jabb és ijabb végrehajtisa esetén mis és mis elemi esemény
kiovetkezik be, ennek megfelelSen adatainkban is véletlen inga-
dozdsokat tapasztalunk,

Emlékeztetiink arra, hogy az elemi esemény szimunkra nem
a kisérlet végrehajtdsa sorin fizikai értelemben létrejott ese-
meényt jelenti, hanem a kisérlet egy lehetséges végeredményét
jellemzd absztrakt elemet. Pl. céltdblira 16vés esetén egy elemi
esemény szimunkra a kdr egy pontja, semmi tébb. Az elemi
események akkor is léteznek, ha a kisérletet nem hajtjuk végre.
Az egyes szdmértékeket tehat a kisérlet végrehajtasatol fiigget-
leniil is hozzarendelhetjiik az egyes elemi eseményekhez, tel-
Jesebbé téve a széban forgd kisérlet matematikai modelljét, gy
Jutunk el a valdsziniiségi viltozé fogalmahoz.

Valisziniiségi vdltozdnak egy az elemi események € halmazdin
értelmezett fiigevényt neveziink,

Azt a szamot, melyet az w elemi eseményhez hozzirendeliink,
tobbnyire giirog betiivel fogjuk jeldlni, melléirva zirdjelbe azt
az w elemi eseményt, melyhez ez tartozik, tehit pl. &(w). Az
@ elemi esemény — amely most egy fiiggvény fiiggetlen vilto-
z6ja — kiirdsit azonban gyakran el is hagyjuk, figyelembe
véve azt, hogy benniinket clsdsorban a valdsziniiségi viltozo
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értékei és nem maguk az elemi események érdekelnek. Egy
01 halmazon végtelen sok killsnbdzd filggvény Ertelmezhetd,
teh&it minden kisérlettel kapcsolatban végtelen sok kiildnbdzd
val6szinliségi viltozd fogalmazhaté meg. Kozillik azonban
csak egyeseknek van gyakorlati jelentdscge.

1. példa. Kockadobds. Két kocka feldobdsit mint kisérletet tekintve,
az e]::nup{ események az (i, k) szdmpdrok, ahol 7 az elsd, £ a masadik koc-
kival dobott szdm. Osszesen 36 elemi esemény van. Ha a dobott szdimok
Usszegét vizsgdljuk, akkor az (i, k) elemi események

E=E(i ) =i+k

figgvényével foglalkozunk. Mig minden elemi eseményhez egyértelmiien
:armzi.k}r:;:-.r meghatdrozott szimérték, ebben a példiban egy szdmérték
az elemi eseményt visszafelé nem hatirozza meg egyértelmfen, mert
pl. az (1, 3), (2, 2), (3, 1) elemi egyardnt a 4 érték tartozik.
Vizsghlhatjuk a dobott szdmjegyek killinbségét vagy szorzatdt, ezek

jabb
uja =y (i
valészinliségi viltozdk.

2. példa. Lévés kiralakd céltdbldra. Tekintsiink egy egységnyl sugaru
kiralaki céltiblit, melyre a lovést a lovész leadja, és feltesszilk, hogy
a chltablat biztosan eltaldlja. Az elemi események a céltdbla dsszes pont-
jai, tehdt mindazok az (u, v) szdmpdrok (1. a 14, 4dbrdt), amelyekre tel-

15. 4bra 4

14, dbra

u
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jesial, hogy
w k=],

Egy valoszinliségi valtozd pl. az a filggvény, mely a céltdbla minden (u, v)
pontjahoz a céltibla kdzéppontjdtdl vett tavolsdpot rendeli hozzd, ha
tchiat a kor kdzéppontja az origbban van, akkor

E=VYu oo,
Egy masik valoszinliségi viltozdt kapunk a kdvetkezd mdbdon. Feloszt-

juk a céltdblit az l—la, 1%, ey 1 sugard koncentrikus kirdk segitségével
10 részre (1. a 15. Abrdt). Legbeliill egy kor van, ennek pontjaihoz
a 10 értéket rendeljilk hozzd. Az ext korillvevd gylr(i pontjaihoz 9-et
rendeliink s, 1. t., végil a killsé gylrd minden pontjdhoz tartozzék az
| szimérték. A kirdk pontjait soroljuk pl. mindig a kiilsé gyilirihoz.
Ekkor egy fliggvényt értelmeziink, amelyet formulikkal is leirhatunk:

oo Bij
=10—k ha —sfEFPd <t k=GL2%....0
" o= 1 e ==0

Ez az g valdsziniiségi vdltozé minden l5véssel kapcsolatban a lovés szo-
kiasos értékelését adja. Ertelmezhetiink egy tetszdleges kétvdltozis
fggvényt is a kir pontjain, elvben valésziniiségi vdltozdt kapunk akkor
i5, azonban nem mindig lesz gyakorlati szempontb&l értelme egy-egy
ilyen valészinlségi viltozdnak.

3. példa. Egy kisérletet, amelynek két kimenetele van (a és b) elvég-
zink n-szer. Ezt az n kisérietet egynek tekintve, ennck clemi eseményei
az a &5 b betiikbd] 4lld, n elemi sorozatok. Szdmuk 2. Minden ilyen
sorozathoz hozzdrendelve a benne foglalt a betlik szimdt. egy & valdszindi-
ségi viltozdt kapunk. Ha n=3, akkor az elemi események és5 a meg-
feleld & értékek a kivetkezidk

e E=3 abh E=1
aah 2 bab 1
et 2 Bl 1
hea 2 bbb ]

A valosziniségi vdltozd lehetséges ériekei 0, 1, 2, 3. A b betiik szdmat
m=val jeliilve, nyilvin fenndll az

n=3-§
epyenliség.

4. példa. Egy vérosban van N csaldd. Koziilik egyet wéletlenszerden
kivilasztva, a kisérletnek N lehetséges kimenetele van. Ha minden csa-



72 vaLdszin(isic) vALTOZOK

lidhoz hozzirendeljilk a havi dsszjovedelmet, akkor egy & valdsziniiségi
viltozdt kapunk. Ujabb valdsziniiségi viltozdt kapunk, ha minden csa-
lidhoz a csalddnagysdgot, a csaldd létszimdt rendeljiik hozzd. Ezt 5-val
jelélve, a kettd hanyadosa ismét egy valdszinfliségi valtozd:

.
)

ez pedig az egy fire est jovedelem. Ha egyszerre NV csalddot valasziunk

N 5 ; ‘
ki, akkor [n] az elemi események szdma. Minden ilven elemi esemény-

hez hozzdrendelheijilk az egy fre esd havi jivedelmek szamtani 4tlagat
ez Igy egy valbszin(iségi valtozd.

Egyes esetekben az elemi események szdmértékek és mindegyik-
hez ugyanazt a szdmot rendeljiik a valészinfiségi vdltozo értéke-
ként. Pl. egy folyd évi vizhozamét vizsgilva, az elemi események
tsszességét a szamegyenes egy (a, b) intervallumba esé szamai-
nak Osszessége alkotja. Az a és b hatirok a folyd legalacso-
nyabb és legmagasabb vizhozamai, ha ilyen hatdrok kijelSlhe-
ték. Ha ezt nem tudjuk megtenni, akkor minden nem-negativ
szamot megengedhetiink, legfeljebb egyesekre soha sem keriil
sor. MArmost minden vizhozamhoz hozzarendelve ugyvanazt a
szamot, amely a vizhozamot megadja, egy valdszinliségi val-
tozdt kapunk.

Felvetidik a kérdés, miért van sziikség ez esetben erre a
megkillénbdztetésre, midrt kell egy szdmhoz dnmagdt mégegy-
szer hozzdrendelni, miért kell ebben az esetben egydltaldn valo-
szinfiségi vdltozdt értelmezni? A legddntSbb érv itt az, hogy ily
médon a véletlen mennyiségek matematikai szemlélete egysé-
gessé valik, Meg kell még jegyezniink, hogy gyakorlati szem-
pontbdl nem is mindig érdekesek az elemi események, elsG-
sorban a valdsziniiségi valtozé eloszlisa az, ami fontos. Bizo-
nyos esetekben rendkiviil bonyolult feladat a gyakorlatban nyil-
vanvaldan létezs ,,valdszinliségi valtozdkat™ matematikal érte-
lemben valdszinfiségi viltozdkka tenni, vagyis egy alkalmas £
eseményteret alkotni és ezen a kivant filggvényeket értelmezni.
Szigoriian matematikai szempontbdl nézve mindig ezt kellene
tenniink, és az Olvasdé szdmdra ajanljuk is, hogy minél t&bb
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problémdval kapcsolatban vesse fel magiban a kérdést: mik az
elemi események és hogyan lehet a széban forgd valdszinliségi
véiltozdkat értelmezni.® A szévegben azonban csak bonyolul-
tabb problémék tirgyalisa esetén utalunk ezekre az elvi szem-
pontokra, hogy ne tegyiik tulzottan hosszivd a targyaldst.

3.2. Valosziniiségi vektorviltozdk, sztohasztikus folyamatok.
Vannak olyan esetek, amikor minden elemi eseményhez nem
egy, hanem tobb, de az elemi eseményektdl fiiggetlen szdmn
szamértéket rendeliink hozzd. Ezeket valamilyen szempont sze-
rint rendezve, egy vektort kapunk. Igy jutunk el a valészinii-
ségl vektorvaltozo fogalmahoz.

Valoszinfiségi vektorvdltozonak egy, az elemi események Q
halmazdn értelmezett vektor-értékii fliggvényt neveziink. Ezeket
mindig aldhizott és tibbnyire gdrdg betikkel jeldljiik.

Egy valdszinfiségi vektorviltozdé komponensei kézénséges,
vagyis szamértékil valosziniliségi valtozdk. Ha ezek £,, £,,..., &,
akkor valdszinliségi vektorvaltozénk jeldlésére a £ jelélés
mellett a (§,, £;, ..., §,) szimbdlumot is haszniljuk.

Az elébbi esetben véges sok valdsziniiségi valtozd egyiittesé-
rél volt szé. Formailag ennél is altalinosabb a szrohasztikus
folyamat fogalma, a killdnbség csak az, hogy ezt az idében
lejatszddd véletlen jellegli folyamatok matematikai leirdsira
hasznaljuk. Tekintsiik az id6tengely valamely T részhalmazit. Ez
tehat bizonyos idSpontok Osszessége, mely adott esetben lehet
egy iddintervallum, esetleg az egész idGtengely vagy csak bizo-
nyos ty, t;, ... diszkrét idépontok halmaza. Mikizben a vélet-
len folyamat az id&ben lefut, .a széban forgd rendszer egy
jellemz&je minden egyes 7€ T idSpontban felvesz egy véletlen
jellegli értéket. Minden € T idSponthoz tehat tartozik egy &,
valdszinfiségi valtozd. Szokdsos a £(r) jeldlés is.

Sztohasztikus folyamatokon bizonyes E, valdszinfiségi vdlto-

ok egyparaméteres sokasdgdt értjiik, ahol a t paraméter egy T
(ditaldban iddpont-) halmazon fut kereszitiil.

6 Egy lkisbrloter dlaliban nagyon sok kil8nb&zd eteménytérrel le lehet imi, ennek
gllenére a legidbb cactben van cgy természcies, & problémdhor legjobban igazedd lehetdsdy.
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Mindegyik &, egy fiiggvény az elemi események halmazin.
Ha a &, =&/(w), 1ényegében kétvaltozds (¢ és w) fliggvény @
valtozdjat rogzitjiik és 1 befutja a T idGponthalmazt, akkor egy
valés filggvényt kapunk, melyet a sztochasztikus folyamat rea-
lizdeidjdnak neveziink. Egy realizécié a folyamat egy konkrét
lefutdsét jellemazi.

Tekintsiink egy iddbeli véletlen folyamatot, melyet egy T idopont-
halmazon vizsgdlunk. Ez egy kisérletként foghatd fel, amelynek kimene-
teleit az id® bizonyos fUggvényei képviselik. £2 tehdt egy, a T idépont-
halmazon értelmezett fliggvénydsszesség. Egy elemi esemény egy flggvény,
egy lehetséges esemény pedig egy fliggvényhalmaz, £2 egy részhalmaza,
pl. azoknak a fiiggvényeknek a halmaza, amelyck egy f€ T idépontban

A
&
14
= 10. dbra
g t
A
[
i
, 17. ab
a ! i =

a-nil nagyobb, de b-nél kisebb értéket vesznek fel (1. a 16. dbrit). Az ¢
halmazhoz rendelt valdszinliség lesz annak a valGszinlisége, hogy a fo-
lvamat lefutdsakor a ¢ iddpontban a és b kozbtti érték adddjék. Minden
¢ idépont esetén értelmezhetiink egy & valdszinliségi valtozdt oly modon,
hogy az @ elemi eseményt jelentd fiiggvényhez hozzdrendeljilk ennck
a r iddpontban felvett értékét (1. a 17. 4brdt). Ezdltal egy sztohasztikus
folyamatot kapunk. Az ily médon értelmezett sztohasziikus folyamatot
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figgvénytérszerinek nevezzilk. Erre az a jellemzd, hogy a realizicid egy-
beesik azr elemi eseménnyel. Bir elvben minden srtohasztikus folyamat
tirgyalhatd ily mobdon, ez mégsem célszerii minden esetben. PL értel-
mztlen dolog volna az 5, = & vagy mds, £-vel szorosan Gsszefiiggh szto-
hasztikus folyamatot mds, a sajit realizdcidi figgvényterében tdrgyalni.
Adott probléma esetében legedlszerlibb valamely alapvetd szerepil £, szto-
hasztikus folyamatot filggvénytérszerlinek tekinteni, ezdltal tisztdzzuk,
hogy mik az elemi eseményck és a §-vel Gsszefliggd tovdbbi sztohasz-
tikus folyamatok matematikai értelmezése mar nem iitkizik nehézségbe.

Egy £ valdszinliségi valtozdnak értelmezhetjilk egy n= (%)
fiiggvényét. Ez szintén valosziniiségi viltozd, melynek az m e Q)
clemi eseményen felvett értékét a g(x) fiiggvény x = &(w) helyen
felvett értéke szolgaltatja. A ¢(x) fiiggvény tehit egy utasitist
rogzit, mely megadja, hogy a konkrét £ értékhez a megfeleld
értéket hogyan kell meghatirozni. Hasonléan értelmezziik a
51, 83, vy &, valbszinliségi valtozdk egy n= (&, £i. ..., &)
fiiggvényét, ahol g(x;, X3, ..., X,) egy n valtozds fiiggvény.
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3.3. Az eloszlis és az eloszldsfiiggvény. Minden £ valdsziniiségi
valtozd létesit a szamegyenesen egy valoszinilségeloszlast a
kivetkezd értelemben. Legyen E egy szdmhalmaz, és tekintsiik
azoknak az o elemi eseményeknek az Gsszességét, melyeken £
az E szamhalmazba tartozd ertekeket vesz fel. A gyakorlatban
tibbnyire igen specidlis halmazok érdekelnek benniinket, még-
pedig foként az intervallumok és intervallumok &sszegeibdl alko-
tott halmazok (egyetlen pontot is intervallumnak tekintiink,
amelynek kezdS- és végpontja egybeesik), beszélhetiink azon-
ban ezeknél bonyolultabb E halmazokrél is. Azt az eseményt,
hogy a & valdszinliségi viltozd értéke az E halmazba esik, a
£ EE reldcidval jeltlve, tekintsiik ennek

P(EEE) (3.3.1)
valdsziniiségét. Lehetséges, hogy olyan E halmazt vélasziunk,
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amelybe & értéke egyiltalin nem eshet, ekkor azoknak az
elemi eseményeknek az Osszessége, amelyekre teljesiil a S€E
relicié, az iires halmaz, tehat P(E€ E)=0.

A (3.3.1) val6sziniiségek Hsszessége kielégiti a valosziniiségre
vonatkozd 1., 1L, III. kévetelményeket (€2 szerepét most az
dsszes valds szamok halmaza veszi at), ezek tehit valdszinii-
ségeloszlast alkotnak. Ezt a valdszintiségeloszldst a & valdszinii-
ségi valtozd (valdsziniiség-) eloszldsdnak nevezziik.

A (3.3.1) valdsziniiségek Osszességének a megadasa azonban
nehézkes feladat, ezért célszer(i olyan egyszeriibb, 0j fogalmat
bevezetni, melybél ezek a valésziniiségek mind szdrmaztatha-
tok. Legven x a szimegyenes egy rogzitett pontja, és tekintsiik

az
F(x)=P(5 =x) (3.3.2)
valdszinlséget. Ha most x-et — e=-16l ==-ig futtatjuk, akkor egy
fuggvényt kapunk.
Az F(x) fiiggvényt a & valdsziniiségi vdltozd eloszldsfiiggve-
nyének nevezziik.
Az eloszlasfiiggvénynek a kovetkezd tulajdonsdgai vannak:

a) Flx))=F(x;), ha x;=ux;,
ekkor ui. a £ =x, esemény maga utan vonja a & = x, eseményt.
b) lim Fix) =0, lim F(x) = 1.

o = X =5 a8

Ezeket roviden ugy fejezziik ki, hogy F(—=)=0, F(e)}=1.

A fenti hatdrértékreliciék a 2.2, szakasz tételébdl kdvetkeznek, Elé-
geditink meg a mdsodik Gsszefilggés bizonyitdsdval, az elsd bizonyitdsa
ennek mintdjira kénnyen elvégezhetd. Legyen x, =x; =x;=..., €5 te-
gyiik fel, hogy x.— ==, han — oo, Jelblje 4. azt az eseményt, hogy £ < Xu.

Ekkor A, C A: < A,'C ..., tovibbd 2 A.=£2. Eszerint

A= 1
Fixa)=P(E=x)=P(4)=P({)=1, ha n=>e=,
amivel allitdsunkat bebizonyitotiuk.
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¢) F(x) minden x pontban balrdl folytonos, azaz

lim F(x,) = F(x), ha x; =x;=... ¢ limx, = x.

=+ - [ ]

Ugyanis ismét 4.-nel jellve a £ =x, és A-val a § = x eseményl,

AiCAHcAC,,.; 2 Av=A,

A=l
tehat a 2.2, srakasz tétele szerint

Flxa) =Pl =xn)=P(An) = P(A)=P{f =x)=F(x), ha n--co.

Lassuk most, hogyan szdrmaztathatdk a (3.3.1) valdszindisé-
gek az eloszlasfiggvénybsl. Mivel

Pll=a)+ PlasEi<=b)=P(t=h), (a =b),
F(x} definiciojabdl kivetkezik, hogy (1. a 18. abrit)
Pla={ <b)= F(b)— F(a). (3.3.3)

Meghatarozhatjuk a & = a esemény valdszinfiségét is. Ha (3.3.3)-
ban b epgy cstkkend sorozaton keresztiil a-hoz tart, akkor a

Ficok
g T S ——————
Plas §<b)= F(b)-F(a)
PiE-a) {:7 .....
I i
— | '
5 = = 18, dbra

2.2, szakasz tétele szerint a bal oldal hatirértéke a P(f=a)
valdsziniiség, a jobb oldalon pedig F(a +0) — F{a)adddik, tehat
(1. a 18. abrat)

P(¢ =a)= F(a+0)— F(a). (3.3.4)
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A (3.3.3) és (3.3.4) egyenlségek Osszevetésével az olvasd egy-
szerilen belathatja az alibbi egyenldségek helyességét (. a 19.
abrat).

Pla<=E<=b)=F(b)— Fla+0);

P(a=t=b)=F(b+0)— F(a); (3.3.5)
P(a £ =b) = F(b+0) — F(a+0).

T T I S S S e e e e S i o i o -

I Ty P e
I —
. | | LS.
oa & X

19, dbra

A (3.3.4) egyenldségbdl kovetkezik, hogy ha F(x) az x vil-
tozd folytonos fiiggvénye, akkor P({=a)=0, & tehit minden
értékét O valdszintiséggel veszi fel. Ekkor a (3.3.3) és (3.3.5)
valGszindségek egyenldk.

Ha egy E szimhalmaz kdzits pont nélkiili idSintervallumok
dsszege, akkor a P(& € E) valbszinliség az egyes intervallumok
valoszinliségeinek az Osszege, (3.3.3) és (3.3.5) szerint tehét az
F(x) fiiggvény a P(£ € E) valbsziniiséget is meghatirozza. Ennél
bonyolultabb E halmazok esetén az okoskodés is bonyolultabb,

gyakorlati szempontbdl azonban ilyen halmazok valdsziniisé-
geinek az ismeretére nincs szilkségiink,

3.4. Eloszlisok osztilyozasa. A valdszinliségi viltozéknak és
eloszlisaiknak a kdvetkezd fajtait killonboztetjiik meg.

1. Diszkrét eset. Diszkrétnek nevezziik a £ val&sziniiségi vél-
tozdt és annak eloszldsdt, ha & leherséges ériékei egy véges
vagy végtelen x,, x;, ... sorozatot alkotnak. Ekkor az F(x)
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eloszlisfliggvény helyett szivesebben dolgozunk a
Fk:F(E:xg}, ﬁ‘.’=[,2, SO

valdsziniliségekkel. Ezek egyértelmiien meghatirozzik £ elosz-
lasit, A £ E esemény ui, ugy jéhet létre, hogy a § =x, esemé-
nyek koziil valamelyik bekivetkezik, ahol x, € E. Ennek alapjén
kapjuk az alibbi egyenldséget:

P((<E) = %EP{E = xJ: (3.4.1)
specidlisan:
F(x) = P(§=x)= JF P(& = x,). (3.4.2)

2. Folytonos eset. Folytonosnak nevezzitk a £ valdszinliségi
viltozét és annak eloszlasat is, ha van olyan f(x) =0 fiiggvény,
hogy a szdmegyenes minden (a, b) intervalluma esetén

b
F(b)—F(a) = Pla<E<8) = jﬂx]dx. (3.4.3)

Az f(x) fiiggvényt a & valdszinfiségi vdltozd siiriiségfiiggvénye-
nek nevezzilk. Az a és b hatirok lehetnek — ==-nel, ill. + ==-
nel is egyenlSk. (3.4.3)-bé] az a= — ==, b=1x esetben azt kap-
juk, hogy

F(x) = [f@ar. (3.4.4)

Ha pedig a= — ==, b =0, akkor mivel P(— e <=f<=e)=1, az
adodik, hogy a stirliségfiiggvénynek az egész szfimegyenesen
vett integrilja 1-gyel egyenld:

Jreyax =1. (3.4.5)

A (3.4.4) egyenlfség szerint F(x) az x viltozéd folytonos fiigg-
vénye, & tehit minden értékét 0 wvaldszinliséggel veszi fel
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ennélfogva az a=E=b, a=Ef<b, a<f=b események valoszi-
niiségei megegyeznek az a =& = b esemény valészinliségével, az

of

-'-—_J e
7 {

.
¥ 20, dbra

f(x) fiiggvény a-t6] b-ig vett integriljaval (I. a 20. abrat). Végiil
(3.4.4) szerint F{x) nemcsak folytonos, de differencialhatd figg-

vény is és
J(x) = F'(x), (3.4.6)

amibél az is kévetkezik, hogy & eloszlasa egyértelmiien megha-
tirozza az f(x) slirliségfiiggvényt.

Ha egy £ diszkrét valdszinfiségi valtozd lehetséges értékeinek
a szdma igen nagy, és ezek slirlin egymdis mellett helyezkednek
el, akkor célszerli £ eloszlasat alkalmas folytonos eloszlassal
kozeliteni. Ilyenkor £ értékeit véges sok csoportba osztjuk, és

keresiink egy olyan f(x) siiriiségfiiggvényt, melynek az egyes '

csoporthatirok kézotti integriljai kdzelitden megadjik az egyes
csoportok valosziniiségeit,

3. Kevert eset. A gyakorlatban eléfordul olyan wvaldszinii-
ségi valtozd is, amelynek eloszlasa az elSbbi két tipus keveré-
kének tekinthet8, vagyis bizonyos x,, x5, ... értékeket pozitiv
valdsziniiséggel vesz fel, de van az eloszlasnak folytonos része
15, pontosabban van egy olyan f{x) =0 fuggvény, melynek az
egész szamegyenesen vetl integrialja pozitiv (nem zérus!) és

]
Pla<E<b) = |fx)dx+ 3 PE=1x). (34.7)

s xg b
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Speciilisan
F(x) = P(¢<x) = {f(dit+ 3 P(E = x). (348)

A kevert eset mégis ardnylag ritkin fordul eld, ezért az elméleti
tirgyalisban f6ként csak a diszkrét és a folytonos esettel fog-
lalkozunk.

4. Az elObbickt8l eltér§, logikailag lehetséges, tehét mester-
ségesen konstruilhatd valdszinliségi valtozék és eloszlisok,

melyek azonban a gyakorlatban nem fordulnak el§. Ilyenekkel
nem is foglalkozunk.

I. példa. Jelentse & két kocka feldobdsa esetén a dobott szdmjegvek
Osszegét. A & valbszinfiségi viltozd diszkrét, lehetséges értékei a 2-181
12-ig terjedd egész szdmok. Ha bevezetjilk a p;=P[E =) jeldlést, akkor

az egyes p; valdszinliségek a kivetkezdk:
1 2 3 4 ] 6
PISey T gy T g B PR S R B s
5 4 3 2 :
F1=§E. Pizﬁ. Pro= 35. FII—E Fli=ﬁr
Az F(x) eloszlisfliggvényt az
Fx)= 2 p;s
J=x

formuldra timaszkodva konstrudljuk. Grafikonjit a 21. dbrdn 4dbrdzol-
tuk. Fix) olyan lépcsbs figgvény, melynek a j=2,3, ..., 12 helyeken

Fielh
'y

3 F—

V1234567 890#RTM 21 dbra

& Prikopn: Valdszindségelméiet,,,
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vannak ugrdsai, és az ugrds nagysdga a f helyen p-vel egyenld. Ha x=2,
akkor F(x)=0, ha pedig x> 12, akkor F(x)=1.

2. péida. Tekintsiik az eldzd szakasz 2. példdjiban szerepld E='Prﬁr= 43
valosziniiségi viltozdt, és tegyilk fel, hogy & céltiblira leadott livés a
céltdbla egyes tartomdnyaiban a tartomidny terilletével ardnyos wvald-
szinfiséggel esik. Ha x=0, akkor mivel §-=x lehetetlen esemény,
F(x)=0. Ha x=1, akkor & -=2x biztos esemény, tehit F(x)=1. Ha
O0=x=1, akkor a & =x csemény azt jelenti, hogy a taldlat a céltdbldval
koncentrikus, x sugari kirbe esik. Ennck alapjin

xim
Fix)=P{t=x)=—=2x% ha 0=x=1.
b 3

Hﬂ“.
14
;f
— M R —
i) i x 22, dbra

Az F(x) eloszlisfggvényt a 22, dbrdn lithatjuk. A £ valbszinlségi vil-
toxd folytonos, mert

|
F(x)= j,m}dr.

ahol az f(x) slrlségfiggvény a kivetkezd:

2x, ha 0=x=1

)= 2, ha x=0 wvagy x=1.

3. péida. Egy res viztirol6t egy folyd vizével akarunk feltdlteni. Ezt a
feltdltést — mondjuk — az év egy meghatdrozott hénapjiban wégezziik.
Jeldlje n a folyinak a szbban a forgd hdnapra esd vizhozamét, n dltaldban
fi eloszlisi valbsziniiségi viltozd. Jelilie gix) ennek siirliség-
fuggvényét (g(x)=0, ha x <0), &3 jelilje K & tdrolér kibtartalmit. Mind
az n, mind a K értékét mi-ben szokds kifejezni. Ht =K, akkor a tdrolb
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. ha n =K, akkor a tirolé X m? vizet tartalmaz, &s a feles] -
olyik. Jeldlje £ a hénap végén a tiroléban levd viz meanyiségé w?nﬁzﬂ
Ez szintén valdszinliségi vdltozd, amelynek kevert eloszldsa van, ha

Ji{ﬂd’x =0,
Enoyi ui. annak a valészinlisége, hogy £ =K, ami Lo
n=K. Ha f(x) a kbvetkezd filggvény: s Mg et
ﬂ:] = }:{x}r I'lﬂ. X Em

ha x=-K,
akkor minden a-=~54 esetén

b
P{d-r:E-rbisz(r)Jx, ha K=a vagy K=b;

b
Pla=f<b= jf{ﬂd:+ﬂ;=x}. ha a=K-<b

A § valdszinfiségi véltozd F(x) eloszli :

sccmléltetl. Az FUx) Rggvbgra ovgsvéayéack alakiét a 23. Sbra

az x =K helyen Fetdk
{7

= PIEK |- PlpR K |
PE=K)= ‘[g{x]ir

nagysdgld ugrdsa van.
Az eloszlésokra vonatkozé to- -

vibbi é&s tulajdonképpen legfonto- ¢ X

sabb ,,példdkkal” az 5.,6.é5 a 7.

fejezetek foglalkoznak. 23, dbra

3.5. A hisztogram. A folytonos eloszlis esetén eléggé kis
Ax-et vilasztva, azt kapjuk, hogy

x¥+Ax

Pr=¢=x+Ax) = | findi~f(x)Ax.  (3.5.1)
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Ez a formula lehet6vé teszi a stirfiségfiggvény empirikus kdze-
litését. Osszuk fel azt az intervallumot, melybe & lehetséges
értékei esnek, sok kis, egyenként Ax hosszasagl mtewal]g;rn
tsszegére. Azt a kisérletet, mellyel & kapcsolatos, elvégezzilk
n-szer, és feljegyezziik a £-re kapott értékeket. Jelolje k, azoknak
az értékeknek a szdmat, amelyek

i x alatt vannak, Az (x, x + Ax)
' intervallum f&lé felrajzolunk egy

kxsax—ks (357
nix
| Ll

magassigli téglalapot. Ezeknek

24. dbra a téglalapoknak a terillete Gsz-

szegezve l1-et ad. Mésrészt a

(3.5.2) szam nem mdés, mint az x={=x+Ax esemény rela-

tiv gyakorisiga Ax-szel osztva. Ez (3.5.1) figyelembevételével

flx) kozelité értékének tekinthetS. A téglalapok felsé oldalai

tehat egy slirliségfiiggvény geometriai képe, mely az f(x) pon-

tos sfirliségfiiggvény kizelitésének tekinthetS. Ezt a grafikont
hisztogramnak nevezzilk. (l. a 24. abrét).

3.6. Valészinfiségi viltozé fiiggvényének eloszlisa. Sok esetben
talilkozunk a kovetkezd feladattal: meghatirozandé egy £
val6szinfiségi valtozé n=(£) figegvényének eloszlisa & elosz-
lasa ismeretében, Azzal az esettel érdemes csak részletesebben
foglalkozni, amikor & folytonos eloszlasi. Ekkor fennill a ki-
vetkezd tétel:

Ha & siirfiségfiiggvénye f(x), és abban az intervallumban,
melybil értékeit veszi, az y=y(x) fiiggvény monolon f:ﬁu&km
vagy monoton csokkend, de mindig ;f:jf fifnmdmam i“?%gvérﬁ,
amelynek inverz fiiggvénye x =y~ '(y), akkor az n= vald-
szinliségi vdltozé is folytonos eloszldsi és siirfiségfiiggvénye a
kévetkezd:!

Tl e in e =

g(» =1 (»)

dy='(y) ‘ (3.6.1)
dy ;
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Bizonyitds. Elégedjiink meg annak az esetnek a bizonyitisi-
val, amikor y(x) monoton ndvekvd, a mdsik eset bizonyitdsa

i&:;;géhcn nem kiillénbozik ettdl. n eloszlasfiiggvénye a kivet-

P(n<y)=P (&) =y)=P(E<y-'(3))=F('(»).

ahol F a { valdsziniiségi viltozd eloszlasfiggvénye. Ebbél y
szerinti differencidlissal a kivint formulira jutunk, ¢=1(»)

deriviltja ez esetben pozitiv, az abszolit értékre tehat nincs is
szitkség.

1. példa. Legyen y=wylx)=cx + b (c# 0), 5 =cE + b. Ekkor p-'(3) =
=j:-_ , tehdt a (3.6.1) formula szerint # siirliségfiiggvénye
€

ﬂy]zlf(:”_b} (3.6.2)

lel ]

2. példa. Egy negyedkir alakd ernydt a kor centrumdbdl kiinduld és
egyenletesen s20r6do elektronnyalibbal bombdzunk. Az egyenletességen azt

értjilk, hogy minden elektron @ szigének eloszlisa egyenletes a (ﬂ, %
intervallumban (1. a 25. dbrdt &5 az 5. fejezet 12, szakaszdt), vagyis ¢
siiriiségfliggvénye

2 B i . 4
] e -
flix)={(= 2
0 egyébként.
Hatdrozzuk meg a becsapodds 5 vetil- 25, dbra

letének sirliségfliggvényét. A rajzrdl
leolvashatd, hogy m=rcosg, tehdt
a (3.6.1) formulit az y =rcos x fgg-
vényre kell alkalmaznunk. Mivel

p-H{y)=arccas-, 7 siirliségliigg-

vénye T
2 1
fY)=—————, ha O=yp=r
] }lﬂ-
V’—r—-
és 0 egyébként.
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3.7. Két valoszinfiségi valtozd egylittes eloszlisa. Tobb valdszi-
niiségi valtozd egyiittes vizsgilata esetén nem elégedhetiink meg
kiilén-kiilén mindegyik valészinliségeloszldsnak az ismeretével.
Ebb8l ul. semmilyen felviligositist nem kapunk az egymés
kizott esetleg fennalld kapcsolatra.

Legyen pl. & és 5 két valészinliségi viltozd, mindegyik vegye fel az
1,2,3 értékeket, egyardnt % valGszin(iséggel:

PE=N=Pi=2=PE=1)=

1 (3.7.1).

=P(=1)=P(1=2)=P(r=3=.

Ezek a valoszinliségek semmiképpen nem hatdrozzak meg a
pu=PE=i, n=k), |, k=1,12,3 (3.7.2)

valdszinliségeket. A zdrbjelben a § =i és 5 =k események Gsszekapcsoldsa
vesazfivel e két esemény egylittes bekiivetkezését, szorzatdt jelenti. A
P szdmok egészen tetszBlegesek természetesen nem lehetnek, (3.7.1) ui
megkivinja, hogy teljesilljenck a
1
pPutpatpPa= ';; i=1213,
1
Pix+ Pax +F3t=?r k=1,23

feltételek. Ezek azonban még végtelen sok lehetdséget nyditanak a pa
szimok megvilaszidsira, hiszen egy 3 3-as négyzetes séma egyes kockdiba
kell olyan nem-negativ szémokat irnunk, melyeknek soronkénti és oszlo-
ponkénti 8sszege mindig 1. Ez végtelen sok killonbézd médon lehetséges,

Ha a két £, n valészinliségi viltozdt egyszerre vizsgiljuk,
akkor lényegében egy (&, n) valdsziniiségi vektorvdltozdval fog-
lalkozunk. Ennek lehetséges értékei a sik pontjai. Legyen E
egy sikbeli tartomény, és tekintsilk annak a valdszinfliségét, hogy
a (£, n) véletlen helyzetli sikbeli pont ebbe a halmazba essék
(1. a 26, dbrit). Ezeknek a

P(&,neE (3.7.3)
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valdsziniiségeknek az Gsszességét, mely rendelkezik a valdszinii-
ség L., IL., III. tulajdonsdgaival (C szerepét a sik Hsszes pontjai-
nak a halmaza veszi 4t), a (£, n) valdsziniiségi vektorvdltozo
( m.l_’-_:.rzfnﬂrég— ) eloszldsdnak vagy a E és n valdszintiségi vdltozok
egyiittes (valdszinfiség-) eloszldsdnak nevezziik.

Ha { és n diszkrét valészi-
niségi valtozdk, lehetséges ér- ¢ A
tékeik

L TR

q:.PliJ"I.! LERT]

akkor a (£, n) valdszin(iségi
vektorviltozd lehetséges érté-

kei az (x;,3), i, k=1,2,... 7l -

vektorok kiézott vannak,? Te- 8

kintsiik az 26. dbra
ra=PlE=x,n=m), Lk=12 ... 12.7.4)

valoszinfiségeket, melyek kézbtt £ és n speciilis kapcsolata
folytan O-k is lehetnek. Ezek meghatirozzak a (£, ) valészini-
ségi vektorviltozd eloszlisat, a (3.7.3) valdszinliségek Hsszessé-

gét, mégpedig
P(EmEE)= F r. (3.1.5)
{lhj'jEE

Az ilyen esetben a (&, n) valészinfiségi vektorviltozét és egyben
annak eloszlisét is diszkréinek nevezziik.

Ha van olyan k(x, y) =0 kétvaltozds fiiggvény, hogy a sik
minden E tartoménya esetén

P((¢)EE)) = Uh(x, ) dx dy, (3.7.6)

gklmr a (&, 1) valdsziniliségi vektorvaltozét és annak eloszlasit
is folytonosnak nevezzilk. A h(x, y) fiiggvényt a (£, 1) valoszi-

T Lehetséges értéken csak pozitiv valdszindségl értéket drtonk,
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nilségi vektorvdltozd siiriiségfiiggvényének, vagy a € f.r n valdszi-
niiségi vdltozdk egyiittes siirliségfiiggvényének nevezziik. A (3.7.6)
formulab6l kbvetkezik, hogy az :g:]riitt:a nigrﬁségmggvéuynek
az egész sikon vett integralja 1-gyel egyenld.

Sem kevert, sem més specidlis tipusi valésziniliségeloszldssal
valészinliségi vektrovéltozékkal kapcsolatban nem foglalko-
Z.'l.'ll:l.k+ =

3.8. Az egyiittes eloszldsfiiggvény. Akérmilyenek legyenek iz a
£ és n valoszinliségi valtozok, mindenképpen értelmezhet§ ezek
H(x, ) Gn. egyiittes eloszldsfiiggvénye. Ennck definfcibja a ko-

tkezd:
RE H(x, D=P{E<x,n1=<Yy). (3.8.1)

Az egyvaltozds esethez hasonldan bebizonyithatd, hogy a
H(x, y) fiiggvénynek megvan az aldbbi hirom tulajdonsdga,
melyek hasonléak az egyvaltozds eloszlasfiiggvény hirom tulaj-
donsigihoz.

a) H(x,)) az x és y valtozbk monoton nem cstkkend fligg-

vénye;

b) H(—==, )= H(x, —e=)=0;

¢) H(ee, =)=1.
Ezeken kiviil & H(x, y) fliggvénynek van még egy tovabbi tulaj-
donsaga is: '

d) Tetsz6leges Ax=0, Ay=0 esetén fennill a

H(x+Ax, y+8y) — H(x + Ax, y) —
—H(x, y+Ay)+H(x,»)=0

egyenlSilenség. A bal oldalon &ll6 kifejezés ui. pontosan egyenld
a

(3.8.2)

P(xst<x+Ax, y=n<y+4y) (3.8.3)

valészinfiséggel, mint az a 27. Abrardl egyszerli meggondolés-
sal leolvashatd. Tetszdleges x és y esetén H(x, ») ui. nem mas,
mint annak a valészinfisége, hogy a (&, n) véletlen helyzetl
vektor az (x, y) koordinAtaji csticcsal bird siknegyedbe, kvad-
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rinsba essék. Mérmost annak a valészinfisége, hogy (x, ) a
27. &brén lithaté besatirozott téglalapba essék, melyhez a
baloldali és alsé hatérszakasz hozzétartozik, de a jobb oldali
és a fels§ hatdrszakasz nem, egyrészt (3.8.3)-mal egyenls, més-

ﬂ a valdszinfiség additivitisa miatt egyenl§ (3.8.2) balolda-
val is.

A
oy #ay) (AR Gedy)
7
%
(g fxeax.y)
a s 27. dbra

Folytonos egyiittes eloszlis esetén az E tartoményt a sik

(x, ¥) csicspontld kvadrdnsinak vélasztva, (3.7.6) alapjin azt
kapjuk, hogy

Hx, ) =P(l=x,n<y) = f Iﬁ{u, v)dudv; (3.8.4)

ahonnan parcidlis derivilissal a

2
MG, y) = LD) ;’; 'g";;":' (3.8.9)

formula adédik. Ebbé] az is kdvetkezik, hogy (£, ) egyértel-
miien meghatirozza a k(x, y) slrliségfiiggvényt, ha tehdt van
olyan h(x, ), hogy (3.7.6) a sik minden tartoményfra teljesil,
akkor csak egy ilyen fllggvény van.

Megforditva, (3.3.5]-]:%1:55 ktvetkezik (3.7.6), pontosabban,
he a H(x,) figgvény 5 =2 vegyes parcidis derivalga
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i ezt h(x, y)-nal jelsljik, akkor fennéll a (3.7.6) egyen-
ﬁﬁémzkﬂgé;anu#hil ayg-{x. y%—nai, vagyis h(x, ¥) a (&, 1) v&lﬂﬂ&:
ségi vektorvaltozd sliriségfiiggvénye. Ez az allitas a li:?-i
tengelyekkel parhuzamos téglalap alakl tartomanyo ﬂsz&
rilen belathats. Ugyanis (3.8.3) egyenlS (3.8.2) bal oldaléval,

tovibba
Ay x+Ax ¥+ Ay

8*H(u, v) == A, =B
j J —'—“m-—dudﬂ—lj EI{H(x+ ) [I :l"}

= H{x+Ax, y+Ap)—H(x, y+ M) - H(x +Ax, ¥)+ H(x, ¥)

i téglalap alaki E,, E;, ... tattnmﬁny_rﬂk dsszege,
nkli-:l:rf E}'ry;nﬁ} :%cnfﬁ#g a valészinfiség IIL tula]dnnsﬁgﬁbh-.’g
és az integrél additivitasib6l kvetkezik. Ennél bonyolulta
E halmazokkal nem foglalkozunk.

3.9, Peremeloszlésok. Egy (&, n) valdsziniiségi vektorvéltozd

ald-
rtelmiien meghatirozza a & és n v
:L?:Eﬁ?i Eljtréozﬁk killén-kiillén vett valdszinliségeloszlasat.

ileti iik.
loszldsoknak vagy vetiileti eloszldsoknak nevezz
ﬁ?kﬁtﬁefﬂf ﬂ(:;r;x] pedig az n valdszinfiségi viltozé eloszlis-
fiiggvénye, akkor nyilvinvaléan fennéllnak az
F(x) = P(§<x,n=e) = H(x, «); (3.9.1)
G(y) = P(f=o=,n=y) = H(s=, )
i i i z6k esetén, az
I§ségek. Diszkrét & és n valoszinliségi valto
:lgﬁ EME':.EE jeldléseit megtartva, és bevezetve még a
F‘=P{E=-xi],. i=l,2,.n.-.
ge=P(n=y0, k=1,12,...

jeldléseket, egyszeriien belathatok a
B = %:"'uu i=1,2 ..

39.2
o="ra k=12., (.5.2)
0

formulik. A peremeloszlds elnevezést az indokolja, hogy az
ru szdmokkal egy négyzetes sémit tolthetiink ki, amelyben
Fu 8z i-edik sor k-adik eleme: ebben a neégyzetes séméban
az i-edik sorban &ll6 elemek bsszege p;, a k-adik oszlopban

all6 elemek 8sszege g,, melyeket a négyzetes séma peremein
tiintetiink fel. A ,vetiileti eloszlas™

elnevezést pedig az indokolja, ho 4

a & valbszinfiségi vAltozé F(x) ek 7/
oszldsfliggvényének x helyen felvett

értéke, tehét a P(&<x) valészind-

ség egyenl§ annak a valoszinfiségé- 7

vel, hogy a (&, ) wvéletlen helyzeti 2 %Y

sikbeli pont abba a félsikba essék, - ~ -
mely a koordindtarendszer vizszin. %%

tes tengelyére merSlegesen hizott
és az x pontot metszd egyenestsl
balra fekszik (1. a 28, &brét). En.
nek a félsiknak a valészinfiségét 28. dbra
tehit rdhelyezziik, ravetitjiik a viz-
szintes tengelyre, é&s fgy kapjuk meg a P(f<x) valbszini-
séget. Hasonlban értelmezhetjilk a G(y) eloszlésfiiggvényt is,
Ilyen értelemben egy sikbeli valdsziniiségeloszlast a sik egy
tetszSleges egyenesére is rdvetithetiink,

Ha a { és n valdsziniliségi viltozdk folytonos egyiittes el-
oszldsiak, akkor mindegyiknek killén-kiildn folytonos elosz-
lasa van. A (3.9.1) egyenlSségekbsl ui. kdvetkezik, hogy

- F(x) = _f Iﬁ[u, v) dv du; (3.9.3)

G(y) = |I fﬁ(u. v) du dv,

= —

Ezek differencidlhaté fliggvények, léteznek tehdt az x és ¥
valészinfiségi véltozdk,

F=,  ¢(»=g0)
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slirliségfiiggvényei. (3.9.3)-bdl adédik, hogy

7o) = [h(x, vyav,

g(») = | y)du,

melyekbdl, ha kényelmi szempontbél az integricids viltozd-
kat Atjeldljiik, végill az

£ = [hx 0 dy,
= (3.9.4)
g0) = [h(x, y)dx

formulakat kapjuk.

példa i értékpdrok
- . Ha hqul,z,linékekﬂmmkﬁ:l.haamffu
vl{mﬁnﬂqiln:itit alibbi tdblizat kézépsd része tartalmazza:

\i 1 2 3 Onszeg
]
L a3
1 R R 3
2 1 I
= = 0 —_
z 6 6 2
1 1 1
= = o —
= s | 12 4
1 1 1 |
Osszeg = 3 5

= mények valészinliségei az als6 sorban, az n=1,2,3
m‘@Mi pedig a jobb oldali oszlopba rendre beirt szdmok,
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2. példa. Ha & €s n egyiittes sriségfiiggvénye

&
hx ﬂ_l?{-‘t+fl ha OD=x<1,0<p<I;

0 egyébként,
akkor

- 1
fxy= fﬁ{x.y}ﬂy=f°{u+y=}dy=i[x+i). O
il s 3
és 0 egvébként;

- l
&
S Jﬁ(x.r]ir“—?!{x-l-y‘}it=i[~]z-+r‘. ha O0=y=<l

3
és 0 egyébként,

3.10. Feltételes eloszlisok. Egy £ valdszinfiségi vdltozé A ese-
meényre vonatkozd feltételes eloszldsfiiggvényén az x vdltozd

F(x|4)=P(§ =x|4) (3.10.1)

fiiggvényét értjiik, feltéve, hogy P(A)=0. Ha az F(x|A4) fige-
vény x szerint differencidlhatd, akkor az

Jix|d) = F’(x]4) (3.10.2)

fiiggvényt & A eseményre vonatkoztatott feltételes stirliségfiigg-
vényének nevezziik.

Ha A,, A;, ... teljes eseményrendszer, akkor a teljes vald-
szinliség tételébdl kifolyblag

F(x)= 3 F(x|A)P(4)). (3.10.3)

Ha £ diszkrét, lehetséges értékei x,, x,, ..., akkor kzvetleniil
is belathatd, de (3.10.3)-bél is kiévetkezik, hogy

P({=x)= ; P(S = x| A)P(A,). (3.10.4)
Ha viszont léteznek az f(x|A,)= F'(x|A,) feltételes siiriiség-
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fiiggvények, akkor (3.10.3)-b6l kivetkezik, hogy létezik f(x) =
= F'(x) is és

fix) = .g?f(xld.)P{A.J. (3.10.5)

Az A, A;, ... események gyakran egy n diszkrét valﬁsrinﬂ_-
ségi valtozdval kapesolatosak, és 4, azt az eseményt jelenti,
hogy n=y,, ahol ¥, ¥z, ... az n lehetséges értékei.
Bizonyos értelemben beszélhetiink olyan feltételes eloszlas-
rél is, ahol az A feltétel valdszinlisége 0, P(4)=0. A gyakor-
latban az A esemény ilyenkor Altaliban abban 4ll, hogy egy
n folytonos eloszlishi valbszinliségi viltozd egy y értékkel
egyenls. A & valdszinliségi véltozd n =y feltétel melletti F(x|y)
feltételes eloszlasfiiggvényének definicidja a kivetkezd:

F(xly) = ﬂljmuP(E <xlysn<y+4Ay) (3.10.6)

(. a 29. &brit), ahol természetesen feltételezzilk, hogy a hatdr-
érték létezik.

A
vh Pl ex, ysmeyray) !.: Plysncyray)
5
%W %y s
lc.i' ; ’;‘ & ‘;
29. dbra

Mivel a £ és n valbszinfiségi véltozdk egyiittes eloszlisa
e két viltozd segitségével megfogalmazott valamennyi esemény

valdszinliségét egyértelmlien meghatirozza, més széval a va-
lészinfiségekre vonatkozd Osszes informdciét implicite tartal-

mazza, nem meglep8, hogy F(x|y) a H(x, y) eloszlasfiiggvény-
bél egyértelmiien szdrmaztathatd,
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Killontsebb figyelmet arra az esetre forditunk, amikor £
4_55 n egyiittes eloszlisa folytonos. Ekkor £ és n killtn-killdn
is folytonos eloszlistak, tehit az n =y feltétel valészinfisége 0,
ennélfogva Fix|y)-t a (3.10.6) hatérértékkel kell értelmezniink.
h-!@nt_az alibbiakbdl kitiinik, ez esetben a (3.10.6) hatarérték
mindig létezik. A feltételes valdsziniliség és az eloszldsfiigg-
vények definiciéja szerint

PUE < xlvas e = PC=xysn<y+4y) _
_ H{x,y+Ay)—H(x,y)
Gy +48y)-G(y)
A szdmldlot és nevezlt egyarant Ay-nal osztva, a tért értéke

nem valtozik. Ha most elvégezziik a Ay ~0 hatdritmenstet
akkor azt kapjuk, hogy '

d
53 (x, ¥)
Fx|y) = ———, .10,
T (3.10.7)
Figyelembe véve, hogy létezik a A(x, ¥) slirliségfiiggvény, a
jub]:- ni@ulun allé fuggvénynek létezik az x szerinti parc!iféljs
derivaltja, tehat létezik az

flx|y) = % F(x|y) (3.10.8)

gﬂmi‘“ﬂe::i A:]Iﬂx];}ft;igfvén? a § valdszinfiségi viltozd
=y fe melletti feltételes siiriiségfiiggvényének nevezziik.
(3.10.7) és (3.10.8) szerint = ’

_ hx, )
fx|y) = = (3.10.9)

Ha az n valésziniiségi viltozd & =x feltétel melletti feltételes
slirliségfliggvényét g(y|x) jeloli, akkor ugyanigy

_ hix.y)
g(yix) = > i (3.10.10)
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A (3.10.9) és (3.10.10) egyenlSségekben a nevezdben 4llé fiigg- : o
vénEnye] f{;szn?uﬂn ﬂ;}s Er:;altmbe véve a (3.9.4) formuldkat, E;ﬂ;ﬁt;sf ;‘:ﬂgﬁ:ﬂlﬁﬂﬂuﬁfﬂl viltozdk eloszlasfiiggvényei, A bi-
azt kapjuk, hogy _ ’
- Ha § és n diszkrét valdsziniiségi vdltozok, lehetséges értékeik
flx) = J-ﬁxlr}s[f}#y; ax 2 ;f.-,.’é_}.'"’ M. ¥y, ¥z, ... szdmok, akkor (3.11.1) ekvivalens
= (3.10.11) '
3 PE=xun=p)=PCE=x)Par=3)  (.113)
80) = [gOIRfx)dx. el e o _
== Ha ui. a (3.1L1) egyenldoigbon qop0e” bebizonyithajuk.
: . -11.1) egye gben a=b=x,, c=4=
Ezek a teljes valészinliség tételéhez analég formulik. A Baves- (3.11.3)-hoz jutunk. Megforditva, ha (3. 11'.3j telics ]_j.lip mﬂ:ﬁ:;
tételnek is megvan a folytonos analogonja. Ha (3.10.9)-ben i, k szAmpar esetén, akkor
g(») helyébe beirjuk (3.10.11) alsé sorénak jobb oldalit, to- Stk
vhbbé figyelembe vesszilk, hogy (3.10.10) szerint A(x,y)= @=is=b c=n=d) = 2 2 PEl=x,n=y)=
€ aFxrmb

=g(y|x)f(x), akkor az adddik, hogy
= 2 I PE=x)Pln=3p)=

fixly) = SOEVD) (3.10.12) k "i;ri;::f:b
Igtylx}f(x] dx i (n = 'P*};.élﬂfﬁ =x) =
pe N T —— =P@={=b)P(c=n=d)
formula het§ x)re. A (3.10.12) formulara pél- _
3&??33.1? e vfesef {]Eiliz]]-ﬁnk. = I_flf’ ;‘f&‘ fl'éﬂﬁmﬁﬁfﬁﬁﬁi‘ﬁm o
" égﬁiﬂ"éﬂ}’ﬂk (%) és n _.E] valtozdk, siir(-
3.11. Valészinfiségi véltozok figgetlensége. A & és n valdszinii- Scgl ‘ £0), akkor F/(x)=£(x), G'(3) =g(y)
ségi vdltozdkat fiiggetleneknek nevezziik, ha retszileges a=b, amibdl kiévetkezik, hogy 0)=20)
c=d szdmok esetén teljesiil az aldbbi egyenliség: 2 )
hx,y) = ZHE ) _ PFHG()
Plastsb csn=d)=Pla=Ei=bPlc=n=d). (3.111) axdy ~  oxdy = flx)g(»).
A 2.2 szakasz tételére timaszkodva bebizonyithaté, hogy ez Eszerint, ha & és n fuggetlen valdszintiségi vdltozdk &5 kilsn.
ekvivalens azzal a feltétellel, mely szerint f‘ﬂﬁﬂ {ﬂfﬂﬂm eloszldsiak, akkor egyiittes eloszidsuk is foly-
onos €s a h(x, y) egyiittes siiriisé ny egyenld a két sfirfi-
H(x, y)=F(x)G(y), (3.11.2) ¥ szorzatdval:
ahol a bal oldalon a & és n valdszinliségi valtozdk egyiittes h(x, ¥) =f(x)g(y). (3.11.4)

eloszlésfiiggvénye 4ll, a jobb oldalon szerepld Fi(x) és G(y) Megforditva: integréléssal mrgmutaitats, kogy (114158

N WL . ar s = oo o
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kovetkezik (3.11.2). Ugyanis

¥ x x
He, ) = | b, o) dudv = f | fwg ) dudo =

= - —— =

= [ faau |g)dv = Fx)G ().

A (3.11.4) egyenléség tehdt a &, n valdszintiségi vdltozdk fiigget-
lenségének sziikséges és elegendd feltérele,

Ha mindkét valdsziniiségi valtozéd diszkrét vagy mindketts
folytonos, akkor a fiiggetlenség feltétele tébbnyire a (3.11.3),
ill. (3.11.4) egyenl8ségek forméjaban keriil felhasznalasra.

A valoszinfiségi valtozdk fiiggetlenségével kapcsolatban
ugyanazt elmondhatjuk, mint amit az események fiiggetlen-
ségével kapesolatban mondtunk. Egyes esetekben éppen azt
kell megallapitani, hogy a £ és n valészinfiségi valtozdk fiig-
getlenek-e vagy sem. Pl. fiiggetlen-e egy folyd jiliusi vizhozama
egy kozeli meteorologiai Allomds dltal mért — mondjuk —
jinius havi kézéphGmérséklettsl. Fiiggetlen-e a csalidok havi
psszjovedelme a csalid nagysdgatol (egy csalddot véletlen-
szerlien kivalasztva, az Osszjovedelem és a csalid nagysaga
valdszinfiségi viltozdkkd vilnak). A gyakorlatban ilyen jel-
legii kérdés sokszor vetSdik fel. Megvilaszolasukkal a mate-
matikai statisztika foglalkozik. Mis esetekben feltételezziik,
hogy a valészinfiségi valtozok fiiggetlenek és erre timaszkodva
kivetkeztetiink tovabbi valoszinliségekre. Ez a feltételezés ter-
mészetesen nem lehet 1égbdl kapott. Alaposan meg kell gon-
dolnunk, hogy nincs-e valamilyen nem elhanyagolhaté kap-
csolat valészin(iségi valtozbink kdzdtt. Ha ilyet nem talilunk,
a fiiggetlenséget feltételezhetjilk. Nem szabad azonban elfelej-

" teniink, hogy ezzel a (3.11.1) egyenlSség teljesiilését tételezziik
fel, vagyis szemléletes meggondolésok alapjan egy matema-
tikai formula fennallisira kivetkeztetiink. Ez a logikai ugras
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a kezdének nehézsé- et okozhat, Tulai
5, . Tulajdonk i
szd, hogy a figgetlenség, kapcsolat nélk?ﬁ; atgg;ré‘::i“;

(3.11.1) egyenl8ség a matematikai me azdsa
_ 0
kdzétt a Eﬁ;it a tapasztalat teremti g:ﬁcfrﬁ}'m !ﬂﬁaﬂtg
tmagﬁmka ne tchn]:h-:pii_k pl. a kivetkezd valdszin(iségi val-
mz Fs;é ::g:.r folyd jlniusi vizhozama & a Juliusi csapadék
vﬁiﬂtm ﬁf:’ két ?g}rnié;tdl tavoli kiszolghld b:rendezéE:él :
yi a?"figg:ma;t kg ﬁzﬂﬁﬁﬁz &é]iettﬂ.rt?nai:t stb., Utébbi :se::
nem lehet ellendriznj

?ﬁn&?ﬁzmﬂet:;ﬂﬂn Ismeretessé vilik, akkor t:rméfzrtlﬂ;;ﬂr;
- p}? ; sg emegy, ¢s egy kisérlet esetén €gy esemény re-
fah gya ;n ga csak 0 vagy 1 lehet, egy kisérlet tehdt semmit
s f{::il?;]te t::'a:é val:&sﬂr!ﬁs_n.‘gekre. Az élettartamok fﬁgg-::tl:ns!mé+
e se mégis jogosnak tekinthets, mert sok més fa-
S0 & séﬂ, amikor a kisérlet tiibbszér is megismételhetd

uggetienséget ténylegesen ellen&rizték, Fﬁggrtlenségﬁzﬂgﬁlat:

tal konkrét numerikus 1
ek fnglalkgiliﬁlg illusztralva, a matematikai sta-

1. péida. Tekintsiink egy téglalap al
Ha a lévés egyenld teriilet( tart:pn:i::nﬁi:;;h
s £, n a taldlati hely koor-
dindtdi (1. a 30. dbrdt), ak- gh

i oldalhosszisdg céltdblat
cgyenld valbsziniiséggel esik

kor § és n flggetlen vals-
szinliségi vdltozdk. Ui, ms
Plasi=h) = d
(b—a)m; b—g =
— — 3 ‘5 E}
LT ] fiy = £ la
Ple=n=d)=
e (d—e)m, _ d—¢ o 4 o :r
Lo my 30. dbra

Pasgss csgsa)=L"2E-0_b-a d—c

TR i Ha
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a céltdbla kor alakn, sugara r és a taldlati hely polirkoor-

2, példa. Ha 31. dbrat), akkor ezck fuggetlen valészinliségi viltozdk.

_ R(g: -—‘i"'".'l"l:__":|=l= = .o
Plgp=p=q)= Rin 2n

ri(p: — @) —rilg:— @) _
PinsSe=no S¢g=gl= 2R

i U S 4

= R2 h =

31. dbra

j esetén a derékszogl
beldthatja, hogy kér alakd céltibla i
kﬁ:u?;;:;?ﬁlfﬁg:;:r;'ﬂmtlmk, és négyzet alakd céltdbla esetén a po

koordindtik nem figgetlenek.

iszkrét i kran el6fordulnak
eloszldsok kompozicidja. Gya :
il;:n gmblémﬁk. melyekben a vizsgilt { valdszinliségi valtozd

két fuggetlen, & és n valdszinliségi valtozd Gsszege:
{=E&+1.

DISZKRET ELOSZLASOK KOMPOZICIONA 1

Ha pl. két kockéval dobunk, £ és y az egyes kockikkal dobott
szdmokat jelentik, akkor { a dobott szimok dsszege. Két
izzélimpa vagy gépalkatrész Gsszegezett élettartama is két flig-
getlen valdszindiségi valtozs tsszege. Azzal a kérdéssel fogunk
foglalkozni, hogy £ és n valdszinliségeloszldsainak segitségével
hogyan hatérozhatjuk meg { valészinliségeloszlasat, Csak azt
az esetet vizsgaljuk, amikor vagy mindkét valbsziniiségi val-
tozd diszkrét, vagy mindketts folytonos eloszlsti. Az elébbi
esetben még azt is feltessziik, hogy £ és n csak egész értékeket
vehetnek fel. A gyakorlathan f6ként ezek az esetek fordul-
nak eld.

Ha £ és n egész értékeket vesznek fel, akkor { is csak egész
ertékeket vesz fel. Vezessiik be a

PI=P('E:I}|
@ =F(n=k),
re=FP({{ =n)

jeliléseker. A p, és g, valosziniiségek ismeretében az r, valé-
szinliségek meghatirozhaték, A {=n esemény a kovetkezd
esetekben johet 1étre

..................

altaldban & = n—k, n=k, k tetszbleges egész szdm. Ezek
egymast paronként kizérd események, dsszegilik pedig a {=n
esemény, Ebbdl kdvetkezik, hogy

., =P{{=n}=ij P(E =n—k,n = k).

=
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Mivel & és n fiiggetlenek, fenndll a

P(E=n—k,n=k =PE= n—k)P(n = k) = Pa-xd
egyenldség, ennélfogva

s 2 Bl (3.12.1)

ke =

A (3.12.1) formula a py, ill. gy valdszintiségekbdl alkotott el-
oszldsokbdl egy wjabb - r, valdszinfiségeloszldst szdrmaztat.
Ez utébbit az elébbiek kompozicidjdnak nevezziik.

Ha & és n negativ értékeket nem vehetnek fel, akkor

p=g;=0, ha k=-1, o
tehat (3.12.1) az

Iy = 2 Pa-sdk (3.12.2)
k=D

egyenl&ségre redukalodik.

Példa. Valamilyen alkatrészt egymds utdni iditartamok alatt miikod-
tetiink. Tegyllk fel, hogy minden egyes jdBtartamra u; anpak a valdszi-
nlisége, hogy az alkatrész miikodjtk, v, =1 —u; annak a valoszinlisége,
hogy ne mikodiék, amellyel egyben az alkatrész haszndlhatatlanna is
vilik. Jeldlje § az alkatréaz &letartamat, azoknak az idétartamoknak a szd-
mdt, amelyeken keresztill mikddstt. Ha az alkatrész mikddése az

5 ﬁ=m=kl=ﬁﬂ':.k=ﬂ, 1. Ecian
Ha ez az alkatrész hasznélhatatlannd vilik, akkor egy masikkal p&toljuk,
amelyhez tartozd valdszinliségek lehetnek az elbbi wy, vy szdmok, de
lchetnek valamilyen mis w2, 3 szdmok is. Ennek az alkatrésznek az élet-
tartamdt #-val jelblve, az elbzékhdz hasonldan azt kapjuk, hogy
qu=Pln=k=uivs, k=01, 2,....

A [ = + n Osszegezett élettartam valdszinfiség-eloszldsat a (3.12.2) képlet

3.13. Folytonos eloszlisok kompo

azzal az esettel, amiko ind =)
e Elﬂﬂllﬁsﬁ.’ TelBis 1:& Einak;t_ valosziniiségi valtozd foly-

closzlasfilggvényét, A
(5, n) véletlen helyze
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szerint kell meghatdrozounk (£ & x5 figgetlenek). Eszerint
"
m=Pl=n)= Z " *o,utv,=
k=0

iz n+ i

o (") ) !
= e s 4]
I”Imk;ﬁ{ﬂ:]_ ey = =
. &y
[Tt ey, B |
=00 — ==
e Mz — Iy ¥ ﬂ-ur luz---}{fﬂ_ ;ﬂ":}_

Ha iy = W3 = If, 1 ==, Ekk-ﬂt a Eﬁ:‘ lIh‘-hiﬁi SO0 ﬁmsﬂ H+],tﬂml
r.-.—(ﬂ-l-l]tﬂli, = ﬂ..l,.z;. TR

zicidja. Foglalkozzunk most

=& +n valdszinfiségi véltozé
{=z esemény azt jelenti, hogy a
ti sikbeli pont eleme annak az E tarto-

§
dri-x

¥
s

32a abra 325 dbra
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ménynak, melyet a 32g dbrin vonalkézéssal jeltltiink. Figye-
lembe véve, hogy a fiiggetlenség miatt

h(-r: ,]"} =f{.t'] EU’]:
d (3.7.6) formula felhasznéldsaval az adédik, hogy

R@) = P(=2) = | [ h(x, ) dxdy = j;jﬂx;.g(y) dx dy.

Vezessilkk be az
Uu=x+y

v=y

6j valtozékat. Ez a transzformdcid az x, y sik x+y = z,
egyenesét az u, v sik fiiggbleges tengelyével parhuzamos egye-
nesbe viszi it, mely az u-tengelyt a z, helyen metszi. Az E tar-
toméany tehéit a 32b dbrén vonalkézéssal jeldlt E, tartoményba
transzformélédik. A transzformdcid fliggvénydetermindnsa 1,

tehét
RG) = [[#)80) dxdy = [ [ ftu=0)g(0) dud'=
E 1

= I fftu—u]g{v)n‘vdu-

—

Innen léthatd, hogy R(z) differencidlhats, { tehat folytonos
eloszlist. Ha [ slirliségfiiggvényét r(z)-vel jeldljilk, R'(z)=
=r(z), akkor teht z szerinti differencidlissal az

1@ = |[fz-»-(dy G.1a0)

formuldhoz jutunk (v helyett y-t irtunk). Ha egy r(z) siiriség-
fiiggvényt a (3.13.1) formula alapjdn szdrmaztatunk, akkor
r(z)t az f(x) és g(y) shirliségfiiggvények kompozicidjdnak ne-
vezziik. Ha £=0, n=0, akkor

fix)=g(x)=0, ha x=0
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és ezdltal a (3.13.1) formula az

r(z) = ﬁfﬂz =¥ (y)dy (3.13.2)

formuldra redukalédik.

Péida. Egy izzbldmpit addig hasmilunk, mig ki nem ég, majd
mésik, nem feltétlenill ugyanolyan tipustval potoljuk. Jeltljék & és cﬂ
egyes él:ttnrtgmukat, és tegylik fel, hogy ezek fUggetlenck, tovibba siirli-
ségiliggvényeik a kévetkezbk:

S(x)=Ae"**, x=0,
g)=pe~", y=0,
ahol A és u pozitiv dllandék. A {=§+p valbszinliségi valtozd, az Gsz-

szegezett Elettartam sfirliségfilggvényét a (3.13.2) f la alapjin
meghatdroznunk. Eszerint a 12 u :utb:n s —

(g=p8 —pg=25), 2=,

r(z)= Jiﬂ""‘:“'ﬂﬁu‘ﬂ-"d}:ih

Ha A=p, akker
riz)=Aze-*, =0,

3.14. Szorzat és hinyados siirfiségfiiggvénye. Filggetlen &s foly-
tonos eloszlash £, n valdsziniiségi véltozdk En ﬁmtﬁmﬁ Es

&
R hanyadosanak a sfirliségfiiggvényét is meghatdrozhatjuk az

el6bbi médszerrel. Mégis, més utat kdvetiink, ezéltal ui. be
tudunk mutatni egy éltalinos eljérést, amely més problémék
megoldasandl is elGnytsen alkalmazhatd.

Jelblje h(z) a szorzat, s(z) pedig a hényados siirlisé
vényét, ezeket kell meghatiroznunk, Hatﬁl:rmzzuk meg E:l%sbgﬁ
én slirliségfiiggvényét az n=y és &fn siirliségfiiggvényét ugyan-
csak az n=y feltétel mellett. Az y=y feltétel mellett &n= Ey,
E/n =&[y, ezek slirliségfiiggvényei pedig a 3.6. szakasz 1. pél-
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ddja szerint

1 x
ill. I¥1f(xp). (3.14.2)

A (3.14.1) figgvény &n, a (3.14.2) fliggvény pedig &/n sfirliség-
fiiggvénye az n=y feltétel mellett.® Alkalmazva a (3.10.11)
képletek kozill — mondjuk — az elsdt, az ottani & helyett
En-ra. ill. &/n-ra, azt kapjuk, hogy

- _L x :
h(z) -_I | ylf( y)“"’} dy; (3.14.3)

sG) = [1y1/)8() db. (3.14.4)

Ha torténetesen =0, akkor g(y)=0 minden negativ y-ra,
azknlﬁhbi formuldk tehit a kivetkez@képpen specializalod-
nak:

h(x) =J%f (%)s{r} dy; (3.14.5)

5(x) -Jﬂxf}![f]dﬂ (146

Ezzel a modszerrel £+ n slirliségfiiggvényének képlete is leve-
zethetS, f{x—y) ui. nem més, mint £+»n slir(iségfiiggvénye
az n=y feltétel mellett.

- B m:lﬂ.n{hhlmﬂu;-r?:ﬂmﬂﬂlﬂmﬂm
kibasndltuk aet » tényt, hogy L - Fliggpistg esetén ugyanis
ax =y foltbiel megwiltomatia § eloaridadl, most mind a (3.14.1), mind & (1.14.2)
b felirisind] kibaarndltuk axt, bogy { striségfiggvinye ax g=y foltbtal
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Példa. Legyen § és n két figgetlen valdszinliségi vdltozd, mindkettd
Eﬁmﬁimy&t?llmmﬁ h::::;' b) intervallumban. Hatdrozzuk meg £ slirliség-
1

b—-_—;. ha a-=x-=ph,

0  egyébként..

Egyszeriliség kedvéért tegyilk fel, hogy az (s, &) intervallum iti
féltengelyen fekszik, vagyis @=0. Ebben az esetben (3.14.3) h:?ycli?ztlh-v
gendd a (3.14.5) formulit alkalmaznunk, Mivel g(¥)=0, ha y az (a, b)
intervallumon kiviil fekszik, az intervallumon beliil pedig b—l—-wlanr.nIﬁ.
kivetkezik, hogy e

flx)=g(x)=

b
1
T

A &n szorzat értékei a® és b* kizé esnek, Ai(x) tehdt O-val egyenld, h
x=a* vagy x =52 Tekintsiik azt az esetet, amikor a? = x < b2, ME; ;
x x

. X "
fut a-16l b-ig, ?hﬁfl.lL[ﬂﬂI [&, “E] intervallumot. Ennek és az (g, b)

. X 1
intervallumnak a kézis részén I[F) = = az (a, &) intervallum fenn-

maradd részén pc.ding]:ﬂ. Ha x=ab, akkor ez a kibziis rész az

- o
[a, ;). ha pedig x = ab, akkor az [E,b] ktervallum,
Kovetkezésképpen

1 1 1
— dy =, b & <x=ab,

JI = =
O ) 7

b

L
fﬂ#]—(b“ﬂ}‘:-{;d}l—mlﬂz, ha ab=x-<ph3,

[
hx)=0, ha x=a® vagy x=p,

Ery péida felrételes sir Ay meghatdrozdsdra. Tegyllk
hogy ismeretes a § és { fliggetlen valészinliségi viltozdk elmﬂiﬁm
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ban valamilyen okbdl kifolyblag csak az Osszegiiket tudjuk mérni, kiilén-
killén egyiket sem. Hatdrozzuk meg & feltételes slriségfliggvényét az
n=§+ =y feltétel mellett. Az eljirds illusztrilisdra tekintsilk azt az
esetet, amikor £ és { exponencidlis eloszldsidak (1. az 5.9 szakaszt) 4, ill.
4 paraméterrel, slirfiségfliggvényeik tehdt

Ae=**, ha x=0;
pe=*, ha x=0.

Megtartva a 3.10 szakasz jelGléseit és figyelembe véve a (3.10.12) formu-
lit, ar adddik, hogy

)= pe "0, ha 0=x<y,
EIDf()=Ape 0" e"A%, ha 0<x-<y,

¥
J-s{ylx]ﬂx]it=%{r“—-="’}, ha y=0 1#p,

T

e
J'{-1'|J'}={A-F}T:";m. ha O=x-<y.
A dl=4p esetben azt kapjuk, hogy
1
.I"{rl.:-'}=? ba Q=x-=<y,

vagyls a &+ { =y feltétel mellett egyenletes eloszldsii a (0, y) interval-
lumban.

3.15. Eloszlisok keveréke. Ha ditaldban egy F(x) eloszldsfiigg-
vény egy diszkrér vagy folytonos « paramétertdl fiiggd F(x, «)
eloszldsfilggoény-sereg sulyozott ditlaga, pontosabban

F() = [F(x, 0)p(e) do, (3.15.1)

ahol p(a)=0 és [p(a)dx =1 vagy

F(x) = “.,f,' Fix, a)p(e), (3.15.2)
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ahol p(x) =0, ill. 2 p(a)=1, akkor az F(x) eloszldsfiigguényt

"
(ill. azt a valdszinliségeloszldst, melyet F(x) a szdmegyenesen
meghatdroz) a: F(x,«) eloszidsfiigevénysereg (ill. az ditaluk
meghatdrozott valdszinfiségeloszidsok) keverékének nevezziik.
Ha az F(x,o) eloszlisok folytonosak, vagyis léteznek az

fix, u}:ait Fix, o) siirliségfliggvények, akkor az F(x) elosz-

Es is folytonos és az f(x)=F'(x) slirlségfiiggvényre fenn-
Il az

1) = [£x, )p () da, (3.15.3)

ill. az
flx) = gf{x, o) p () (3.15.4)

egyenlfség. Az F(x, ) eloszlisok azonban lehetnek diszkré-
tek is, st lehetnek egyesek diszkrétek, mésok folytonosak,
A 3.4, szakaszban emlitett kevert eloszlistipus elnevezését is
onnan kapta, hogy az tulajdonképpen nem egyéb, mint silyo-
zott dtlaga egy diszkrét és egy folytonos eloszldsnak és igy
(3.15.2) ala tartozik. Eloszlasok keverése szerepel'pl. a (3.10.11),
(3.13.1) formuldkban is. Ezekben az atlagolt eloszlisok egy-
ben feltételes eloszlisok is, és a formulik F(x) meghatiroza-
st célozzdk az F(x, z) eloszlisok ismeretében. M4s princi-
pium alapjin is létrejihetnek azonban keverékeloszlisok, és
gyakran a probléma abban 4ll, hogy egy keverékeloszlast
dsszetevlire bontsunk, pl. F(x, ) analitikus alakja ismereté-
ben (1. [21]).
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3.16. Az egyiittes eloszlds értelmezése, Ha E1s €24 -oes €, valoszi.
niiségi valtozdk, akkor ezeket dsszefoglalhatjuk a

i o ':'511' E.‘.h manp 'E.}

valészinfiségi vektorviltozéba. Ez az n-dimenzids tér egy vé-
letlen helyzet(i pontja. Ha E az n-dimenziés tér egy tartoménya,
akkor megadhaté annak a valdszinfisége, hogy £ ebbe a tar-
toményba essék, tehit a -

P(E€E) (3.16.1)

valdszinfiség. Akir ismerjiik ezeket konkréten, akéir nem,
mindenesetre elvben létez8 valészinfiségek, melyeknek megvan-
nak a valészinfiség I., II., III. tulajdonsigai (2 szerepét az
n-dimenzibs tér Osszes pontjainak a halmaza tdlti be).

A (3.16.1) valdszinfiségek Gsszességét a £ valosziniiségi vek-
torvdltozd eloszldsdnak vagy mdsképpen a E,, &, ..., £, vals-
szinfiségi vdltozdk egyiities eloszldsdnak nevezziik.

A gyakorlatban a (3.16.1) valdszin(iségek kozil csak egye-
sek, mégpedig altaliban az egyszerli alaki E tartoményokhoz
tartozd valdszinfiségek érdekelnek benniinket. Ami a vald-
szinliségi vektorvaltozék eloszldsainak tipusait illeti, két fon-
tos esetet emlitlink meg, a diszkrét és a folytonos esetet.

A § valdszinfiségi vektorvdltozdt és ennek eloszldsdt is diszk-
rétnek nevezziik, ha { az n-dimenzids tér vektorainak egy
Xy, X3, ... Véges vagy végtelen sorozatdbdl veszi értékeit. Vild-
gos, hogy & akkor és csak akkor diszkrét, ha valamennyi
€14 82, oous &, komponense diszkrét.

Ha a &, &, ..., &, diszkrét valdsziniiségi véltozék lehetsé-

ges értékei rendre

v phl 1) 5
'El'x{l ]l'x{: [ UL LN ]

S b | -
I;z--rj .I;], sy

)
'EHI-I'T] Jx] ¥ orary
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akkor a
g = {Ei: Ejl aaug 'E.n}
valdszinliségi vektorviltozd lehetséges értékei az
(i . (3.16.2)

vektorok kozott vannak, ahol iy, i;, ..., i, egymdstdl figget-
leniil befutjik a pozitiv egész-szimokat. Minden ilyen vektor-
nak van egy valdsziniisége:

Fil.q-l.:h--..in = P{‘Ei - xi::.: E; = xi:]r LY E. L] J:E:j). [3..175.3}

ezek kozill egyesek esetleg O-val egyenlfk. A (3.16.3) vals-
szinliségek Osszessége egyértelmilen meghatirozza a (3.16.1)
valoszinfiségeket, ui.

P(CE) = F Pty ie  (3.16.4)
) (<5 2 s )

Megforditva: a (3.16.1) valésziniiségek egyértelmiien meghati-
rozzdk, s6t tartalmazzik a (3.16.3) valdsziniiségeket, mert ha
E az egyetlen (x{!, x{P, ..., x{") pontbél 4ll, akkor

P(SEE) = Piyizynnstn
Ha a (3.16.1) valésziniiségeket valamennyi i, i,, ..., i, szdm-
rendszerre dsszegezzilk, 1-et kell kapnunk:

= ],
n.rz§- ‘,I‘p;t! EI !---!{n

Ha van olyan h(xy, x3, ..., x,) =0 n-vdltozés fiiggvény, hogy
az n-dimenzios 1ér minden E tartomdnya esetén =

PEEE) = [[...[ hixyy %2, ooy x) dxydxs...dx,, (3.16.5)
E

akkor azt mondjuk, hogy a & valdszinliségi vektorvdltozd foly-
tonos eloszldsu, vagy mdsképpen, a &, &,, ..., &, valdsziniiségi
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vdltozék egyiittes eloszldsa Solytonos. A h(x,, x,, ... x) fiiee-
vén iyt az E.!:ﬂ.izkif uggvényének vagy r:* pﬂiﬁ:ﬁéﬁfgg{ﬁ-
tozok egyiittes stir(ségfiiggvényének nevezziik.

Ha az E tartominy maga az n-dimenziss té
PEERl 1o r, akkor

II.i.f&{xl.xh.",x.]cirldr;..,a!.r_=1. (3.16.6)

—_—— = -

A silirliségfiiggvény in lj indig 1-
s gfil Y integrilja az egész téren mindig 1-gyel

A (3.16.5) formuléra timaszkodva beldthaté, hogy ha a
YL valészinfiségi viltozék egyiittes ﬂmﬂﬁuﬂfamn—
nos, akkn_:rr £10 634 ouuy & kiSzidl tetsz8legesen sokat kivélasztva,
ezek Es'jfﬂth‘.‘.?: eloszldsa is folytonos, amelynek sfirliségfiiggvé-
nyét dgy kapjuk meg, hogy a h(xy, 23, ..., %) fiiggvényt mind-
azon valtozdi szerint integréljuk (— eo-t8] + ==-ig), amelyek-
nek megfelels valészinliségi viltozék nem szerepelnek a ki-
vélasztottak kézétt, Ha az els8 k-t valasztjuk ki, akkor tehst
§1, &2, ..., & egyilttes srfiségfiiggvénye:

J oo [ BB o, oo %) Ay gy, (3.16.7)

-— =

z;é TR valdsziniiségi viltozdk egyiittes eloszldsfiigg-
" a

H(xy,x5,...,x) =Py <=x,, £1=x,, ..., Ee<x) (3.16.8)
n-vdltozés fiiggvényt értjiik.

Ez a fiiggvény mindegyik véltozéifnak % "
ken§ és balrél folytonos fi fﬁ:ﬁrﬁﬁm n nem-csik

H(~, x,, ..., W =H(x,, — oo, ceey X)) =
= .y = H{xj,xg, TR —m} — ﬂ; ,Jlfr::-:m-J W?_"’Dﬁ;l =Ir
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vegill fenndll egy, a (3.8.2) egyenlfséghez analég egyenld-

ség is.
A H(xy, x;,...,x,) fiiggvényben bizonyos viltozék . he-

lyébe oot helyettesitve, megkapjuk a t8bbi véltozénak meg-

 feleld valészinliségi véltozdk egyiittes eloszlésfiiggvényét. f

pl. &1, &1, ..., & egyiittes eloszlasfiiggvénye a kivetkezs:
H(xy, x3, .. X3, o0, ..., 20).
Ha a §,, &3, ..., &, valészin{iségi viltozdk egyiittes eloszlisa
folytonos, akkor (3.16.5) alapjén
Hixy, X35 oonp X)) =
O (3.16.9)
= | | o [ by s oo, ) duduy .. du,,

ahonnan kovetkezik, hogy
E'fol. A3 1.-&
0x,0x,...0x,

Megforditva, ha létezik a (3.16.10) egyenldség bal oldalin
all6 parcidlis derivalt, akkor az eloszls folytonos, slir(iség-
fliggvénye A(x,, x;, ..., x,), (3.16.10)-b8l ui. egyszerfien ké-
vetkezik (3.16.9), ebbéil pedig bebizonyithaté (3.16.5) is.

3.17. A feltételes eloszlis- és ény. A &y,..., &
valdszinilségi vdltozdk £,.,=Xy4q, ..., E,=x, feltétel melletii
Seltételes eloszldsfiiggvényét az

F{xl! rasy -1'1:|11r+:1 ...,I":I —
— P{‘Ei X vany f;-:ngfh,z = Xp4gs 0o, .E. — xﬂ-}l

-_— h{xl, x:, sy xl}. {3.16.10}

ill. az
FUXyy ciny XpdXg 4 15 oovs X)) =

= lim ... lim P(§, <x,, ..., <Xl =l =X+
-ﬂ-tt”-tﬂ hn—l'ﬂ

+Mt+1, . sk IHEE.':I.+.&I"}
§ Prikopa: Valdazrinfsbgelmélet
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egyvenldséggel értelmezziik, attdl fiiggden, hogy a feltétel vals-
sziniisége pozitiv, vagy 0. Utébbi esetben még a hatirérték
létezését is fel kell tételezniink. Ez a hatirérték, tovabba a

E?"F{x,...,x|x ) it
1 aﬂﬁ .t-..ﬂk.:kl —"} :fl:xi" Rl I#I'r-l:+ Iz ==ny I-}

Un. feltételes siirliségfiiggvény is mindig létezik, ha &, &,, ...k,
egyiittes eloszlisa folvtonos és

h(xy, x5, ..., x,)
it +vevital
ahol a szdmldléban £&,,&,,..., &, a nevezében pedig

£i41s o0 &, egylittes siirliségfiiggvénye all. EbbSl egyszeriien
adddnak a (3.10.11) formuldk Altalidnositdsai.

3.18. Valészinfiségi véltozok és vektorviltozdk fiiggetlensége.,
A &, 8;. ..., &, valdsziniiségi viltozékat fiiggetleneknek nevez-
ziik, ha bdrmilyen a,=b,,a,=b,,...,a,=b, szdmok esetén
fenndll a

P(’h E'El -—"'-‘511 a;= '52 ""—"'ﬁzs Les g “néenébn] - (3.18 1)
= P(a,=§,=b,)P(az¢;=b,)...P(a,=8,5b,)
egyenliség.

Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy a &, &,, ..., £, vals-
szinfiségi valtozdk egyiittes eloszldsfilggvénye egyenls az egyes
eloszlisfiiggvények szorzatival, tehat

H(r,, K2 avay I_,T:l =Fl{xljF1(‘r1}‘"Fﬂ{In ®

_'.ﬁ:..rl, ....,Ikl..r#+|,. e .T"} -

kg

ahol
Fl(xi}='P[£l-=:xl]? i= 1: 2:- wrny M (3-t311}

Diszkrét eloszlis esetén a fiiggetlenség feltétele ekvivalens
azzal, hogy

Pty =xi 8 =2, .8 =2 =

1 2 (3.18.3)
= Figy = 'rﬁ'}}‘F{El = x}:: ].]'"P(‘-.rr = .:'L",-::}J‘

vaLszin(sécr vALTOZOK £s VEKTORVALTOZOK FUGGETLENsEGE 115

Ha §,,%,, ..., &, fiiggetlen valészinfiségi véltozék, és kiilsn-
kiilén folytonos eloszlésiak, akkor egyiittes eloszldsuk is foly-
tonos, és egyiittes siirliségfiiggvényilk egyenl§ az egyes sfirii-
ségfiiggvények szorzatdval;
B(xys X34 o0 Xa) = f1(x0)f2(%2) . S (3

filkd =Fi(x), i=12..,n (3.184)
Megforditva: e feltételbs] kivetkezik a valészinfiségi valtozék
fliggetlensége.

Beszélhetlink val6szinliségi vektorvaltozok fiiggetlenségé-
rél is.

"'1 §‘__{$ll 'E:: N Ky 'En.}:- ﬂ=':]h * ﬂzl LT ﬂ'r):. '”:i-_':z{ci ¥ c: r--ﬂ':;}
valdsziniiségi vektorvdltozdkat fiiggetleneknek nevezziik, ha bir-
milyen ay=b;,i=1,2,....n; ¢;=d;, i=1,2,...,r;..., u;=v,,
i=1,2,...,5 szdmok esetén

P[EIE Eiéﬁhi =1, 2:- ey M, clémé"fhi - ]2 seay Iy
anny Hlétlél’l,i = 1, 2, seag J':l —
= P[ﬂtéEiEbi‘ E = ].. 2,. ey H}P{flé H!Ed[. l.' =] I-. 2. vamy l']'...
W PlEl=,i=1,2, ..., 9. (3.18.15)

Ha az egyes vektorvaltozékon beliil a komponensek is fiig-

getlenek, akkor (3.18.5) szerint a rendelkezésre 4ll6 n+r 4+ ... +5

szdmi valészinfiségi valtozd fiiggetlen.
Bizonyitis nélkiil megemlitjik a kdvetkezd fontos tételt,

Térel. Ha a §,n, «oy § valoszinfiségi vektorvdltozék fiiggetle-

nek és f(xy, %3, ..., x,) egy n-viltozés, g(x,,x,,...,x,) egy
r-vdltozés, ..., k(x,, x3, ..., x,) egy s-vdltozds fiiggvény, akkor az

f('fl ¥ '52.* aesg E.}
&My s M2y <oy Ma)

B s vl
valoszindiségi vditozok fiiggetlenek,
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E tétel egyik alkalmazdsi mddja a kévetkezd: Meg akarjuk
hatdrozni bizonyos &, &3, ..., &, figgetlen valdsziniiségi val-
tozdk dsszegének az eloszlasit. ElSszbr meghatdrozzuk &, + £,
eloszlasat. Mivel a (£,, &;) vektor fiiggetlen £,-t6l, az elGbbi
tétel szerint £, + &, is fliggetlen £,-t6l. Ennek alapjin meg-
hatirozzuk &, + &, + &, eloszlasat s. 1. t.

Végtelen sok valdszinliségi vdltozor, ill. valosziniiségi vektor-
vdltozdt akkor neveziink fiiggetlennek, ha akdrhogyan is vdlasz-
tunk ki kdziiliik véges sokat, fiiggetlen valdsziniiségi vdltozdkat,
ill, valosziniiségi vektorvdliozokar kapunk.

Példa. Bolyongds a szdmegyenesen és5 a stkon. Tegyllk fel, hogy egy
pont a szimegyvenes 0 pontjibdl elindulva ugrisszerli mozgdist végez.
Minden egyes ugrds torténhetik eldre, vagy hatra, de mindig a sromszédos
egész értékll pontok valamelyikébe. Feltessziik még, hogy minden egyes

1
esetben = a jobbra, ill. balrahaladds valdszin(isége, &5 az egves ugrisck

egymdstdl flggetlenek.
Definidljuk a £, £3,... valosziniség viltordkat a kdvetkerd modon:

Ei=1, ill. —1 aszerint, amint az i-edik ugrds jobbra, ill. balra torténik.
Az ugrdsokra vonatkozd feltételink kovetkeziében &, £s,... fliggetlenek,
tovabba

1
PfE:—l}——z‘.
sl
P = — =
= _‘i!

A bolyongd pont helyét az n-edik lépés (ugrds) utdn az
=&+ 84+

val6szinfiségi véltozd adja meg. A bolyongds problémajdval az 1.8 szakasz
példdjdban is foglalkoztunk, de ott mis feltételbdl indultunk ki. E két
feltétel azonban ugyanarra az eredményre vezet, mostani feltételiink alap-
jdn ui. belithatd, hogy

' i 1

Plia=k)= ["_k)i;- ha n—k pdros.
2

Ha n—k pdratlan, akkor az n, =k esemény lehetetlen.
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Hasonléan értelmezhetd a sik rdcspontjain térténd boelyongd moz-
gds, a kilonbség csak az, hogy minden egyes pontbsl négy szomszédos
pontba léphet a bolyongd pont. Feltessziik, hogy az ugrdsok egymastol

figgetlenek és mindig mind a négy lehetdség valbszinfisége % . Most

az j-edik ugrist egy §. valbsziniiségi vektorvdltozéval jellemezhetjiik,
mely az (1,00, (0, 1), {(—1,00, (0, —1) értéket veszi fel, mégpedig mind-

=
egyikel T valdszinliséggel. £, ., ... fliggetlenek, a pont helyzetét az

n-edik lépés utdn az
’_?nzfl +£: ++§rl

vektor adja meg. A §.={£... £:2) valbsziniiségi vektorviltozd kompo-

nensei nem fiiggetlenek, mert pl. P&, =0)= -;- s P(Ez=0)= % , de

P(5iu=0,:=0)=0,
. Az 5=k valbszinliség meghatdrozisa végett célszerii a bolyongdst
atlos irdnyba térténd ugrdsokkal kovetni, amint az a 33. dbrdn lithatd,

1 <>

33, 4dbra

Ez is bolyongd mozgdsként foghatd fel, melynél az i-edik ugrist jel-
lemzd §, valészinfiségi vektorviltozo az (1, 1), (—1,1), (=1, =1), (1, =1)

1
értékeket veszi fel, mindegyiket r valoszinfiséggel. Konnyld beldtni,
hogy a {i = ({11, §i:) valdsziniiségi vektorviltozé komponensei fiiggetlenck,
és a 41, ill. —1 értékeket veszik fel, mjnd:ﬂik:t% valbszinliség-
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gel. Minthogy a {i, {1, ... valosziniiségi vektorvdltozok fiiggetlenek, és
mindegyik Miggetlen komponensekbdl all, a £y, £z, $205 £22,5 0. vald-
sziniiségi vdltozdk fliggetlenek. Ez a tény lehetdvé teszi a
F;El+t:+"'+tn=m:{mll m.l‘}

esemény valﬁsz[nﬁs:gén:k egyszerii meghatdrozdsit, ahol m a sik vala-
mely ricspontja.

Mivel £is, E2iyeee 88 &4z, 22, ... & szimegyenesen végbemend bo-
Ivongasokként foghatdk fel,

"
fam ]

=P( Zltu=m, 2 fu=m:)=-P( 2 b =m-)
{= 0 I=1 i

]

i

ha m=—m; &5 n—my paros. A p.=m esemény cgyébként lehetetlen.

Megjegyezzilk még, hogy E:u:.{u & &y £z kbzdtt az alibbi kap-
csolat dll fenn:
Lon=E&n— i

Er: =‘EH + 'Ellr
Ugyanilyen kapcsolatban vannak p. és 7. komponensei is.

3.19. Ekvivalens valisziniiségi véltozdk. 4 &, &,, ..., &, vald-
sziniiségi  vdltozdkat ekvivalenseknek nevezzitk, ha minden
r(l=r=n—1) eserén a koziilitk kivdlaszthato valdsziniiségi vdl-

tozd r-esek egyiittes eloszldsa azonos (r-16l természetesen fiigg-
het ).

I. példa. Ha &, E....E. azonos eloszldsiak és fiiggetlenck, akkor
ekvivalensek is. Az dllitds nyilvinvald. Ha valdszinliségi valtozdink kdzos
closzlasfiiggvénye Fix), akkor bdrmely valbszinliségi viltozd r-es egyiittes
eloszlisa Fix)F(x:)...Flz:).

2. példa. Mintavéiel véges sokasdghdl. Egy urndban van N-cédula,
melyek el vannak ldtva bizonyos xi, X1,..., %, szdmokkal, Egymds utdn
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véletlenszeriien kivalasztunk (visszatevés nélkill) n-et. Jeldlje &, az if-edik
cédulin 4ll6 szdmot. Ekkor a &, £3,..., &, valdsziniiségi viltozdk ckviva-
lensek.

Az dllitds bizonyitdsa egyszerli, ha az r;, szdmok kOzdott nincsenek
egyenlok. Feltehetjilk, hogy ezek aszdmok 1, 2,..., N. Marmostaz 1, 2,.... N
szAmok tetszhleges 1y, i2,..., In n-ed nﬂtﬁl}'ﬂ {mn&étl&s nélkiili) "I’Hﬂi.i:].ﬁjﬂ.
esetén

1 i
N N=1 N—=n+1

A (&s, E1,eeny £4) vektomnak csak ezek a varidcidk (mint vektorok) a lehet-
séges értékei. Ha a &, =i, események kiozill r-et kivdlasziunk, akkor ezek
egyiittes bekivetkezésének a valdsziniiségét gy kapjuk meg, hogy a fenti
valGszinliséget annyiszor vesszilk, mint ahdnyszor a fennmaradd n—r
pozicidban a fennmaradd N —r egész szdm az Osszes killonbdzd modon
elhelyezhetts. Ex a szim (N —r)(N—r—1)(N=n+<1), tehit a §;=i;
események koziil birmely r esemény egylittes bekivetkezésének a vald-

szinlisége
(IN—P Y (N=r—1) - (N=n+1)
N(N=1)--(N=n+1)
Az dltaldnos eset bizonyitisdra nem tériink ki.

3.20. Feladatok. 1. Egy 4 esemény indikdrorvdltozdidn a kivetkezd & = §w)
valészintiségi viltozdt értjiik: E(w)=1, ha wed,»(w)=0, ha w¢d. Raj-
zoljuk fel & eloszldsfiiggvényét.

2. Legyen £ siiriiségfiiggvénye f(x). Hatdrozzuk meg ¢* silirliségfiiggvé-
nyét.

3. Legyen £ és n egyiittes slirfiségfiiggvénye a kvetkezd: hix, Y =x+»,
ha 0=x=1, 0=y=1, hix, ) =0 egytbként. Hatdrozzuk meg £+ n
stirliségfliggvényét.

4. Legven & slirliségfiiggvénye de =, ha x = 0 és 0 egyébként, n slrliség-
fiiggvénye e~ ", ha x=0 & 0 :n‘ébként legyenek tovibba e valdszini-
ségi viltozdk fﬁmetl:nsk Hatarozzuk meg Efn slrlségfliggvényét.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha £ és 5 azonos, folytonos eloszlisi és fUgget-

1
len valbszin{iségi vdltozdk, akkor P(§ =n)= ik

6. Az (a, b) intervallumban egymistd]l fliggetlen és wéletlenszeriien
(egyenletes eloszlds szerint) vilasztunk n pontot. Jeldliék ezeket £1, &2, i €ne
Hatdrozzuk meg az #n=max (£, £2...., &) €5 a {=min (§,, §2,..., §0)
valbszinliségi valtozdk stirliségfiggvényeit.

7. Legyenek &11. 812, E21, £22 fliggetlen valészindiségi viltozok, melyek
csak a 0 és 1 értékeket veszik fel, mégpedig P(E..=1)=P(fn=1)=

.F[E!=l.:|E.t=|11p Eu—hr}
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1
=P(§ =l)=P(E::=lJ=E. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a

€is §12 determindns értéke —1,0 ill 1.
€1 £z

8. Legyen F(x) a § valoszinliségi viltozd eloszlisfliggvénye. Hatdroz-
uk meg §-nek a § =K feltétel melletti feltételes eloszldsfliggvényét, ahol
K valds dllandd és P(f = K)=0.

9. Legyen £ és 5 két azonos eloszlisd, figgetlen valbszinfiségl val
kozds slirliségliggvényiik " R
x2

1 =%
e y — GO I X - 0o,
f!#

Bizonyitsuk be, hogy a (£, n) véletlen helyzetl sikbeli pont p = YE F n?,
@ =arc tgg- polirkoordindtdi fggetlenek és hatdrozzuk meg ezek siirii-

ségfliggvényeit.
10. Bizonyitsuk be, hogy (3.11.1)-b8] kévetkezik (3.11.2) &3 megforditva.
11. Tekintsilk azt a kisérletet, mely egy (0, 1) intervallumbeli szdm
Wﬂ?ﬁl%ﬁ; ]ﬁ;l L:mmﬁ annak u:i valbszinlisége,
szdmot az (a, A t dlasztjuk. Definidlj
kdvetkezd valosziniiségi ?ﬂmﬂ:m = s

flx)=f, bha x k-adik tizedesjegye J,
0=x=1; j=0,1,..,9; k=1,2,...

Abrizoljuk az f,(x), f2(x),... valdsziniistgi véltozékat, mel tao,1
intervallumban értelmezett figgvények és b?znnﬂtmk b:mhﬂrﬂzmhguh?

' 4. FRiezeT

VALOSZINUSEGI VALTOZOK JELLEMZOI

A vérhatdé érték
A szbris
Korrelécid

Valdszinfiségi viltozék tovdbbi jellemzi adatai



A VARHATO ERTEK

4.1. A virhaté érték értelmezése. A virhaté érték majdnem
olyan régi fogalom, mint a valészinlség, mindkettS létrejot-
tében nagy szerepe volt a szerencsejatékoknak. Elfsegiti tehat
¢ fogalom megértését, ha utalunk arra, milyen jelentfsége van
a szerencsejitékoknal. Tegyiik fel, hogy két egyén jatszik egy
jatékot. Az 1. jatékos a jaték kimenetelétd] fiiggben r kiilon-
btzd 8sszeget nyerhet, legyenck ezek

xi ¥ Ii, TET I,.
Az x,, X3, ..., X, s5ZAmok kozdtt negativok is lehetnek, ezek
a veszteséget jelentik. Az el&bbi nyereségek mindegyike bizo-
nyos valdsziniliséggel fordul eld, jeldljék ezeket

ProPas covs Pes
Ha n szami, egymastdl fliggetlen jatékot jatszanak, az 1. ja-
tékos 4ltal nyert 8sszeg (mely negativ szdm is lehet):

kl.rl +k11‘; + ama +k,.l.'”

ahol k, az x, ﬂ{mg nyereségének gyakorisiga. Ha n eléggé
nagy, akkor a ‘nagy szdmok tdrvénye szerint

~ ﬂ = p E = p — = p
n 1. H 1’. LR ] H F#
Az 1. jatékos altal nyert Ssszeg egy jatékra esd része

klx1+k;x;+..+ +er, _—'IIE‘I'xjﬂ'I‘.""'I,E i
n n n M

== Xy P+ Xapa+ o T X Py
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A jatékok szdmit egyre novelve, az 1. jitékos nyereségiisz-
szege egyre inkdbb megkdzelitia jobb oldalon all6 &sszeget,
ezt az 1. jatékos nyereménye virhatd értékének nevezziik.
A jaték az 1. jatékosra nézve elSnyds, ill. hitrinyos aszerint,
amint a virhatd érték pozitiv, ill. negativ. Ha a varhaté érték
0, akkor a jaték méltdnyos.

A valoszinliségelmélet mar régdta kindtte a szerencsejitékok
kereteit. Ma mér kisérletekrdl beszéliink jatékok helyett (ami
specidlisan lehet jaték is) és valészinfiségi valtozdkrdl nyere-
meények helyett. Viltozatlanul érdekl&désre tart azonban szimot
egy valdszinfiségi véltozéval kapcsolatban egy olyan szim-
érték, melyhez a kisérlet egymds utdni végrehajtdsa sordn nyert
szdmértékek szdmitani dtlaga konvergdl, ha a kisérletek szdma
minden hatdron til névekszik. Ez a konvergencia igen &ltald-
nos feltételek mellett teljesiil (1. a 9. fejezetet) és a hardrériék
a & valdszinliségi vdltozo vdrhatd éridke, amelyer M(E)-vel je-
loliink, és a kovetkezdképpen értelmezziink.®

Diszkrét eset. Ha £ lehetséges értékei x,, x5, ..., é5 ezeket
rendre a p,, p;, ... valdszinfiségekkel veszi fel, akkor
M{E} == “z Ilpi. (4-14.]]

* A kivetkerd hirom definicidt az Gn. STIELTES-integral segiiségivel egvetlen
definfcidba foglalhatjuk éssre. Eszerint

M{f)= [ xdF(s),

Altaliban, ha Fix) egy IMIT moncton Figgveny ¢a g(x) egy tovibbi Muggvény, akkor
a glx) flggvény Fix}-re vonatkomatont STELTIES-integrdljin &

e
lim E #lxad (Flxn 4 1) - Flx3)
Sup [Tk 41 =3u)==0

hatdréridket értjilk. Ezzel a formuldval egyben a fenti hirom kategdridba nem tartozd,
tehit m gyakorlatban eld mem forduld, mesterségesen konstrudlt eloszlisokhoz is horzd-
rendelhetlnk wirbatd dridket, feltéve, hogy

I 151dF(x) < .

—

Az ilyen eloszlisokkal azonban & konyv keretein beld] nem foghalkozunk.
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Végtelen sok x; esetén feltessziik, hogy a jobb oldalon &ll6
végtelen sor abszolit konvergens, kiildnben a vérhatd értéket
nem értelmezziik. Erre a feltételre azért van sziikség, mert a
£ valdszinliségi valtozd lehetséges értékeinek egymdsutini el
rendezése onkényes, marpedig ha egy végtelen sor csak kon-
vergens, de nem abszolit konvergens, akkor a tagok alkalmas
dtrendezésével tetszdleges dsszeget llithatunk eld, sét a (4.1.1)
végtelen sort divergenssé is tehetjiilk. Az M (£) varhatéd értékeét
tehat csak abban az esetben értelmezziik, ha

;'E | %Py = ==, (4.1.2)

killénben azt mondjuk, hogy £-nek nincs vérhatd értéke.
Ha £=¢==4illandé, akkor p(§ =c)=1, tehit M(&)=c.

Folytonos eset. Ha & folvtonos eloszldsu, sfirfiségfiiggvénye
fx), akkor

ME) = [xfx)dx. (4.1.3)

A diszkrét esethez hasonldan, feltessziltk hogy

Il.rlf{x} dx < =, (4.1.4)

killonben a varhatd értéket nem értelmezziik.

Kevert eset. Ha & kevert eloszldsiu valdszintiségi vdltozd és
p;=P(E=x), akkor

M@ = [xf()dx+ T xip, (4.1.5)
Seltéve, hogy T

i dx+ 2 xlpi <=, 4.1.6)

killsnben a wvarhatd értéket nem értelmezziik.
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Mivel a varhaté érték nem fiigg a valdszinliségi véltozd
konkrét jelentésétdl, hanem csak az ecloszlasatél, a varhatd
ertéket a § valosziniségi viltozd altal a szimegyenesen léte-
sitett eloszlds vdrhaté értékének is mevezziik. A varhaté ér-
tékre tobb példit a specidlis eloszlasokkal kapcsolatban és
az ezutin kivetkezd fejezetekben tirgyalunk. A fogalom il-
lusztrélaséra azonban néhdnyat itt is megemlitiink.

MindenekelStt a diszkrét és folytonos eloszlds esetére meg-
emlitiink egy-egy példat, amikor a virhatd érték nem létezik.

1. péida. Egy urndban van n piros és 1 fehér golyd. Egymés utdn hizunk,
mindig egy golydt, a kihizottakat minden egyes hizds utdn vissratesszik,

és minden egyes hizds utdn még egy piros golydt tesziink ar urndba.
Jeldlie & annak a hizdsnak a sorszdmét, amikor elészér hizunk fehér

golydt. § az 1,2,... értéket veszi fel, mégpedig a valdszinfiségek szorzdsi
szabdlya alapjdn

" ‘n+1“_n+k—2 1 _ H

n+l n4+2 ndk—1 n+k (+k—Datk)

A pe valbszinliségek Ssszege 1, mivel

Zr=2 =y )=

Pu=P(E=k)=

et Kenk(k+1) woalk k41

N
1 1 "

=nli EE— — =1.

HHLTEE:[E -ﬁ:+1] H!J.".E(I N+!] I

Eszerint annak a valbszinlisége, hogy elSbb-utébb fehér golydt hidzunk, 1.
M(£) azonban nem létezik, ill. azt is mondhatjuk, hogy M(£)= oo, Ui.

- 1
M = = —
©=2 kn nZk it k—1)(n+ k)

£y

Ha pl. egy hivatalban a miénkkel egyltt n+ 1 akta van, & amig egyet
elintéznek addig két 1j érkezik, tovibbd minden intézkedés elBtt az aktdkat
osszekeverik, €5 gy vdlasztanak egyet, akkor annak a valészinlisége,

hogy véges idd alatt a miénkre is sor keriil, 1, a virakozdsi idd varhaté
¢rttke azonban végtelen.
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. példa. Egy fényforrisbol egy tile r tdvolsdgra levd sikernydre fényt
buéﬁf:nk- Egyszeriiség kedvéért tekintsilk az ernyd és a fény sikbeli
vetilletét, és tegyiik fel, hogy minden egyes foton — mely réesik az ernydre —

x =
p szoge (1. a 34, dbrdt) egyenletes eloszlish a -——2-', = intervallumban,
vagyis ¢ siriségfiggvénye a

kiovetkezo:
¥

1 T " ___,,.-H

—, ha —=—=x—=-— ""-,,.Hh

0 egyébként. M'*-..

Egy fotont tekintve, jallje n i -!f

annak becsapbddsi helyét (pon-
tosabban a becsapddisi hely ve- i4. dibra

tﬂ]ntﬁi].EkknEﬁilv[ﬁ.nuE tgp,

tehdt a (3.6. ormulit az i

.:=v[x}=r tg x fuggvényre alkalmazva azt kapjuk, hogy n sfrfiség-
fuggvénye a kivetkezd:

r 1
gY)=—r———\, —m=y=oe,

x r +}'1'

n virhatd értéke nem létezik, mivel

I ¥l
ri _i.-.l}ﬂ-

f|,1-|mmr=i j= dy=oo.

Ha egy eloszlds siirliségliiggvénye a kivetkezd alaki:

) r 1

f[}' _“ f1+{_}"—ﬂ}’.
ahol r=0, a pedig tetszbleges valos dllandd, akkor azt Cawchy-eloszids-
nak mﬂk.ﬁ E: =0, akkor az elébbi n valbszinliségi viliozd sfir(iség-
fliggvényét kapjuk. A Cauchy-féle eloszldsnak azonban nyilvinvaléan akkor
sincs virhatd értéke, ha a= 0.

3. példa. Két ember asztaliteniszt jitszik. A gyBztesnek hdrom jtszmdt
kell nyernie. Legyen p és g annak a valdszinfisége, hogy egy jdtszmit az
1. jitékos nyerjen, ill. veszitsen. Egyszeriiség kedvéért tegyilk fel, hogy az
egyes jatszmidk egymdstdl fUggetlenck. Kérdés, mennyi a szlkséges jitsz-
mik szidmdnak a virhaté éréke.

— 0 =2 Y =2 oo,
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Myilvinvald, hogy a mérkézés Ssszesen csak 3, 4 vagy 5 jitszmdbdl

dllhat. Jeldliék p., p., elel
= lié Fge :ﬁi thllm‘:ﬂf & valészinfiségeket, Ezek a kidvetkezd

pr=p'+g*;

Pa=3p*q+3q°p =3pg(p* + g%) = Ipg(l — 2pg):

P =6p’q" + 6g°p* = 6p2q3(p + g) = 6pg?.
Az elsd esetben ui. vagy az 1. vagy a 2. jitékos nyer hirom jitszmdt egymis
utin. A misodik esetben vagy az 1. nyer hirmat &s & 2. egyet, '.ra:}rf:fdritm.

Az utolsét mindenesetre a gydztes nyeri. Az egyes jitékosok Altal nyert
Jatszmékat 1-es és 2-es szimmal jeldlve, a kivetkezd Iehetséges sorrendek

vannak:
A mérkbzést

=k kS
ba e pa M

nyeri
1]
2|
2|

b B ba

Az utolsé szdm ok eldtt azért hiztunk vonalat, hogy feltiintessiik |

szimok permutilhatdk egymds kozétt. A bal oldalon minden sor ULIE:;E
nilsége pig, a Jobb oldalon ¢*p, hirom-hérom sor van mindkét oszlopban,
ichdt ps formuldja helyes. p, meghatdrozdsakor a vonds eldtt mindkét

oszlopban két 1-es és két 2-es van. Ezeknek (;):5 killinbfzd sorrendje
van, és mindegyik sor valbszinfisége a vonds utdni szémot is figyelembe

véve pig?, jll. g*p*. Tehit ia i i :
.'ilijilnﬁep I?tl] . gipt ps formuldja is helyes. Nyilvdnvals, hogy telie-

Patpitps=1

anrmlﬁﬂml:. Ezt egyébként a fenti formulik jin ellenGrizni
A jitszmék szdmét £-vel jeldlve: =En e

M{H=3.Fl+4ﬁ4+sﬁ'u=
=3.FI-+3F1 +3ps + p. +=Fl=3+,F-|+:.F.l=
=3+3pg(1 —2pg) + 12p*g2 =
=3{1+pg+2p%*).
A jobb oldalon 4115 kifejezés a Pq szorzat monoton ndvekvd flggvénye.
Mivel g=1—p és az y=x(1 — x) figgvény maximuma az :-\.'=-;—I:|.l:hr=n

1
van, azért a legnagyobb pg szorzat —-, ennélfogva M(E) a p=g =
2
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esetben lesz maximdlis, mégpedig ekkor
33
M) = 3 =4,125.

Ha tehdt a p és a g szdmokat nem is ismerjiik, annyit mondhatunk, hogy
nagyszdmi mérkizés esetén, minden 8 mérkdzésre 33 jitszmdt szdmitva,
a tényleges jitszmdk szdma egy ennél kisebb vagy ezzel egyenld szdm
koriil ingadozik. Az ingadozds nagysdgdra a szords ad feleletet, melyet
késtbb targyalunk.

4. példa. A BamacH-Gyurix. Banach professzor szenvedélyes dohdnyos
és igen szdrakozott ember. Két zsebében van egy-egy doboz gyufa, minde-

gyiket % valdszinfiséggel haszndlja, ha rd akar gyijtani, Kérdés, hogy

amikor valamelyik dobozt eldszir hiizza el {iresen, mennyi a misik doboz-
ban levd gyufaszilak szdmdnak a varhatod értéke, ha eredetileg mindkét
dobozban n gyufaszal volt.

Tekintsiik azt az eseményt, hogy a bal zsebébdl hiizza ki az iires dobozt,
€ most a jobb zsebében levd dobozban k gyufaszdl van. Ekkor a bal
zsebében levd dobozt n - 1-szer, a masikat n — k-szor vdlasztotta, dsszesen
tehdt 2n 4 1 —k hizdsra volt sziikség. Minden ilven hizdssorozat vald-

g 1
szinlisége iR ezek szima pedig

En—k)
=)
mivel az utolsdé hizdsnak a bal zsebbidl kell térténnie, az eldzd 2n—k
hizds kiézdtt pedig ennyi kiilonbtzd modon lehet a bal zsebbél vald n

szimid  hizdst elosztani. A fenti esemény valdszinlsége tehat

[Zr:;- k} FImTi-k E i~ + Ugyanennyl annak a valoszinlsége, hogy a jobb zsebé-

bil hiizza ki elfszdr az iires dobozt, és most a bal zsebében k& gyufaszdl
van. E két valbszinliség Osszege

_[2n—k) _1 -
n._[ - ]P__k, (k=0,1,2, ..., 1.

Ezek tsszege nyilvdn l-et ad:

¥ Prékopa: Valdazindsbgesl mblet ...



130 A VARHATO ERTEK

A midsik dobozban levd gyufaszilak szimdnak varhatd értéke pedig

n

m—ky 1
]E;:r

" "
MO= 2 ko= 3k
k=0 k=0

4]

Ezt az Gsszeget annak felhaszndldsdval, hogy minden n esetén pr= I,
k=0

ki is szamithatjuk. A szdmoldst nem részletezzik, csak a végeredményt

kdzoljiik :
n41jn+1
M’{E}_( p ]_zh =1.

A Srirling-formuldra tdmaszkodva bebizonyithatd, hogy

H(E}mi_ﬁ, ha n-—oo. [--::—=1.123....

V= n

A feladat dltaldnosithatd tébb doboz, kiildnbozd szdmi gyufaszdl és
kiilonbdzd haszndlati valdszinlségek esetére. Ebben a forméjaban a fela-

datnak nagy gyakorlati jelentdsége van pl. iizletek, raktdrak drukészieté-
nek a vizsgdlatdban,

J. példa. Meghatdrozzuk a 3.1, szakasz 2. példdjdban emlitett valbszi-
niiségi viltozdk virhatd értékeit. Az » valdsziniiségi valtozd az |, 2...,. 10

értéket veszi fel, mégpedig
k 4 1]1:: [k

2
= _ {10 ﬁ] T 2%k+1
Pin=10—k)= = =00
amibél kivetkezik, hogy
i

M{ﬂl'=t2'lll0—k}-“(u= 10—k)=

»

2k +1

10 1
=m-tEkPm=m-k}=m- >k =1,75.
=]

kml

Ez a szim lesz koriilbeliil az eredmények szdmtani dtlaga sok lévés utén.
Elég alacsony érték, ne felejisiik azonban el, hogy feltevés szerint a talalat
egyenld terilletll tartoményokba egyvenld valésziniiséggel esik.

A & valészinliségi vdltozd vdrhatd értékét a (4.1.3) formula alapjdn
szimijuk ki. A slirGségfiggvényt a II1. fejezet 3.4 szakasz 2. példdjaban
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hatdroztuk meg. Eszerint

: 2
M) = 6[ 2ede =

6. példa. Visszatériink a 3.4 szakasz 3. példdjdhoz. A viztiroldban levi
vizmennyiséget megadd £ valbszinfiségi viltozd vdrhatd értéke

M
M(&) = n[:ﬂ(x]n*x+ M [gu]dx.
M

Abban az esetben, ha g{x)=Jde~-* (x=0), ahol i pozitiv 4llandé,
integralissal azt kapjuk, hogy

Mg = % {1 —e—aM),

Kizgazdasdgi vonatkozdsban is felvetédik egy hasonld médon targyalhaté
probléma. Jelilje 5 valamely piacon egy meghatdrozott cikk irdnti keresle-
tet. Ezt valﬁsﬂnﬁsﬁgi villtozénak tekintjilk, feltételezve hogy eloszlisa foly-
tonos (ilyen kbzelitést alkalmaztunk), g (x)-szel jelésljiik a megfeleld siiriiség-
figgvényt. A cikk kindlata legyen egy konstans M szdmériék. Ha £ jeloli
az eladott mennyiséget, akkor ez kevert eloszldsi, melvnek virhatd értékét
a fenti formula adja meg.

7. példa. Vdrakozdsi idfk minimumdnak virhatd éridke. A legkiildnfé-
lébb vonatkozdsban eléforduld varakozdsi idére mint valdsziniiségi vil-
tozéra gyakran feltételezik, hogy exponencidlis eloszldsu, (1. az 5.9 szakaszt),
vagyis az eloszlds siirliségfiiggvénye

Jix)=2e-3x x==0
alaku, ahol A pozitiv 4llandé. Ha ez egy & valoszinlségi vdltozd siiriiség-
fuggvénye, akkor

M= M(E)= Jhc‘ildx = -::—

Tegyilk fel, hogy n szdmii, egyméstdl fliggetlen térténés van folyamatban,
€s jelbliék £, £3,..., £. ezek véletlen hosszisdgi idétartamait. Feltessziik
még, hogy mindegyik exponencidlis eloszldsd; & vdrhatd értékét my-vel,
tnnek reciprokdt, a sfirlségfiggvényben szerepld paramétert pedig 1,-vel
Jeléljlik. Hatdrozzuk meg a

E=min ff|,f_:....., -f.,}
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valdszriniiségi valtozd virhatd értékét. Ha a £~k egy autdbusz- vagy villa-
mosmegilléhoz beérkezd kiildnbézd szdmi autdébuszok vagy villamosok
érkezbséig tartd iddt jelentik, egy dltalunk vilasztott idoponttd]l kezdve,
akkor & a leghamarabb érkezdre vald virakozdsi idd. Ugyanez a helyzet
all eld, ha egy villalatot telefonon fel akarunk hivnoi, &5 valamennyi vonal
foglalt; & ekkor a szabad vonalra val6é virakozési idd. A & valdszin(iségi
valtozd m virhatd értéke igen érdekes Gsszefiiggésben van az egyes vald-
szinfiségi viltozdk m, virhatd értékeivel. Hatdrozzuk meg eldbb £ eloszli-
s4t. Mivel

P(E =x)=Plmin(&,, &, ..., &) =x]=
=1=PEi=x, f1xx,. . b= =
=l—=PEi=x)P(la=x)--Pll.=x)=
=== '1”‘,,""1"”, -.1,.:_]_ =+ Azt iy)x

tehdt £ is exponencidlis eloszldsd, 4, 4 A; + . 4 4, paraméterrel. Ebbal
kévetkezik, hogy
1

|
=M == = -
B e &

n

1 1 1°
— b —
oy iz M

Eszerint £ virhatd értéke egyenld az egyes virakozdsi idok virhatd ériéke:
harmonikus dtlagidnak n-ed részével, Ha pl. n =2, m, =3, m; =6, akkor

= =2

1
1
i

4.2. A virhatd érték néhdny alapvetd tulajdonsdiga. Az alibbiak-
ban a varhatd értékre vonatkozd tételekkel foglalkozunk.
Koziilitk egyescket csak arra az esetre bizonyitunk, amikor a
széban forgd valdsziniiségi viltozdk mind diszkrétek. Tovibbi
tételeket bebizonyitunk arra az esetre 15, amikor a valdszini-
ségi valtozdk mind folytonos,eloszlastak., A felsorolt tételek
azonban egészen &ltalinos érvényiiek,

1. tétel. Ha & korldios, tehdt m,=E=m., akkor lérezik a
vdrhatd ériéke és
m=M(E)=m,.
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Bizonyitds a diszkrét esetre. Feltétel szerint § valamennyi le-
hetséges értéke az m; és m, hatirok kozé esik. Ebbdl kovet-
kezik, hogy

my = m(py+pa+..) = xp+x2p2+... =
= M(%) = my(p, +p2+...) = m;.

Bizonyitds a folytonos esetre, Feltételiinkbdl kivetkezik, hogy
az f(x) slrliségfiggvény O-val egyenlS, ha x <m; vagy x=m,.
Ennek alapjin

m, =mj]:l}m1f(x}tfx§ Txf[x}a'x = M(§)=

iy
Lt
= Im;f(x]dx = M.
m
2. tétel. Ha & vdrhato értéke létezik, €5 ¢ tetszileges valds
szdm, akkor c& vdrhato ériéke is létezik, €s

M(cE)=cM(£).

Bizonyitds a diszkrér esetre. A cf valdszinliség valtozd le-
hetséges értékei cxy, cx;, ..., az ezekhez tartozd valbszini-
ségek pedig valtozatlanul a p,, p;, ... szdmok. A virhato
érték definicidja szerint

M(ck) = E‘-‘x;.ﬂ': e rEx.P. eM(£).

Bizonyitds a folytonos esetre. Ha ¢=0, az dllitds nyilvdn-
valoan igaz. Ha ¢#0, akkor ¢f slirliségfliggvénye:

1 x
g{x) = mf(?)-

Ezt felhasznédlva, az adédik, hogy

L_ L] -

Met) = jxg(x:n = JTIT (%)ﬁ!r _ cfﬂu3du = M ().

= ) - g
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3. tétel. Ha E=0 és M(£)=0, akkor P(=0)=1.

Bizonyitds.® ¢ nem lehet folytonos eloszlis, mert abbél,
hogy fix)=0,

fo{x} dx =0,

kovetkezik, hogy f(x) =0, ekkor viszont f(x) nem lehet siirii-
ségfliggvény. Hasonlé okok miatt & nem lehet kevert eloszldsi
sem, marad tehat a diszkrét eset, Ha

M(£) :.izrtm=ﬁ

¢ x, =0, k=1,2,..., akkor az x,>0 esetben p,=0, tehat
a O-nak x,,x,, ... kizitt elé kell fordulnia, és a megfeleld
valdsziniliségnek I-nek kell lennie. Ez pedig éppen azt jelenti,
hogy P((=0)=1.

4.3. Valbsziniiségi véltozék fiiggvénye virhaté értékének meg-
hatdrozisa. Ha £,, £,, ..., §, n valdszinliségi valtozé, és tekint-
jik ezek n=y(%,, ;. ..., &) figgvényét, akkor n vérhatd
értéke meghatirozisanak direkt utja az volna, hogy meghaté-
rozzuk (pl. folytonos eloszlds esetén) n slirliségfiiggvényét és
M(n)-t (4.1.3) alapjin szdmitjuk ki. Erre azonban nincs sziik-
ség, mert &, £,, ..., &, egyiittes eloszlisa ismeretében M (m)-t
egysier[::hfn is meghatdrozhatjuk. Erre nyujt lehetdséget az
alabbi tétel.

Tétel. Ha £y,%;, ..., 5, diszkrét valdszinfiségi vdltozék, £,
lehetséges ériékei xP), x¥, ... és Y(x,, x;, ..., X,) egy n-vdl-
tozds fiiggvény, akkor az n=y(&,, &,, ..., &,) valdszinfiségi vdl-

12 A 124, oldal ldbjegyzerében megjegvertak, hogy az eloszldsok osrtdlyorisind] em-
liett 4. kategdridba sorolt closzlisokhox is hozzdrendelhets virhatd drpék, mmnﬂﬁ
En- E‘Iilﬁl";:ﬂﬂhttliil éﬂﬁlhhﬁ 3. :E:.:I :mtu:nrﬂ:ujim gvfnyﬂ, mi azonban ctak azxt

Lronyltjuk, hogy eloszlise & diszkrét, & fobyignos & a k ﬂﬂhhhq‘!ﬂﬂa
iijdba tartoxik, akkor Pig=0p=1, e il - S
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tozo vdrhato értéke a kivetkezd
M= 2 G xR e AN

[T TR 1
XPGEy =) & =P, . 6 =20, @D

feltéve, hogy a jobb oldalon dllé sor abszohit konvergens. Ez egy-
ben n vdrhato értékének a létezésér is biztositia,

Ha £, 8,3, ..., §, egyiittes eloszldsa folytonos, egyiittes slirfi-
ségfiiggvényiik

h(xy, X3, ..., X}, akkor n=y(&,,&,, ..., &)
vdrhato értéke egyenld a kovetkezd integrdllal:

M) = | fmfaﬂ-{x;.xz. AT

— e

(4.3.2)
X .Fﬂ:.rn Ay vnny 'Tﬂ] dxltfx;+.+d.x.

feltéve, hogy az integrdl az WY (xy, x5, ..., X,)| fiiggvénnyel véve,
véges. Ez a feltétel biztositia M(n) létezését is.

Bizonyitds a diszkrét esetre. Az n valbszinfiségi viltozd le-

hetséges értékei a
W, 2, L., 2 (4.3.3)

szdmok, mik&zben az argumentumok befutjik az egyes vald-
szinliségi véltozék lehetséges értékeit. Ekézben (4.3.3) tdbb
esetben is ugyanazt a szimot adhatja. Jeldliék y;,»,,... a
(4.3.3) eredményeként kapott killsnbtz8 szmértékeket. Ezek
n lehetséges értékeinek az Osszességét alkotjk. Nyilvanvald,

hogy
P{ﬂ o P.l:] L= E P['E.I == -rﬁ}; 'E_z - -xi:]:- Baa g E. f— :‘:E:]]j

L ES

ahol az dsszegezés minden olyan iy, i,, ..., |, szimrendszerre
vonatkozik, melyre

Wil Al s ) = e (4.3.4)
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Az n valészinliségi vAltozé varhatd értéke
M) = ;nm =W =

= %'Pki'z_'r -P{El = ;Lu, -E; = IE}, e -E: = IE:}],
= ¥k

Ha (4.3.1) jurtrbpldalin el6bb Osszeadjuk azokat a tagokat,

amelyekre teljesiil a (4.3.4) egyenldség, akkor egy csoport-

dsszeget kapunk, amelynek értéke

JJ#F‘Z; P{El = 'ﬂ:ill 'El = J.'E::', Ll En = IE:}},

=ik

Ezek a csoportok kdzds elemet nem tartalmaznak, mésrészt
a (4.3.1) jobb oldalén 4llé tagok mindegyike valamely csoport-
hoz hozzatartozik. Ebbl mér kovetkezik a (4.3.1) egyenls-
ség. Az, hogy a (4.3.5) sor abszoliit konvergens, a fenti meg-
gondolasbol szintén kiadddik.

Ami a folytonos esetet illeti, ezt nem bizonyitjuk, megje-
gyezzilk azonban, hogy az &llitds eléggé plauzibilis. A varhaté
érték ui. — durvén szélva — a lehetséges értékeknek a vald-
szinliségekkel vett szorzatdsszege. Marmost n = (£1, §24 -onrdn)
lehetséges értékei a Y(x,, x5, ..., x,) fliggvény értékei kozdit
vannak, melyeket a

hixy, x3, .., x)Ax,Ax;.. . Ax,

val_tﬁaz[nﬁségckktl szorozva €s dsszegezve, a (4.3.2) integral kize-
lité értékét kapjuk.

1. példa. Lancmolekulik kialakulisa. Visszatérve az 1.8 szakasz 3. pél-
dijiban tdrgyalt problémdhoz, meghatirozzuk a k difunkcids egységet
tartalmazéd molekuldk &, szimdnak a virhatd értékét. Az (1.8.3) formula a
$on £ 15000 £ valosziniiségi valtozdk egyiittes eloszldsdnak a képlete, tehdt
w a L:alﬁszmﬁség;. h-:-g:rmsu =ka, £ = ky,..., En=ky legyen. Tétellin-

a @lxe, Xy,..., XN)=x; liiggvényre alkalmazva, kapjuk,
vel jeldlve &, varhatd érléﬁrﬂ] g ekapinks (o o=

1 - R!
M=—— Jr g ——
d (N+R—I] Jr,+k,+%+n,=n ".i:n!k,.'...kﬁl'

R=1 Jk+2ky+. . +Nky=N

(4.3.5)
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A jobb oldalon dll6 Gsszegben nyilvin elegendd csak azokra a ke, kiy..., kN
értékrendszerckre dsszegezni, amelvekben k;# 0. Ekkor azonban kgvel
egyszeriisiteni lehet és igy

1 b R!
[H-I- R— 1} kot .. +hj—L¥.. . +hy=R-1 kol...(k;—D!...kn"

.'=

R=1 [h+..vjiky-1)+.. +Nkyg=N-J
kj—1m0
A- *ﬂ‘ JJJJJ kJ_Ii E‘f-]i kj‘l'l:-- ap k” Emt fﬂﬂdfﬂ bﬂ,lilrb,l‘-'| bjp
-ﬂ',rrl.- f u-ﬁ‘ﬂ'-l!!ﬂ _'Hl'ﬁh"ﬂ, Az ldﬁdik, hu-p' bH-—j+1 = ..a =-'!"N=u| tekdt
R (R—1)1
7 ] . — :
4 N+R-— 1} a¢+b.+...§,_1,-n_| bylb,!. . byl
RE=1 b+ Qb+ ..+ N=Jby_j=N-]
A 2. fuggelék (6) formuldja felhaszndldsdval tehdt azt kapjuk, hogy
[H—j-!- R—:)
= N+ R—-1}
("z1)

- B NIN=1...IN=j+1 e
=K ":H-&-n-nw+.a-z}..,J:N+R~.f—n‘ =M el

Ha j kicsiny R-hez és N-hez képest, akkor

o R e
M= M] N(H_'+R] [N-{-RJ . J=0.1,....N.

2, péida. Legyen A egy n < n-es nem szinguldris mdtrix, és jeldlje R =(ru)
Cnnek inverzét: R=.A4"". Ha B egy olyan n % n-¢5 matrix, melynek csak az
‘edik sordban &6 k-adik eleme killonbozik 0-16l, és ezt az elemet b-vel
jeldljilk, akkor— mint arrdl mindkét oldal 4 4+ B-vel vald szorzdsa dtjdn
meggyozddhetiink — »

A 'IZR__-_"."RlRIp
{4+ B) T T Rul

LT
ahol R,; az R mitrix i~edik osZlopdbél, R.. pedig a k-adik soriabdl allé
mitrix. Tegyilk most fel, hogy & valdszinliségi vdltozd, &s emiatt jelljik
inkdbb E-vel. Az (A + B)"' métrix fedik sora l-edik elemének varhatd
értéke a fenti.egyenléiség szerint
&

— M
T [l+fﬂ:1

] FpiFui .
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Hapl ryy= — % és £ egyenletes eloszlisa a (0, 4) intervallumban, akkor
tételiinket a yix) = fiiggvényre alkalmazva:

1 4+ rigx

M[;—} = -]-di‘; de=]-— L!In (1 + arw).

14 Eru ad 1l4rex ard,

Ennek alapjin meghatdrozhatjuk az (4 4 B)x = ¢ egyenletrendszer x meg-
oldasvektora komponenseinek virhatd értékét. Hasonld eljirds adhatd arra
az esetre is, amikor B-nek nemcsak egy eleme, hanem egy egész sora vagy
oszlopa killnbdzik 0-tdl, vagy még dltaldnosabban: ha B egy n < l-e5 és
egy 1 xm-es mdtrix szorzata (Gn. didd).

4.4, Osszeg és szorzat virhaté értéke. Az alibbiakban két
valosziniiségi véltozéval kapcsolatban a 3.9, szakasz jelslé-
seire tdmaszkodunk.

I. tétel. Ha létezik £ és n vdrhato értéke, akkor [étezik
{=E+n vdrhatd értéke is és

M(E+n) = M(3) + M(n). (4.4.1)

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6zd szakasz tételét a (x, y) =

= x+y fliggvényre (x; helyeit x-et, x, helyett y-t irunk).
Eszerint a diszkrét esetben

M(E)+M(n) = kZI.p&ghm - ;?jx.grwé‘nlﬁm =
=E;x:’m+22h’m= 22X = M(E+n),
] i k i k
a folytonos esetben
M(S)+M(n) =

= jxﬂx]n‘,r + j: ye(y)dy = fx _rh{.f, ¥ydy dx +

- f.v fh(x,y]-:fxﬂ'y = f jxﬁ{x, y)dxdy +

+ J: J:.ybt{x,y}dxﬂ*y= _r _r{x +))h(x, ) dxdy = M(§+n),
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Teljes indukciéval bebizonyithatd, hogy ha a £,, &,, ..., &,
valdszinliségi valtozdk virhaté értékei léteznek, akkor léte-
zik a &, +&;+ ...+ &, valészinliségi valtozd varhatd értéke
5, €5

ME +8+..+&8) = ME)+ME)+... + M(E,) (4.4.2)

Ha ¢ diszkrét eloszlisi, M(£) 1étezik, és ¢ egy valds 4llandé,
akkor az el8zG tétel szerint M (£ +¢c) is létezik, és M(f+e)=
=M(£)+c. A c dllandé ui. felfoghaté olyan valészinfiségi vél-
tozékeént, amely csak a ¢ értéket veszi fel, Ha azonban £ foly-
tonos eloszlisi, akkor a megfeleld Allitdst formailag tartal-
mazza ugyan a tétel, de sem a diszkrét, a folytonos eset
ald nem tartozik, ezért kiilén bizonyitjuk. A &+ ¢ valészinti-
ségi valtozo silirliségfiiggvénye f(x —c), ahol f(x) & slirliség-
fiiggvénye, tehét

ME+e) = | xfx—)dx = [@+e)fu)du =

= | uftydu+c [flpdu = M) +e.

M (%) definfcidjabdl kbvetkezik, hogy ha £=0, akkor
M) =0. EbbG] és az eldzd tételbSl pedig kdvetkezik, hogy ha
$=n, akkor M(§)=M(n), ugyanis § —n =0 és fgy M(E—n)=
=M —-M@n) =0

2. tétel, Ha & és n fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok, vdrhaté
ériékeik léteznek, akkor létezik a [ =En valdsziniiségi vdltozd
vdrhato értéke is és

M(En) =M (5)M (n). (4.4.3)

Bizonyitds a diszkrét és folytonos esetre. Alkalmazva a 4.3
szakasz tételét a W(x, y)=xyp fiiggvényre, eszerint a diszkrét
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esetben
M(5HM(@n) =

= ':.:dr x:Fc](g?i?k} =
- .iE .:5 X ¥VePilde =
=3 Z XN =
i k
= M(&n),
a folytonos esetben

M(E)M(n) = fxf(xitir Irg{y}iy =

- f- Ixyf{r}s(ﬂdxdy = | [xphix, y)dxdy = M(En).

Teljes indukciéval bebizonyithaté, hogy ha &, &, ..., 3,

fiiggetlen valdsziniiségi véltozék, véarhatd értékeik léteznek,
akkor létezik a £,&,...f, szorzat virhatd értéke is és

M(& &8, 5)=M(EIM(E,)... M(E). (4.4.4)

Tegyiik fel uvi., hogy az allitds igaz n-re, és bizonyitsuk be
ﬂ+ I'IE"- Mi.VE‘l 'E]_: Ez;- LEEY 'Eru 'Epplr[ mﬂﬂ:ﬂlﬁﬂﬂk. ﬂ ‘E_['E:“'E" SI'DI'-
zat fuggetlen £, ,-t6l. Felhasznilva a 4.4 szakasz 2. tételét és
indukcids feltevésiinket, kévetkezik, hogy

M{EIEJ"'E:-EH+ |] =M(£1 '-EI'"EF]MI:EJ:-I-i:}:
=M(EIM(E).. . MEIM(E, ).

4.5. A feltételes varhaté érték. Egy & valdsziniiségi viltozo A
eseményre vonatkoztatott M (E|A) feltételes vdarhaid értéke a E-nek
az A eseményre vonatkoziatont feltételes eloszldsdnak a vdrhatd
értéke. Ha tehat & diszkrét, lehetséges értékei az x,, x,,... 52d-

A FELTETELES VARHATO ERTEK 141

mok, akkor
M(E|A) = :E xP(E = x]|4), (4.5.1)

ha pedig &-nek az A eseményre vonatkoztatott feltételes elosz-
lasa folytonos, akkor

M) = | xf(xld)dx, 4.5.2)

ahol f(x|A4) a & valdosziniliségi valtozdo 4 eseményre vonatkoz-
tatott feltételes siirliségfiiggvénye. Ha 4,, 4,,... egy teljes ese-
ményrendszer, akkor a teljes valdsziniiség tétele felhasznalasa-
val (4.5.1)-bGl kovetkezik, hogy

M@® = 3 MEAIPAY, (4.53)

ha & diszkrét, ugyanez az egyenlfség fenndll azonban abban
az esetben is, ha az F(x|4,) eloszlasok folytonosak, ui.

M(%) = j *fx)dx = J -',z-:': (x| A)P(A)dx =

- lz[ [ xftxta)dx) peay) = 2 MEIADP(4y).

Specidlis esetben az A, esemény jelentheti azt, hogy egy n
diszkrét valoszinliségn valtozd az y, értéket veszi fel, 4 =y,.

Ha & és n egyiittes eloszlisa folytonos, akkor &-nek az n=y
feltételre vonatkoztatott M (&|y=y) feltételes varhatd értékét
a kovetkezd modon értelmezziik

M(Eln =) = | f(xly)dx. (4.5.4)

Ha ezt g(y)-nal megszorozzuk, és y szerint — ee-t8l + ec-ig
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integrdlunk, megkapjuk az

_[M(EW = y)g(y)dy = _[( Ixf{xlr}dx)g(y]dy =

el bl _

=;[x [__[:f{xf »g(»)dy) dx = fxf(x} dx

egvenlGséget, tehdt
ME = [MEn = »e0)dy. (4.5.5)

Rigzitett n =y feltétel esetén M(En=y) egy meghatirozott
szamérték, akdr diszkrét, akér folytonos eloszlasi is legyen #.
Ha czutin y-t n lchetséges értékein keresztiilfuttatjuk, akkor
M(&ln=y) az y valtozé egy fiiggvénye lesz. Ezt a fliggvényt
£ n-ra vonatkoztatott regresszidjdnak nevezziik. (Erre a 10,
fejezetben még visszatériink,)

Ha a kisérletet, amellyel valészinfiségi valtozéink kapcsola-
tosak, elvégezziik, akkor n-ra kapunk egy — mondjuk — y
szamértéket. Ehhez pedig tartozik egy M (£|n =y) feltételes vér-
hatd érték. Ilyen értelemben a feltételes varhatd érték valbszi-
niiségi viltozéként is felfoghats, ebben az esetben a feltételben
n=y helyett egyszerfien csak #-t frunk, a feltételes virhaté
érték mint valdszinfiségi valtozé jeldlése tehdt M(E|n). Ez nem
egyéb, mint az n valészintiségi valtozd h(y) fiiggvénye, ahol

h(y)=M(Eln=y), (4.5.6)

vagyis &-nek y-ra vonatkoztatott regressziéja, Marmost, ha n
diszkrét és A, azt jelenti, hogy n=y,, vagy & és n egyiittes
eloszldsa folytonos, akkor a 4.3 szakasz tételét a h(y) egyvil-
tozés fiiggvényre alkalmazva, és ezt Osszevetve a (4.5.3), ill.
(4.5.5) egyenl8ségekkel, e két esetre azt kapjuk, hogy

MM (Eln)] =M (8). (4.5.7)

A FELTETELES VARHATO ERTEK 143

E formula segitségével sok esetben egyszer(i lehetfség nyilik
M(£) meghatirozisira. Eppen ebben &l a feltételes virhato
érték egyik felhasznilasi médja. Ez esetben a feltételes virhatd
érték meghatirozisa csupin egy kozbeesd 1épés. Mis esetekben
M(E|n), ill. az M(&|n=y) regresszié meghatirozésa a cél, és
ennek segitségével kozelitjilk, becsiiljik £ konkrét értékét, »
konkrét értékének ismeretében. Ez utdbbi kérdéssel most nem
foglalkozunk.

Az M(£|n) feltételes virhatd értékhez hasonlé médon értel-
mezzilk az M(&ln;, 02, ..., n,) feltételes virhatd értéket, mely
az fy, Nz, ..., 4, valdsziniiségi viltozdk egy fiiggvénye. Erre
fenndll a (4.5.7)-hez analég és anndl Altalinosabb

MIM(Eny, n2, o n)1=M(E) (4.5.8)

egyenldség és ezt ugyanigy bizonyitjuk, mint (4.5.7)-et. Most
bizonyitis nélkiil megemlitiink egy fontos tételt, melyet a 10.
fejezet 25—26. szakaszaiban haszndlunk fel.

Térel. Ha g(y,, y1. ..., ¥,) befutja az n-vdltozés fiiggvényeket,

akkor az
M['E_g{qla Has aeey HH}I] {4|5+g)
vdrhato ériek a

E{J"h V2, cons Vo) = M{ﬂ"h SVl =y eyl = ,}",,} {4-5."}]

esetben veszi fel a minimumdr.
A (4.5.10) fiiggvényt a £ valdsziniiségi vdllozd &,, &,, ..., E,
valdsziniiségi vdltozdkra vonatkoztatott regresszidjdnak nevezziik.

1. pelda. Alkalmazds liftek kdzlekedésére. Egy munkahelyen egy vagy
tobb lift kdzlekedik, amelyek killdntsen a reggeli és délutdni csicsforgalom
idején a sok megdllds miatt igen lassiak. Gyakorlati szempontbé] fontos
probléma tehdt, hogy meghatdrozzuk egy lift egy menete megilldsai szd-
mdnak vdrhatd értékér.

Tegyiik fel, hogy a lift n emeleten kbzlekedik, mondjuk a féldszintrél
indul, és ott k személy szdll be, minden személy a tobbitdl flggetlentl

1
= valoszinliséggel szdll ki az egyes emeleteken, és djabb személyek a lift

menete kdzben nem szdllnak be. Kérdés, hogy ekkor mennyi a megdlldsok
szamdnak varhatd értéke.
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A problémét dgy is megfogalmazhatjuk, hogy klgmly-!rl egymdistdl flig-
getlenill egy urndba elhelyezve, mindegyik golydt = valbszinliséggel téve

mindegyik urndba, mennyi a nem ires urndk szdmdnale a virhato értéke.

Tekintsiik azt az esetet, amikor k + 1 golydt helyeziink el. Jeldlje fuxe
a nem iires urndk szdmét, & pedig — mondjuk — az elsd k golyd elhe-
Iyezkse sordn kapott nem tires urndk szimit. Ekkor §x+ o vagy fu-val vagy
Ex+ 1-gyel egyenld, mégpedig

PlEvsi=JlE=1= L:I"i

P{Etil=j+lliﬂ=ﬂ=1_%r

tehit ; ; ;
H{En1|ﬂ=ﬂ=F+ (J+1 [l '—:J =1 +Jr[l —";]i

M(Exo 1) =1+ ke [1 —%]

Bevezetve az M. = M(E.) jeldlést, a (4.5.7) formula alkalmazisdval azt
kapjuk, hogy

i
Mics s = MIM (v [E0] =1+ M(E [l = ;] =

=1+M.{1 -—-:T]=I+[l —%] [1+MH [:w%]].-_,.:

N R

l L
—(1-1) |
=-—"]=n[i—~[l—%~] ]
1—[1—_]
n
(Ez a levezetés Rényr ALFrED-16] szdrmazik.)

2. példa. Lancmolekuldk lebomldsa. Visszatérlink a 2.12 szakaszban tér-
gyalt problémihoz. Célunk az, hogy meghatdrozzuk egy n egységet tarial-
mazd ldncmolekuldbsl a (0, 1) iddintervallumban keletkezett, k(k = ) egy-
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seget tartalmazd lancmolekuldk §. szimdnak a virhatd értékée. Erre azt
az utat vilasztjuk, hogy az N.(k, 1) = M(£;) virhatd értékekre felirunk egy

. rekurziv dsszefiiggést, melyet késObb a 8.6 szakaszban a generdtorfiiggvény

mbdszerével fogunk megoldani,

Az n egységet, tehit n—1 kitést tartalmazd molekula valamelyik,
gondolatban rogzitett végétdl elindulva, jeldlje 4, azt az eseményt, hogy
r idd alatt az elsd i — 1 kotés nem bomlik el, de az f-edik igen. Tekintettel
arra, hogy az egyes kitések — feltétel szerint — egymistdl figgetleniil

bomlanak, és mindegyik p=p(r) valdszinfiséggel bomlik el ¢ idd alatt,
kivetkezik, hogy

P{Ar}:ptl ___p]l-1' f--—!., 2l v a l}n_l'
Misrészt az 4, feliéte] teljesiilése esetén az elsd § egység egy molekuldt
alkot, a fennmaradd n — { egységhdl kapott & egvséget tartalmazéd moleku-
lik szAmdnak virhatd értéke pedig N,-,, tehit

M{-Eﬂ-il]:-l"lrn— 1s
M {$uldz)=Na-3;

M{EH!AE —J.:I!' =MNooks+il
M(EuA) =Nacs+1;
M{E&lﬂ"lh s1) =Nn-x-1 '

M{EulAn=x) = Ni;
M(EJA)=0, i=n—k—1,...,n—1
M(SulAa) =0,
ahol A, definicidszerfien azt az eseményt jelenti, hogy egy kités sem bom-

lik el. Mivel 4,, Az,..., An teljes eseményrendszer, a (4.5.3) egyenliséghal
kovetkezik, hogy

-lnlrn =FNH-1 +pEI ‘_F]NJH-J + - +
+p(1 =) Nucrar #0001 =) " (Nan + 1)+ (4.5.11)
+p( —pYNu-u-1+ ... +p(1=p)" "~ "Ny,

ha n=>=k. Az n=1Fk esetben csak 0 vagy k egységet tartalmazd molekula
keletkezhetik, Mivel az utdbbi eset valdsziniisége (1 — g)" =+,

Nie=(1—p)*~*.

10 Prikopa: Valdszindségelmébet...
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4.6. A széris értelmezése. Csupan a vérhatd érték még eléggé
kevés informéciot szolgiltat egy valoszinfiségi valtozd elosz-
lasira. Adott varhatd értékii & valdszinfiségi valtozd eloszlasa
még sokféle lehet. Pl. minden, a 0 pontra szimmetrikus elosz-
lasi valosziniiségi valtozd varhatéd értéke 0. SGt, vannak olyan
valdsziniiségi valtozék, melyek eloszlisa nem is szimmetrikus
a ( pontra, varhaté értékilk mégis 0.

A varhatd érték egy £ valdsziniiségi valtozd eloszlisdnak a
.,centrumét” adja meg. Az ezutdn kovetkezd legfontosabb foga-
lom az eloszlisnak a centrum koriili szorddésat hivatott mérni,
Ez a fogalom a szdrds.

Egy & valésziniiségi vdltozé szordsa a & — M(£) valdszinfiségi
vdltozd négyzetének vdrhatd értékébil vont pozitiv négyzelgydk,
jele: D(E). Tehdt definicidszeriien:

D(§) = | MI(E — M ()] (4.6.1)

Ahhoz, hogy & szdrisirdl beszélhessiink, eleve fel kell téte-
lezniink, hogy £ varhatd értéke létezik. Ez azonban a széris
létezéséhez még nem elegendd. Fel kell még azt is tételezniink,
hogy létezik a (& — M(£)* valdszinfiségi viltozd varhato ertéke
is. Ellenkez8 esetben vagy azt mondjuk, hogy & szorasa vég-
telen, vagy azt, hogy £ szérasa nem létezik. Bebizonyithatd, hogy
£ szorésa akkor és csak akkor létezik, ha létezik az M(£?) var-
haté érték, és ez a feltétel egyben M(E) létezését is biztositja.

A E valdsziniiségi valtozé D*(E) tn. szérasnégyzete kifejez-
het8 az M(%?) é M(%) mennyiségekkel. Ha ui. (4.6.1) mind-
két oldalinak négyzetreemelése utin még a vérhato érték jele
utdn 4ll6 négyzetreemelést is elvégezziik, és figyelembe vessziik,
hogy az dsszeg varhatd értéke egyenl§ az egyes varhatd értékek
gsszegével, konstans szorzd a varhatd érték jele elé kiemelhetd,
és egy konstans varhaté értéke dnmagéval egyenld, akkor azt
kapjuk, hogy

D) = M[(E=M(5)*] = M[E-2M()+ M* ()] =
= M(§%) —2M(E)M () + M* (%),
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tehat
D(E) = M(E*) —M2(§). (4.6.2)
E formulibdl egyittal az is kévetkezik, hogy
MA*(E)=M(&). (4.6.3)

Ha a (4.6.1) formuldban M (£) helyébe egy a &llandét helyette-
sitink, akkor az a szimtdl vett négyzetes eltérés varhatd érté-
kének pozitiv négyzetgydkét kapjuk. Ennek négyzete és a szé-
rasnégyzet kozott az alibbi dsszefiiggés 4ll fenn:

M[(% —a)®] = D2(&) +(M(E)—a). (4.6.4)
Ezt igen egyszerlien belathatjuk, ui.

M(¢—a)] = M[(E-M(E)+ M -a)*] =
=M[(E=M@EP]+2M[(E-=ME)ME —a)]+
+(M(E) —a)? = D*(E) +(M(§) —a)?,

ahol felhaszniltuk az
ME—-M(E]=M(E) - M(5=0

egyenldséget. A (4.6.4) formuldt STEINER-formuldnak nevezziik,
mivel ez analég a mechanikabdl jol ismert STENER-formulihoz,
Alkalmazva a 4.3 szakasz tételét az n=1 esetben, a p(x)=
=(x—M(£))* é p(x)=x? fliggvényekre, a diszkrét, a folyto-
nos €s kevert eloszlish valdszinfiségi valtozdk szdérasnégyzeteit
(4.6.2) felhasznélasdval a kovetkezGképpen fejezhetjiik ki:

Diszkrét eset. Ha { lehetséges értékei x,, x;, ..., melyekhez
a p,,p; ... valoszinfiségek tartoznak, akkor

D) = 2/(xi=M@)'p = Z xipi— M*E). (4.6.5)
Folytonos eset. Ha £ slirliségfiiggvénye f(x), akkor

a

DX(®) = [(x-MEPf@dx = [xf)dx M.  (@466)
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Kevert eset. Megtartva a 3.4 szakaszban alkalmazott jelolé-
seket,

(@) = [ (x— M@V (dx + S~ M©)pi =
- (4.6.7)

= [x2fGdx+ 3 xtp =~ M*(®).

-= -

Az egves egyenlfségek utolso tagjait az elbzd szakasz tételének
a p(x)=x? fiiggvényre valé alkalmazisa, és a (4.6.2) formula
felhasznéildsa nélkiil 1s kénnyen megkaphatjuk a kbzépsd tagok-
bal.

I. példa. Hatirozzuk meg a 4.1 szakasz 3. példijiban szerepld §
valoszinliségi valtozd szdrdsdt. A (4.6.5) formula alkalmazisdval azt kap-
juk, hogy

D(§)=3%ps + 4pa + 5%ps — M) =
=9(ps +pa+ps) + 04+ 16ps — K1 +pg + 27 =
=9+ 21pq(1 —2pg) +96p3q* — 9(1 +pq + 24",

1 1
Ha specidlisan p=g= 3 akkor pa=— és
39
—=0,609....
64
2. példa. Tekintsiik az egységnyi sugani koralakd céltiblira leadott 18vés

taldlati helyének a céltdbla kdzéppontjitdl vald tdvolsdgdt mint valoszinG-
ségi viltozst. Enmek virhatd értékét a 4.1 szakasz 5, példdjdban hatdroztuk

- 2
meg. Szdmitsuk most ki a szdcdsdt. Mivel f(x)=2x (0 =x=1), M(§) = 3’
kivetkezik, hogy

D E) =

1
& 1 & 1
= [2ede=ter 2= —goms....
Mﬂﬂjh“ 92 9 18

3. példa. Hatdrozzuk meg a 4.1 szakasz 6. példdjiban szerepld valdszi-
niiségi viltozd szbrisdt az f{x)=Ae ~*~ (x = 0) esetben; A pozitiv dllandd.
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Az M(n) virhatd értéket mdr ismerjiik. A (4.6.7) formuldt alkalmazva, azt

kapjuk, hogy
M -

. - {
Di(m) = ‘ -1-1"#"[‘-:1’1'+M'J ﬂ.e"‘"“ﬂ"-t—i; (1l —e *M): =
0 ]
1 M

= My g =,

4.7. A széris tulajdonsagai. Ebben a pontban két tételt bizo-
nyitunk be a szdrassal kapcsolatban. ;

1. tétel. Ha & szordsa létezik, tovdbbd a és b tetszdleges
valds szdmok, akkor

D*(af +b) = a>D*(¥).

Bizonyitds. Felhasznilva a véarhatd értékre vonatkozd isme-
reteinket, azt kapjuk, hogy

D?(at +b) = M[(at +b—M(at +b))*] =
= M[(a& +b—aM (&) —b)*] = M[(at — aM (£))*] =
= aM[(E - M())*] = a*D* ().

E tételbdl kdvetkezik, hogy egy valdszin(iségi valtozdhoz egy
allandét hozzdadva, a szérds nem valtozik. Ha pedig egy
valészinfiségi viltozdét egy dllandéval megszorzunk, akkor a
szords ennek abszolit értékével szorzddik.

2. tétel. Ha &y, §&;, ..., &, fiiggetlen valdszinfiségi vdltozik,
szordsaik léteznek, akkor létezik dsszegiik szdrdsa is és

D&y + &3+ ... +8) = D¥HE) + D) + ... + D)

Bizonyitds. Abbol, hogy &, és &, fliggetlenek és varhatd érté-
keik léteznek, kévetkezik, hogy

M (&~ M(E)) (5 — M(ED)] =
=M[§—M(ENM[E - M(EI]=0, (4.7.1)
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ha i =k, Ezt felhaszndlva kapjuk a
D& +E+...+E) =
= M[(E,+&+ . +E—ME +E+. +E))] =
= M[(§, - ME)+E—ME)+ ... +5, ~M(E))?] =

- _2{5 M[(6— M(E)]+2 3 M5~ ME)(E—MED)] =

= 2 D*(&)

egyenl@séget, amit bizonyitani akartunk.

A bizonyitdsbél viligosan litszik, hogy nincs is sziikség a
fiiggetlénség feltételezésére, elegendd feltenniink, hogy teljesill
a (4.7.1) egyenl8ség. Ha mindegyik valdszinfiségi viltozé sz6-
rdsa ugyanaz a ¢ szim, D(§)=o, i=1,2, ..., n, akkor a tétel

szerint
D‘{51+E=+m +§&) = Hﬂ'zi}
D(E +&+... +&) =Vno.

n névekedtével tehit az tsszeg szdrdsa y'n ardnyban névekszik,
Fliggetlen valoszin(iségi valtozdk Osszegezésekor az eloszlas lé-
nyegesen lassabban terjed szét, mint amilyen iitemben a tagok
széma ndvekszik. Fz szdmunkra elényds, és ezt a tényt mind
az elméletben, mind a gyakorlati alkalmazés sorin felhasznél-
juk.

4.8. A Markov- & a Csebisev-egyenlbtlenség.

(4.7.1)

1. tétel. Markov-féle egvenldtlenség. Ha & nem-negattv, véges.

vdrhatd értékii valdszintiségi vdltozd, akkor tetszdleges e =0 ese-

1én
Pli=eg)= @.
Bizonyitds, Csak azt az esetet tdrgyaljuk, amikor § diszkrét
vagy folytonos eloszldsii. Kevert eloszlds esetére az Olvasé a
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bizonyitast ezeknek a gondolatoknak a felhaszndlasaval egy-
szeriien elvégezheti. A diszkrét esetben

M(&) = ;xiplglécxlpﬁg—:'s 2 p = eP({=e).

Xz

A folytonos esetben

M(E) = 6]' M(x)dx = [ xfx)deze [fx)dx = eP(E o).

Mindkét esetben a kapott egyenlftlenségekbdl tételiink allitasa
leolvashato.

2. tétel. Csebisev-féle egvenlitlenség. Ha & szordsa létezik, és
¢ tetszdleges pozitiv szdm, akkor

PlE-M@)| = o= 28

gt

Bizonyitds. Alkalmazzuk a MArkov-féle egyenlftlenséget az
n=(& — M(£))? valészinfiségi viltozdra és e helyett e-re. Ekkor
azt kapjuk, hogy

P(lE—M@)| =e) =P((t-ME)P =) =
- MIE-MEP] _ D@
- ,Ei — ﬂi -
A Csesisev-egyenlStlenség nagy gyakorlati jelent§ségl, ennek
segitségével lehet egy valdszinfiségi vdltozd wvérhato eértéke
kiriili ingadozdsaira a szérds ismerete alapjin numerikusan
kisvetkeztetni, Ebbél a szempontbdl célszerli & helyébe (& tet-

szfleges pozitiv szdm) &) M (£)[-et helyettesiteni a CsEBISEV-egyen-
|6tlenségbe. Ekkor azt kapjuk, hogy
D(£)

P(E-M@E)l = M) = 2300 -
A bal oldalon a zardjelen beliil alkalmas atalakitissal végil a

E-M®|_ \_ 1{p@Y
B (l_ﬂﬁ ‘E)‘e=(m-e1) Gas
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egyenlStlenségre jutunk. Ezzel az egyenlStlenséggel a & vald-
szinfiségi valtozd M (£)-t8]l vald relativ eltérése nagysiglnak
valésziniiségeit lehet feliilr&l becsiilni. Ehhez a becsléshez a &

valdszinliségi valtozd

_ D
Y= T “a2)

ui. relativ szérdsdt kell ismerni. A 100v szdm a relativ eltérést
fejezi ki szdzalékban. Ha pl. a relativ szérés 0,02, az e szamot
pedig 0,05-nek vilasztjuk, akkor azt kapjuk, hogy

£=MEO)| . I},ﬂﬂ) = 0,16.

P( G

Eszerint a £ valdszin(iségi valtozd M(£)-t6l vett relativ eltérése
Atlagosan minden 100 eset koziil legfeljebb 16 esetben lesz

0,05-ndl nagyobb.

KORRELACIO

4.9. A kovariancia és a korreldcids egyiitthaté. Ha § és n
fliiggetlen valbszintiségi valtozdk, akkor a (& — M(E)) (n — M(n))
szorzat virhatd értéke O-val egyenl8. Felmeriil tehat az a gon-
dolat, hogy tetszbleges £ és n esetében ezek fiigpfségét a

c=M[(§—M(5) (n—M@)] (4.5.1)

vérhaté értékkel mérjiik.

A (4.9.1) szdmot a £ és n valdszinfiségi vdltozdk kovariancidid-
nak nevezziik, Ha n=E&, akkor a kovariancia a D*(£) szdrds-

négyzettel egyenld.

Attdl fiiggen, hogy milyen valészinfiségi véltozékrdl van
sz6, a kovariancia — e €5 = kozitt minden szdmérték lehet,
a fliggdségnek viszont célszerli olyan mértéket valasztani, mely
minden valdszinfiségi viltozd pér esetén abszolit hatdrok

A KOVARIANCIA £S5 A KORRELACIOS BEGYUTTHATO 153

kiizé esik. Mint késGbb bebizonyitjuk, a kovariancia abszoliit
értéke nem lehet nagyobb a D(£) D(n) szorzatndl, A kovari-
ancidt tehat ezzel elosztva, mindig — 1 és 1 kézé esd szimértéket
kapunk, melyet r-rel jelliink:

. MIE-ME)n—M®n)]
D(£)D(n) '

L]
A (4.9.2) szdmot a £ és n valdszinfiségi vdltozék korreldcics
egyiitthatdjdnak nevezziik.

A korrelicids egyiitthaté a £ és n valdsziniiségi valtozdk
fiiggfségét, kapcsolatinak szorossigit méri. Ha & és n fligget-
lenek, akkor ¢ =0, kivetkezésképpen r=¢/D()D(n) =0. Az r
egyiitthaté mésik fontos tulajdonsiga az, hogy |r|=1. Ezt az
alabbi tétel felhasznélisdval bizonyitjuk.

Tétel. Ha £ és n két valdszinliségi vdltozd, négyzeteik vdrhaté
értéke létezik, akkor

|M (En)l = VME) VM @d). (4.9:3)

Bizonyftds. Tetsz6leges 1 valés szdm esetén (n—A£)2=0’
tehét

(4.9.2)

M(n—218)3% = Mn? =2t + 4282 =
= M(n®) —2AM (5n) + 22 M(£2) = 0.
Helyettesitsiik 1 helyébe a

1= M(En)
- M(£?)

szimot, Ekkor azt kapjuk, hogy
M2 (En)
N
ahonnan a tétel Allitdsa leolvashatéd.

=0,
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Ha ezt a tételt a £ — M(£) és az n— M(n) valosziniiségi val-
tozdkra alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy

lel = [M[(E —M©E)n-M@)]| =

= VMIE-ME VM —Mn)* = DED®M);
innen adédik az

Irl=1 (4.9.4)

egyenlftlenség. Az r szdm definici6jibél kivetkezik, hogy ha
n a E-nek linedris filggvénye,

n=a+bé, (4.9.5)

akkor, r=1, ill. r= —1 aszerint, amint b=0 vagy b<0. A
h=0 esetben n=a, vagyis n dllandé. Ekkor D*(y)=0, tehat
a korreldciés egyiitthaté nem értelmezhetS. Ebben az esetben
azonban tudjuk, hogy & és n fiiggetlenek.

Megforditva: ha |r| =1, akkor van olyan g és b szim, hogy
fennéll a (4.9.5) egyenlfség, vagyis az egyik valbsziniiségi val-
tozd a masiknak linedris fliggvénye, pontosabban van olyan
a és b szdm, hogy P(n=a+bE)=1. Ez a tény az igen egyszerlien
igazolhatd

n—M(n) E—Mcs})‘]= 5
M[(Sa e 5 ) |=20xn  6a9

egyenléségbfl kbvetkezik, ha figyelembe vesszilk, hogy egy
nem-negativ valészinliségi valtozd vérhatd értéke csak akkor 0,
ha a valészintiségi valtozd 1 valdszinfiséggel 0 (1. a 4.2 szakasz

tételét). _ i
Mind a ¢ kovariancia, mind az r korreldcids egyiitthatd kép-

lete tovabb alakithat, mégpedig a kidvetkez6 moédon:
c=M[((- M) (n—Mm)]=
= M[En —EM(n) —nM(E) + M(EM(n)] =
= M(En) — M(E)M (n) — M ()M (£) + M (E)M (),
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tehat
c=M(&n) — MM (n). (4.9.7)

Ezt a korreldcids egyiitthatd képletének szamlaldja helyébe téve,
azt kapjuk, hogy
| _ M) - MEM@)
D(£)D(n)

A 4.3, szakasz tételének felhasznélasival a £ és n vald-
szinliségi vltozdk egyiittes eloszldsaira tAmaszkodva, felirjuk
a kovariancia képletét. Csak azokat az eseteket tekintjilk, ami-
kor mindkét valdsziniiségi valtozd diszkrét, ill. & és n egyiit-
tes eloszldsa folytonos. A 3.7 szakasz jeloléseit haszndlva és
alkalmazva a 4.3 szakasz tételét elfbb a @(x, y)=(x— M%)
(y—M(n)), majd a @(x, y)=xy fiiggvényre, a (4.9.1) és
(4.9.7) formuldk alapjdn a k&vetkezfket kapjuk:

Diszkrét eset

c= ,IZ %:[Ir"“(ﬂ)[]-’l'ﬂ(’ﬂ)rn =
= ; ? X0l — M(E) M (n).

Folytonos eset

(4.9.8)

(4.9.9)

¢= | [x-ME)y-Mm)hix, dxdy =

- (4.9.10)
= [ [xphtx, p)dxdy—M@®M@.

A korreliciés egyiitthaté O-val egyenld, ha & & n fliggetienck. Yannak
azonban olyan esetek is, amikor £ & n nem filggetlenek, mégis r =0. Erre
a kbvetkezt példit emlitjillk meg.

Tegylk fel, hogy a (£, i) véletlen helyzet( slkbeli pont csak & koordindta-

wmwmm.mwu% valazinfiség-
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gel. Tehdt (1. a 35. dbrat):
P(E. p)=(—1L0)=P((&, m)=(0. 1)) =
=P(E. =0 —1)=

(1)

| -10) (19) X
=P((E. M=(10)=. -
r i‘

Ebbal kivetkezik, hogy a & és n valdszinii-
ségi viltozdék a —1,0, 1 értékeket veszik
fel, mégpedig 5. dbra

1
PE=—D=Pln=—=—;

PE=0=FP(n=0)=

= -

PE=1)=Pin=1)=
ahonnan leolvashatd, hogy
M(E)=M(n=0.
Misrészt a £n szorzat mindig 0, tehédt
M(§n) =0,

amib8l kivetkezik, hogy c¢=0, r=0. A & é n valdszin(ségi viltozdk
azonban nem fiiggetlenek. Ugyanis pl.

1
0=Pl=0n=0ZPE=0P(nh=0= T

L]

&=

Ha r=0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ és 5 korrelilatlanok.
A fentiek szerint a korreldlatiansdg tehdt még nem jelent fiigget-
lenséget. Ez kétségtelenill a korrelicids egyiitthatd egyik silyos
hibdja. Masik hibdja, hogy r=1 akkor és csak akkor, ha £ és
n kdzbtt linedris kapcsolat van, méarpedig elegendS volna £ és
n kozttt egy fiiggvénykapcsolat fenndllisa is ahhoz, hogy a
legnagyobb mértéki fligglségrol beszéljiink., Késébb a fiiggd-
ség mas mérdszimaval is megismerkediink, most csupan meg-
jegyezzilk, hogy ha a £ és n valdsziniliségi valtozdk egyiittes
eloszlisa normdilis (l. a 6. fejezetet), akkor a korreldcids egyiitt-
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hatd a két valdsziniiségi valtozd filiggdségének elméleti szem-
pontbél kifogistalan mérSszdma. (Ekkor ugyanis £ és n kdzbtt
mis filggvénykapcsolat a linedrison kiviill nem lehetséges,
tovibbad r=0 akkor és csak akkor, ha £ és n fiiggetlenek.)

4,10, A kovariancia- és a korrelicié-matrix, Tobb valdszinfiségi
viltozd esetén ezek phronkénti kovariancidit, ill. korrelicids
egyiitthatbit egy-egy métrixba foglalhatjuk &ssze. Legyen
& &2, iy &, n vallszinliségi valtozd. Jeldlje cy, ill. ry, a &; €5
£, valosziniiségi valtozdk kovariancidjat, ill. korrelacids egyiitt-
hat6jat. Nyilvanvals, hogy

Cix = Cris
Fix =Fkis
eq=D*&));

ra=1.

Jeldlje C, ill. R a ¢, ill. az r,, szmokbdl alkotott szimmetri-
kus matrixot:

'¢11 'E_l: amm Cl_.

12032 oes Cig
e .12 21 2 , (4.10.1)

LR RN

[

Fi1 P12 se: Fip
Foa Fas oo F
R= |2 (4.10.2)

T e

A D(E)) szbrdsra a o; jeldlést alkalmazva, a korrelacids egyiitt-
hatd definicidjabdl kifolySlag fenndll a

Cop =TT 0y (4.10.3)
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egyenldség. Ebbdl kovetkezik, hogy ha bevezetjik az

;0 ...D
0 e
s=|.72" 4.10.9)
00 ..o
métrixot, akkor
C=5RS. (4.10.5)

A C mdtrixot a &, &, ..., &, valdszinfiségi vdltozék kovari-
ancig-, az R mdtrixot pedig ugyanezek korreldcié-mdtrixdnak
nevezziik.

Egy valds szimokbdl alkotott nx n-es szimmetrikus A4 ={a.) métrixot
pozitly sremidefinitnek nevezzilk, ha tetszdleges z,, 23,..., 7, valds szimok
esetén fenndll a

" .
- El' lz.‘l Gzt =0 (4.10.6)

egvenlBtlenség. Ha (4.10.6) fenndll és az egvenldség csak a 2, =m=
=..=7z,=0 esetben teljesiil, akkor az 4 métrixot pozirlv definit-nek
nevezzilk. Ismeretes, hogy egy, az emlitett tulajdonsdgokkal bird A4 matrix
akkor & csak akkor pozitiv definit, ha

@ig @i eee Tim

iy iz a 323 .as
:P-'ﬂ,... 12 12 ¥ ?,“_.

iy :—i.l.

gy dpg

vagyis, ha az 0n. sarokdetermindnsok mind pozitivak. Beldthats, hogy ha
az A mitrix soralt és oszlopait permutiljuk, mégpedig ugyanazon permu-
tiicid szerint, akkor a mdtrix pozitiv definit marad. Ebbdl kdvetkezik, hogy
az A mitrix bizonyos sorainak és megfeleld index{l oszlopainak a kivalasz-
tdsdval kapott matrix determindnsa is mindig pozitiv.

A kovariancia- & a korrelicié-métrixok legfontosabb tulaj-
donségait az alibbi két tétel foglalja Gssze.

1. tétel. C és R mindig pozitiv szemidefinit-métrixok.
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2. tétel. Az alabbi allitisok ekvivalensek:

1. C pozitiv definit.

2. R pozitiv definit.

3. C determininsa (hatirozottan) pozitiv.

4. R determindnsa (hatirozottan) pozitiv.

3. A £, &, ..., & valosziniliségi valtozdk linedrisan fiigger-
lenek, vagyis nincsenek olyan z4, 2z, ..., 2, valds szamok,
melyek kozil legalibb egy 0-t6l kiillénbozd és

P(zo+z:& +... +2,5,=0)=1. (4.10.7)

Ezeket a tételeket nem bizonyitjuk. Megjegyezzilk azonban,
hogy a bizonyitis arinylag egyszerfi, és a matematikdban jara-
tos olvasé megpriobilkozhatik azzal, hogy a bizonyitdst sajat
maga elvégezze, A bizonyitds sordn a 4.2 szakasz 3. tételét kell
felhasznalni,

n szami valoszinliségi valtozd egyiittes eloszlasat szokds n-
dimenzids eloszldsnak is nevezni, de csak abban az esetben, ha
semmilyen z,, zy, ..., z, szdmokkal, melyek kozill legalibb egy
0-t6l kiillénbozd, nem teljesiil egy (4.10.7) tipusi egyenliség.
Ellenkez& esetben azt mondjuk, hogy &,, &,, ..., &, egyiirtes el-
oszldsa elfajult. Ekkor a valdszinfiségi valtozdk lehetséges érté-
keibél alkotott n-dimenzids vektorok mind a

T+ Xy + ... +2.x, =0

un. hipersikon vannak, és igy a valdsziniiség is ezen koncentra-
l6dik.

Egyetlen & valdszinliségi valtozd eloszlasat — az elGbbiekkel
dsszhangban — akkor nevezzilk elfajultnak, ha £ =c =4dllando.
Ekkor { eloszlasfiiggvénye a kovetkezd

0, ha x=r¢;

F(x} = P(f<x) = 1, ha x=>c.
Vegyilk észre, hogy e szakasz 2. tétele szerint ahhoz, hogy C,
ill. R pozitiv definit legyen, méar elegendd, hogy C, ill. R deter-
mindnsa pozitiv legyen. Ekkor a tébbi sarokdeterminéns auto-



160 KORRELACIO

matikusan pozitiv. Ez dltaldban tetszéleges 4 maitrix esetén nem
igaz, C-nek és R-nek azonban megvan ez a specidlis tulajdon-
saga.
Az R mdirix |R| determindnsdnak négyzetgyikét szoroddsi
egyiitthatonak nevezziik.
Bebizonyithatd, hogy a kovariancia-métrix determindansa nem
nagyobb az egyes szérisnégyzetek szorzatanal:
|IC| =alcd - ad. (4.10.8)
Misrészt (4.10.5) figyelembevételével azt kapjuk, hogy
|C| = |S|IR|IS| = |SI*|R| = oi03---07 |R],
tehat ebbdl kivetkezik, hogy R determinansara mindig teljesiil a
0=|R =1 (4.10.9)

egvenlGtlenség, és fgy a szdrodéisi egylitthatd is mindig 0 és 1
kiozé esik. A 2. tétel szerint |R| =0 akkor és csak akkor, ha
teljesiil a (4.10.7) relicié valamilyen z,, 24, ..., 2, szamokkal,
melyek kozil legalibb egy 0-t6l kiillonbdzé. Masrészt bebizo-
nyithaté, hogy |R| =1 akkor és csak akkor, ha a &,, &5, ..., &,
valdsziniliségi viltozdk pdronként korreldlatianok, vagyis

ra=0, ha i=k.

A VIR| szorédasi egyiitthaté tehdt azt méri, hogy milyen
erds a valdsziniliségi valtozdk linedris fiiggetlensége, milyen
tivol allnak a &,, &,, ..., £, valtozdk attdl, hogy egy (4.10.7)
tipusd relicié fennélljon legalibb egy 0-tol killénbbzd z-vel,
mennyire nem-elfajult valosziniiségi valtozdink egyiittes elosz-
lisa, Specidlisan az n=2 esetben az r,, =r;, =r jeltlést hasz-
nalva,

1 r

rl
és lgy a szdorddasi egyiitthatd

ViR| = V1 =r2,

= 3
=] —r4,

[Rl =

VALOSZINUSEGI VALTOZOK
TOVABBI JELLEMZO ADATAI

4.11. Momentumok. Egy { valdszinliségi vdltozd killonféle
momentumait az aldbbi egyenliségekkel definidljuk:

k-adik momentum oy =M(E);
k-adik centrilis momentum & = M[(&—M(£)].
k-adik abszolit momentum Be=M(|E]%);

k-adik centrilis abszolit
momentum Ve =M(|E—M(E)").

A 4.3 szakasz tétele alapjin felirhatjuk ezeknek a valészinfi-
ségeloszlist meghatirozé adatokon alapuld kifejezéseit. Csak a
diszkrét és folytonos eloszlds esetét tirgyaljuk, a kevert esetet
mellfzziik, az idevigd formuldkat sziikség esetén az olvasé is
fel tudja irni. Az emlitett tételt a @(x)=x%, @(x)=(x—m)t,
g(x)=|x|* és a @(x)=|x—m]* figgvényekre alkalmazva, ahol
m=M(£), azt kapjuk, hogy

Diszkrét eset:
Oy = ‘:ZI xiPi;
= ;{xi—m}tﬁ:
By = .‘E lx*pys

Y = ;’Ix,—ml"pt.
Folytonos eset:

o = __[.JH‘}'[;:} dx; M =_’=‘{x —mYf(x)dx;

By = flxl*f(x}ix; v = f|x — mlf(x)dx.

- T - - ma " o ™ T m
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Bizonyitis nélkiil kdzaéljik, hogy fennillnak az alabbi egyen-
16tlenségek :

| 1 | 1

s e (4.11.1)

¥

A varhato érték és a szdris definiciéjabél kifolydlag fenndllnak

az
M{E}=ff|l

D¥E)=py =0y — -"*'f

egyenldségek. A centrilis momentumok kifejezheték a nem
centrilisok segitségével. Ha ui. £ — m-et k-adik hatvinyra emel-
jiik, és a varhato értéket tagonként vessziik, akkor vilagos, hogy
W, aZ o, &y, ..., &, momentumok konstansszorosainak dsszege
lesz. Felirjuk az elsé négy centrilis momentumra vonatkozo

egyenldséget:
Hy =0;
By = gy —m*,
Hy = oty — Ima, +2m®;
Py = g — 4y + 6miay — Im*;
m = M(L) = a,.

4.12. A mediin. Az abszolit momentumok kéziil v, €érdemel
killontsebb figyelmet. Ez a mennyiség is alkalmas volna §
szorddasdnak a mérésére. Mind elméleti, mind pedig gyakorlati
szempontbdl azonban a vele kapcsolatos meggondolasok az
abszolit érték miatt igen nehézkesek. Masrészt a varhatd érték
és a szdras jobban Gsszeillenek, mint a virhatd érték és vy,
A StEmEr-formula szerint ui.

M[(E —a)?]

akkor minimélis, ha a = M(£), és ez ekkor D?*(£)-vel lesz egyenld.
Ha & sz6rédésit valamilyen b szimtdl vett abszolit eltérése var-
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haté értékével akarjuk jellemezni, akkor e célra a legjobbnak
latszik olyan b szémot vélasztani, amelyre

M(|&— b))

minimdlis. Ez a b szdm az On. medidnnal egyenl8, amely &lta-
laban killénbézik a varhaté értéktsl.

A medidnt a kdvetkezd mddon definidljuk, Ha az

F(x) = % (4.12.1)

egyenletnek van egy és csak egy megolddsa, ahol F(x) a & valé-
szin{iségi viltozo eloszlisfiiggvénye, akkor ezt az x megoldist a
& valdszinfiségi valtozo, ill. az eloszlis medifnjinak nevezziik,
Ha (4.12.1)-nek egyiltalin van megoldésa, akkor két eset lehet-
séges: vagy csak egy x-re teljesiil a (4.12.1) egyenl8ség, vagy
azok az x-ek, melyek (4.12.1) megoldisat szolgéltatjik, egy
egész intervallumot kitdltenek (L a 36. és 37. dbrékat). Ez
utdbbi esetben ennck az intervallumnak a kdzéppontjat nevez-
zilk medidnnak. A (4.12.1) egyenl&ségnek azonban nincs min-
dig megoldésa. Diszkrét &s kevert eloszlfsok esetén el&8fordul-

hat, hogy az eloszlésfiiggvény az % magassagot atugorja. Ez
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akkor fordul el8, ha van olyan x, szim, hogy (l. 38, Abrait)

P(E=<x) <5, PE>x) <7,

fixp

I ——— st

T

raf

-
|

e x
37. dbra

amib&l egyben kovetkezik, hogy
P(E=x4) =0.

Ebben az esetben ezt az x, szimot nevezzilk a § valdsziniiségi
valtozd, ill. eloszlasa medidnjinak. Ezzel a medidnt minden
esetben definidltuk.

A mediinra az m, jelilést haszndljuk. Ha £ véges sok killén-
bizé értékeket felvev val6szinliségl valtozd, lehetséges értéker

az
I1 "'::'Ii';":.n":xn

szamok, amelyekr8l mindjart fel is tételeztilk, hogy nagysdg
szerinti sorrendben kdvetik egymdst és

1
P(E=x)=PE=x)=..= P(E = x) = —,

akkor a medidn meghatérozisakor két esetet kell megkiildn-
béztetniink: 1. n pératlan; 2. n paros. Az elsé esetben

m; = Xnp+ls
2
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a masodik esetben

Kn g TR
. L]
iy
ol
T o o  ———— -
T
T - -
ﬂ"/z —
Ta Fy
38. dbra

Visszatérve oda, ahonnan kiindultunk, bebizonyithatd, hogy
tetszfleges eloszlisu £ valdszinfiségi valtozd esetén

M(|& = m,)=M(§—d)), (4.12.2)

ahol d tetszGleges valds szim. Szimmetrikus eloszlds esetén
m,=M(S).

4.13. Kvantilisek, terjedelem, médusz. A mediinhoz analég
médon értelmezhetjilk a kvantiliseket. 4 p-edrendfl kvantilis az
eloszldst p, 1 —p ardnyban osztja ketté. Ugyanaz a hirom eset
fordul el8, mint a medidn definiciéjdban. Egyszerfiség kedvéért
tegyilk fel, hogy az

F(x)=p

egyenletnek van egy egyértelmii megolddsa, Mis esettel kvan-
tilisekkel kapcsolatban nem fogunk foglalkozni. Ezt az x szd-
mot Q. -vel jeldljilk, és a & valdszinfiségi valtozd, ill. eloszlisa
p-edrendl kvantilisének nevezziik. Egy-két p szimhoz tartoz6 o
az eloszldsrdl jelentds tdjékoztatist nydjthat. Ha pl. um::r]ﬂf
a p=0,01; 0,05; 0,1; 0,25; 0,5; 0,75; 0,9; 0,95; 0,99 értékekhez
vagy ezek egy részéhez tartozd kvantiliseket, méris tjékozdd-
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tunk az eloszlast illetden, A p=0,5 értékhez tartozé kvantilis a
medidn. A Q, és Q; kvantiliseket alsé, ill. felsd kvartiliseknek

nevezziik, Ezek killonbségének fele, a
Q3 —Q1
L] &
2
szdm az interkvantilis félterjedelem nevet viseli, & a szdrodés

egyik mértéke gyanint hasznilatos, Bebizonyithato, hogy szim-
metrikus eloszlasi & valészinfiségi véltozd esetén

@:—-0Qr ~
—5—= =V2D(). (4.13.1)
Ha egy valdszinliségi vdltozo korldios és (1, , 1;) az a legsziikebb
intervallum, melyre teljesiil, hogy

P(ny=t=1)=1,

akkor ennek az intervellumnak a t,—t, hosszdt a & valdszini-
ségi vdltozd, ill. az eloszldsa terjedelmének nevezzilk.

A terjedelem ismét a szérddds egyik mértéke. Bebizonyit-
haté, hogy fennéll a

Di(E) = 250 @.13.2)
egyenldtlenség.

A mddusz fogalmit a diszkrét és a folytonos eloszlds ese-
tére definidljuk. '

Folytonos eloszlds esetén a sfirliségfilggvény minden olyan he-
Iyét, ahol lokdlis maximum van, az eloszlds méduszdnak nevez-
ziik. Aszerint, hogy hény lokdlis maximum van, beszéliink
unimodalis, bimodélis, trimodélis stb. eloszlisokrél. A gya-
korlatban elSfordulé legtébb folytonos eloszlds unimodélis.
Diszkrét eloszlds esetén a £ valdszinliségi véltozd lehetséges
értékeit el5bb nagysfg szerint rendezziik, mondjuk a legkiseb-
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bel kezdve. Ha az igy kapott sorozat x;, =x;<x;=..., a
megfeleld py, pa, Pa, ... valészinliségeket tekintve beszélhetiink
most is lokdlis maximumhelyekrSl. Ezeket az eloszlis médu-
szainak nevezzilk. A folytonos esethez hasonléan egy diszkrét
eloszlds is lehet unimodilis, bimodilis stb. A méduszra (ha
tébb van, akkor mindegyikre) az m, jeldlést hasznéljuk,

4.14. Ferdeség, lapultsig. Ha egy & valdszinfiségi valtozd szim-
metrikus eloszlasi, akkor a pératlan rendli centrilis momen-
tumai O-val egyenlék. A nem szimmetrikus eloszlis esetében
tehat kézenfekvd valamelyik paratlan rendd centrilis momen-
tumot az aszimmetria, a ferdeség mérdsziméinak tekinteni.
Mivel p; =0, tanicsos erre a célra a y, momentumot kivélasz-
tani mint a legalacsonyabb rendfi, nem trividlis értéket szol-
giltatd centrilis momentumot. Ezt a széris harmadik hatvi-
nyihoz viszonyitva, a

n=25 (4.14.1)
un. ferdeségi egyiitthatér kapjuk. Ezt 4ltaldban folytonos el-
oszlds esetében hasznéljuk. A gyakorlatban gyakran talilko-
zunk olyan unimodilis eloszldssal, amelynek siirliségfiiggvénye
a mddusztdl valamelyik (pozitiv vagy negativ) irinyban hosz-
szan elnyilik, a mésik irinyban pedig réviden lefut. Ha ez a
pozitiv irdnyban van, tehdt a mddusztSl jobbra, akkor var-
hat6, hogy a u; momentumot kifejez§ integrilban a pozitiv
harmadik hatvinyok domindlnak a negativ harmadik hatvi-
nyokkal szemben és uy=0. Ha a hosszd farok a mdédusztél
balra van, akkor az virhaté, hogy u, <0, Vegyiik figyelembe,
hogy p, elfjele megszabja a ferdeségi egyiitthaté elSjelét.
Aszerint, amint y, pozitiv, ill. negativ, beszéliink pozitiv, ill.
negativ ferdeségli eloszlisrdl.

Végill az On. lapultsdgi egyiitthatdt yy-vel jelblve, ezt a kd-
vetkez§ egyenl&séggel értelmezziik:

Hy
T === C (4.14.2)



168 vaLOszin(istor vALTOZOK TOVABBI JELLEMZS ADATAIL

y¢-hez hasonlbéan ezt is folytonos eloszlisok esetén hasznél-
juk. Az iin. normélis eloszlds esetén (1. a 6. fejezetet) y, =0,
ez indokolja a p, hényadosbél a 3 levondsit. y, =0 esetén

a slrliségfiiggvény 4ltaliban magasabban ugrik ki és csiicso-
sabb, mint a normdlis eloszlds.

4.15. Feladatok. 1. Bizonyitsuk be a diszkrét és folytonos eloszldsok
esetére, hogy ha & virhatd értéke létezik, akkor

- i}
M@= a[ (1 — F(x))dx — jﬂx)dr.

ahol F £ valdszinfiségi viltozd eloszlds
o (x)a & va ¥

figgvénye.
tsuk a 4.1 szakasz 1. példdjit oly médon, hogy minden
egyes alkalommal r golydt vdlasztunk ki, r 4 1-et tesziink vissza, a kivi-

lasztottakat és még egy pirosat. Bizonyltsuk be, hogy
P(E=<oo)=1, M V<o, de mir M) ===,
3. Egy valdsziniiségeloszldst szimmetrikusnak neveziink az m pontra
nézve, ha tetszBleges a = 0 esetén
Pm—a=f=m)=P(m=§E=m-+a)

Bizonyitsuk be a diszkrét és a folytonos closzlds esetére, hogy ha M(£)
letezik, akkor M(§)=m.

4. Legyenek £ &s # flggetlen, véges harmadik momentummal bird
ﬂlﬁﬂhﬁﬂw viltozdk. Bizonyltsuk be, hogy

MIE + 7 — my — ma)3) = MIE — m)*] + MIE — ma)’],
ahol = ma = M{
e e sxikam . Silndaatban szoroplh i £ vl
mwﬂmmmmm;mmﬁmum-

risdt.

6. Legyen A &3 B két esemény, jeldljék £ és n ezek indikétor-viltozbit,
Az A+ B esemény indikdtor valtozdja ekkor &4 n—An. Ennek wvirhatd
értéke egyrészt az A + B csemény valdszinlsége, misrészt

M(§ +n — &n) = M(E) + M () — M(§n) = P(A) + F(B) — P(AB).

Ezzel igen egyszer(l bizonyitdst nyertiink egy mir eddig is ismert formuldra.
A most ismertetett alapgondolat felhaszndlésdval bizonyitsuk be az dita-
linos valbszinfiségi tételeket.
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7. Egy kockdval addig dobunk, mig 6-0s nem lesz az eredmény. Mennyi
az addigl dobdsszdm virhatd értéke, ha az utolsd dobdst is beleszdmitjuk.

8. Hatdrozzuk meg az f(x)=xe™™, x=0 siriiséglliggvényll eloszlis
virhatd értékét, szdrdsdt, medidnjit és moduszit.

9. Az f(x)=1 e "™(—co <x=<co) slirliségfiggvényli eloszldst Lap-
rﬂﬁl&m—elmzﬁmak neverrik. Hatdrorruk meg ennek virhatd értékét &3 s26=

t.

10. Legyen £ egyenletes eloszldst a (0, 2x) intervallumban. Bizonyit-
suk be, hogy sin £ és cos §{ korrelilatlan valdszinfiségi viltozdk.

11. Legyen £ és n egylittes slirliségfiiggvénye a kivetkezd:

K, 3) x+y, ha 0=x=1,0=y=1,
X, )=
Y=10  egyétient.

Hatdrozzuk meg & és 5 korrelicids egylitthatojit.

12. A péterviri probléma. Egy jitékos feldob egy pénzdarabot. Ha az
eredmény fej, nyver egy forintot. Ha mégegyszer fej a dobds eredménye,
tjabb forintot nyer. Ezutdn tovdbbi 2, 23, 23,... forint a nyereménye és a
jaték addig tart, mig egyszer irdst nem dob. Mutassuk meg, hogy a jatékos
egy jiték sordn elért nyereménydsszegének a virhatd értéke oo

B11 812 «ou Bin

13. Legyen A= %2t Fa2 - . egy n-edrendii determindns, melynek

aaaaaaaaaaa

Bnt Bnd --. Bnm

clemei filggetlen, a O ;:runltra szimmetrikus eloszlisd valbszinliségi vilto-
Ok, melyekrd] feltesszlik még, hogy szdrdsaik egyenlik, D3en) =03,
i, k=1,...,n. Bizonyitsuk be, hogy D*d)=n! o*.
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5.1. Altalinos megjegyzések. Ebben a fejezetben felsoroljuk
azokat a valdszinfiségeloszldsokat, amelyek a gyakorlati alkal-
mazhs sorn legtdbbszir el6fordulnak. Mindegyik felsorolisra
keriil6 eloszlistipus speciilis sajitossdgait megtirgyaljuk. Ep-
pen ez az alibbi felsorolds értelme. Ha ui. egy-egy problémét
matematikailag tirgyalunk, akkor a tovibbiakban nem sziik-
séges az ott felmeriild, jol ismert eloszlastipusok kiilonféle
tulajdonségait Gjbdl és ijbél vizsgélni. Szd sincs azonban arrdl,
hogy csak ezek a valdszinliségeloszlasok léteznek. Ahogyan a
gyakorlat (jabb és (jabb problémékat vet fel, dgy blvill ezek
kire is. Ezen tilmenfen, a matematikus szAméra egy vald-
szinliségeloszlis akkor is létezik, ha azt csak gondolatban konst-
rudljuk, és nem gyakorlati problémédval kapcsolatban lépett
fel. Ilyen értelemben annyi folytonos eloszlis létezik, mint
ahény olyan f(x)=0 fliggvény van, melynek az egfsz szAm-
egyenesen vett integrilja 1-gyel egyenlS. Ugyanigy, annyi
diszkrét eloszlds van, mint ahény kiilonbdz8 x,, x;, ... s0ro-
zatot és hozzéjuk tartozdé 1 Osszeget adé p,,p;, ... nem-
negativ szimokat konstruflhatunk. Ennek és a kivetkez§ feje-
zetnek az anyaga tehéit inkdbb tijékozodést kivan nyhjtani az
eddig felmeriilt, sokrétlien vizsghlt és tébbnyire tabellalt elosz-
lastipusokrél. Ismertetésiikre azt a médszert vélasztjuk, hogy
megemlitiink egy-egy problémét, amelynek megoldisa elvezet
az adott tipush valdszin(iségeloszliashoz. Ha pedig egy elosz-
lastipus, mint pl. a normélis eloszlds, nagyszimi, heterogén
problémival kapcsolatban jelentkezik, akkor kidomboritjuk
azt a kozés vondst, mely a kiilonféle problémédkban fellel-
hetd, és indokolja az eloszlastipus felléptét.
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S.2. A binomiflis eloszlis. Tekintsiink egy olyan kisérletet,
amelynek csak két kimenetele lehet; jelsljiik ezeket a-val és
b-vel. Az ilyen kisérletet egyszerii alternatfvdnak nevezziik,
Minden :ﬁﬂ_nlﬂn kisérletet, melyben csupén egy A esemény
¢s ennek A kiegészitSje érdekel benniinket, egy ilyen, két ki-
menetll kisérletnek tekinthetiink. Jelélie paz a, g=1—pa b
kimenetel valészinliségét. Végezziik el a kisérletet n-szer egy-
méstd] fiiggetleniil, és jeldlje & az n szdmi kisérlet kdziil azok-
nak a szidmét, amelyekben az a lehetség kovetkezeit be.
A § =k esemény val6szin{iségét a BERNOULLI-probléma tirgya-
lisa sordn mér meghatiroztuk (1. a 2.11. szakaszt), eszerint

Po=PE =k) = (;)P"Q’*", k=0,1,..,n (52.1)

Az (5.2.1) valdsziniségek sszege 1-gyel egyenld, ‘mert £ a
0, ., ..., n é_nék:k kbziil valamelyiket biztosan felveszi, Ugyanez
a binomiélis tételre tAmaszkodva is indokolhatd. Eszerint ui.

E(:)p'q"* =(p+gq) = 1.

K=0
Az (5.2.1) eloszldst binomidlis eloszldsnak nevezziik,

A binomiilis eloszlds két paramétert tartal
maz, ezek n és p,
Konkrét probléma esetén n is és p is konkrét szﬁmért&kei.
Ha a P, valbsziniliségeket a szdmegyenes 0, 1, ..., n pontjaiba
hizott mer&leges egyenesekre felmérjiik, akkor a Py, P,, ..., P,
magassigok egy darabig névekszenek, azutin cstkkennek.
A legnagyobb valészinfiség a k =[(n+ 1)p] indexhez tartozik.

Tekintslik ui. a

i =
| —py="m
Pe _ (‘-']p{ 5 _h—k+1 P

_[kjllpl:—rﬂ_ﬂn-n; k ‘l-'-j?

Pu-r
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hidnyadost, &z futtassuk k-t 1-t8]1 n-ig. Ebb&l lithatd, hogy
.FJ.- E .Fa;— ]

aszerint, amint

n—k+1 P o
k 1 —F mC &0
vagy ami ezzel ekvivalens,
n+Dp =k

Két eset van: 1. (n+ 1)p nem egész szdm; 2. (n+ 1)p egész szdm. Az elsd
esetben k nem lehet egyenld (n 4= 1) p-vel, de amig eléri az [(n + 1)p] értéket,
addig Py == FPy-1. Hﬂkﬂtmmm akkor Py = Py - ;. Az eloszlis mm-“‘
tehét teljesitl, hogy

Po=EBi=..=Pininp1=>=Prnt1)pr1+1> ... ='-..F._..

A maximdlis valészinliség a k =[(n+ 1)p] indexhez tartozik. Ez egytttal
az closzlds mbdusza. A misodik esctben (n+ 1)p cgész szim, k tohit fel-
veszi ezt az értéket. Amig ennél kisebb, addig P> Pi_,. Ha k=(n+1)p,
akkor Po=P._,, é5s ha k= (n<+1)p, akkor P.<P,.;. Ekkor tehdt két
maxim#lis valészin{iség van. Az eloszlis tagjaira az

aldbbi egyenlGtlenség sorozat teljesiil:

PoPi=<..<Pinsrip-1 =Pius1)p> s. > Pa, 5 A 8 J-,.| . _J_ﬂ
Mivel (n+1)p egész szim, (n+1)p=I[(r+1)p],
tehdt az [(n+1)p] indexhez tartozd valdszinfiség 39. dbra

mindkét esetben maximdlis (1. a 39, dbrit, ahol az :
n=6, p=+4 paraméterli binomidlis eloszlis tagjait dbrdzoltuk).

A E valbszinliségi valtozét eldallithatjuk a kovetkezd mo-
don. Definiéljuk azny, f3, ..., 1, valészinliségi viltozdkat, még-
pedig legyen

1, ha a k-adik kisérlet eredménye az a lehetlség;
=1 0 ellenkez& esetben.

Az egyes kisérletek fiiggetlensége kivetkeztében az ny, 2, ...y
val6szinliségi valtozék fiiggetlenek. Masrészt, ezeket Osszeadva,

1 Az [3] szimbélom oz = szdm eghsz részét, tehdl a legnagyobb, =-nil nem nRagyobb
epls smimot jelenti.
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az Osszegben pontosan annyi l-es 4ll, mint ahényszo
n kisérlet sordn az a lehetSség bekﬁv:tjk-:zctt, tchat e

E=n+nm+..+n,. (5.2.2)

Ennek felhasznéldsfval egyszerfien ki tudj i

juk szimitani & vér-
hatd értékét és szorisit. Az 5., 15 ..., 1, valdszinliségi val-
tozok azonos eloszlisdak,

Py =1) =p;
Py =0)=g=1-p,

tehét vérhaté értékeik és szérdsaik is me
hatd értéke és szérdsnégyzete a kﬁvﬂkﬂﬁ:ﬂ’ﬁﬂﬂuk. n; Var-

M(m) = 1.p+0-g = p;
Din) = (1-pY’p+(0—-p)q = q°p+p%q = pg(p +q) = pq.
Innen kdvetkezik, hogy
M($)=np; (3.2.4)
D?(§) =npg. (5.2.5)

(5.2.3)

A pg = p(l —p) szorzat akkor maximdlis, ha p=%, D3(§)

tehit nem lehet nagyobb, mint % :

Egyes esetekben a p szdmot nem ismerjitk, sét megha-
:;ir:munk és a Huhl:tmrqntat is enml?ui-:dukéb?;ﬂn £ I.mil.p vald-
mﬁu; ut. gvakran valamilyen, szdmunkra fontos ardnyt fejez ki. Ha pl.
- nyos mennyiségll munkadarab kizitt a selejtesek ardnya vel egyenld

visszatevéssel kivilasztunk nr-et, akkor a fent leirt letsorozatot
végertitk el, ahol mindegyik kisérlet esetén két lehetdség van: vagy selej-
Eat vagy hibdtlant vilasztunk ki. Az elébbi eset valdszinfisége éppen p.

gy misik példa a kovetkezd. Adott T felszinfl talajrészen szikes foltok

talélhaték, amelyeknek sszfelszine 1. A iT ardny kizelits meghatérozisdra

lehetdség nyilik oly médon, hogy n pontot véletlenszeriien és méstd
fuggetleniil a T felszin{i talajrészre rddobunk. Ha a kisérletet :Eképpe::
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végezziik, hogy mindegyik pont egyenld felszinii részekbe egyenld vald-
t
szinliséggel essék, akkor mindegyik pontra p - annak a valosziniisége,

hogy szikes foltra esik. Itt is a p szdmot kell meghatdrozni.
Arra vonatkozdlag, hogy az » kisérlet sordn a £-re kapott érték felhasz-

ndldsdval hogyan lehet p-re kisvetkeztetni, tovibbd elbirt pontossagi koze-
lités esetén milyen nagynak kell n-nek lennie, a 9. és a 10 fejezetben vala-
szolunk.

5.3, A polinomidlis eloszlds. Tegyiik fel, hogy egy kisérletnek
r szimi kimenetele lehet, és jeldljilk ezeket a,, a, ..., a,rel.
A megfeleld valosziniiségeket jeldljitk rendre py, pa, ..oy Pporel.
Nyilvinvald, hogy fennall a

F1+F2+1r1 +PI‘ =l

egyenlSség. Végezziik el a kisérletet n-szer fliggetlenill, és tekint-
siik ezt az n kisérletet egyiitt egyetlen kisérletnek. Az a,, a;,...,4,
lehetSségek kozill mindegyik eléforduldsi szima valésziniiségi
viltozd, Jeldlje £, az a, lehetSség eldforduldsi szamit az n
kisérlet sordn, & hatirozzuk meg a &, &, ..., &, valoszinii-
ségi viltozok egyiittes eloszlisdt, vagyis a

Ph.h. g h-:"P[.'E] =k1r £1=k11' vaiy Er=kr}
valosziniiségeket. Mivel n kisérletet végziink, fennall a
E+E+..+E =n (5.3.1)

egyenldség, tehat Py .. ... s csak akkor lehet O-tal  kiilon-

bézd, ha
k|_+k1+-u+kr = H.

Az n fiiggetlen kisérletbdl alkotott kisérlet minden egyes ki-
menetele az a;, dy, ..., a, betik egy specidlis sorozatival rep-
rezentdlhaté. Egy ilyen specilis sorozat pl. a kivetkezd:

ﬂlﬂ-lnlldl ﬂiazllld=l|-ﬂﬂrpdnﬂr'
'l-_-l-i..--l—-r' 'h._.-l-;.n-l'-—-l‘ -\_..-l--\.---I--"i
1 2 .

i Peikann ¢ YWaldernickael et el
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Ennek a valészinfisége a fliggetlenség kivetkeztében
PiPE...pF.
Minden olyan sorozatnak, melyben az a, pontosa
3 Il k ‘Em LY
az a, pontosan k,-szer fordul el8, ugyanénfyi a vald;.zinﬁs:ége:
AZ a kérdés tehat, hog:'f hiny ilyen sorozat van, Nyilvin annyi
mint ahany permuticidja van a fenti speciflis sorozat bet(li-

nek. Az ismétléses permuticiékkal kapcsolatban
] pes m
szerint ezeknek a permuticidknak a széima e

n!
kylkyleok, 1 ®

tehét

n!
Priskay ke = E;WP?’P’-_‘.‘P:’_ £5.3.2)

ky+ky+...+k =n.

A fl.fg rrng E, vﬂ!ﬁﬁ!ﬁlﬁﬂéﬂ véiltozdk kiildn-kiil 1

; 12 62, =kiilén mind
binomiélis eloszlisiak, rendre p,,p,, ..., P, paraméterrel,
Az (5.3.2) valdszinfiségek Osszege 1-gyel egyenlS, mert a
{, +E;-|_-1.. + &, = n esemény biztos esemény, Ugyanez a po-
linomiélis tételre timaszkodva is igazolhatd, ti

n!
kl"t:ti-%r‘l'i,q-ki!km Pijpit"'PfF = {.P]_ +§'1+ T +-pi'}"=l-

Az (5.3.2) eloszldst polinomidlis eloszldsnak nevezziik,

5.4. A hipergeometrikus eloszlds. Térjiink vissza az 1.9

L] el i EE-E.-
kaszban targyalt probléméhoz. Littuk azt, hogy ha egy urni-
ban M piros és N—M fehér golyd van, és n-et visszatevés
nélkil, véletlenszerlien kivilasztunk, akkor

(£)(3=¥)
Po=PE=k)= kj\rn—k k=

(N ’ —'},1, —_—
]
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ahol a & valészinfiségi vAltozé a kivlasztott piros golyok
szimét jelenti.

Az (5.4.1) valdszinfiségeloszidst hipergeometrikus eloszldsnak
nevezziik.

Ez az eloszlas hirom paramétert tartalmaz, ezek N, M, n.
A hipergeometrikus eloszlis tagjai a binomidlis eloszléséhez
hasonlé képet mutatnak. Ugyanolyan médon, mint a bino-
midlis eloszlds esetén, megmutathatd, hogy ha

M+1
(n+l:l—--N+1

nem egész, akkor ennek egész részéig a P, szimok ndveked-
nek, azutin cstkkennek, és csak egy maximélis valoszin{iség
van. Ha a fenti szim egész, akkor az elSbbi esettel szemben
csak annyi a kiilsnbség, hogy az ehhez és ennél eggyel kisebb
indexhez tartozd Pk egyenllk. A

k= [(n +1) ‘:,' :_“::] (5.4.2)

indexhez tartozd P, mindkét esetben maximadlis.

Definisljuk az #,. 73, ..., 1, valoszin{iségi valtozékat a ko-
vetkezGképpen:

1, ha a k-adik hizds eredménye piros golyd,
M =10 az ellenkez8 esetben.

Nyilvanvald, hogy fennaill a

£ = My +024+ ...+, [54.3}

egyenl8ség. AZ 1,, Nz, ..., i, valbszinfiségi valtozdk ekvivalen-
sek, kivetkezésképpen az egyes 5, valdsziniliségi viltozdk azo-
nos eloszldstak, és szintén azonos eloszldsiak az egyes n;. M
(i #k) phrok, egyiittes eloszldsuk minden killonbbz8 i és k



esetén ugyanaz. Ebb8l kovetkezik, hogy

M{HJ:M(’IIIE%zp;

D) = D) = (1 ‘#) =p(1-p)

tovabbi #n, és n, kovariancidja (i=k):
Cu = Mmm)—Mm)M@n) = Py, = 1,5, = 1)—

- H)i— M\ 2
=] =P(p, =1,n, = __(_) _M M-1 (M
(N Hz = 1) N ¥ = \%) =

__p(-p)
N—-1 "~

ahol a p = M jelélést al
< alkalmaztuk, £ vérhaté értékére (5.4.3)
alapjén azt kapjuk, hogy

M
M(8) = n+ = np. (5.4.4)

A & valdszintlisépi -
hatjuk ki: ségi viltozd szérisat az alibbi médon szdmit-

DY) = MI(E—np)®] = M[(n, ~p+ny—p+... +1,—p)?] =

= ML._E; (m—p)* +3'§ (= p)(n, —p]] =

= -DI = n—1 s
S P42, e = mpl1-p) -2 002G,

tehat

D*(¢) = np(1 -p:n(l —;f:,—:—‘l). (549
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Ha a golydkat visszatevéssel hizzuk, akkor & binomialis el-
oszlash p=E-;; paraméterrel, Az (5.4.4) ¢&s az (5.2.4), tovabba

az (5.4.5) és az (5.2.5) formuldk dsszehasonlitdsa utin a ko-
vetkez6ket mondhatjuk: ha a golydkat visszatevéssel vagy visz-
czatevés nélkiil huzzuk, & vérhaté értéke mindket esetben
ugyanaz, szérisa azonban az ut6bbi esetben kisebb és a kor-

rekcids faktor
n—1 “n
b l-§=1 = Vl‘ﬁ'

Az % hényadost kivélasztdsi aranynak nevezziik. Ha n-N-hez

képest elhanyagolhatd, akkor a korrekcids faktor O-nak wve-
hetd, és a két széras koriilbeliil egyenld.

Gyakorlati szempontbl igen fontos probléma a psg

sokszor ismeretlen arany kozelit§ meghatirozasa. Erre vonat-
kozélag 1. a 10.27 és a 10.28 szakaszt.

5.5. A polihipergeometrikus eloszlds. Tegyitk most fel, hogy
az urniban levd golydk r killonbozd kategoridba tartoznak,
melyek rendre Ny, Ny, ..., ¥, szami elemet tartalmaznak:

Nl'l'N:“l‘..q +NI = N,

n szami golyét véletlenszeriien kivalasztva, jeloliék &y, &3, ees En
az egyes kategoriakbdl kivélasztott golyok szfiméat. Belathatd,

hogy
Ph,h,___.t.. — PEE.‘: = kii EZ — kl:-"rEr = kr} -

(Nl)(Nz) (N) (5.5.1)
i kl_ kz kr ,k1+k1+a--+kr=ﬂr

N

i
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A

zﬁk‘z (5.5.1) eloszldst polihipergeometrikus eloszldsnak nevez-
A 'El.! 'Ejl maey 'Er vﬂ!ﬁlﬂﬂﬁﬁé 1 \’ﬂt 1
geometrikus eloszlasuak, ez nﬁlm amiﬁkbiﬁglfﬁ;ﬁkﬂaﬁn Hipee:

5.6. A Markov— - berger-eloszl
?ﬂkczﬁhimhiémﬁl:ﬁ.g}r ﬁﬂan van M ﬁ'h Ly
E;lra Eg;ij;t 1 legn‘l{dt veletlenszerfien kivﬁlalzlzl:c?lsnk& njfa}_dﬁi E-
3 al egyiitt dsszesen R+1 ugyanolyan j ¢
m:kkwism, ez az R+1 lehet 0 is, de n}rr.m lzf'&ﬁnf ulﬁf,t
nE e — 1. Ezt az eljirist n-szer megismételjiik mgiiﬁz’
éﬂnﬂs&ge,nhnlg E;g:mn; Ea m Kérdés, mennyi anna]E a valﬁ:
hciunk ok pontosan k esetben (0=k=n)
megoldis gondolatmenetének megk
AT 4 dnnyités 1
fnttg;; atl:;h :r hiizissorozatot, melyben az ¢1§iﬁ ;;:Jﬁhﬁ!r?
Toe: 4 , €5 hatdrozzuk meg ennck a valﬁs:-jnﬁﬁ é:*
e I}:...._.d. rendre azokat az eseményeket, ho Eaz.
b, ., 8 | -adik hizés eredménye piros golys, A,y .. 4
pocy oS azokat az eseményeket, hogy a k+ l-el&*irlil ., az
eredménye fehér golyé, Ekkor S

by =¥,
P(A5|4,) = H!
P(A)A,y... A _)) = ﬁi[(:—llig ,
PlAgsrldy.. 4y = ;;;P

P(A Ay A, )= N—Mtl—k—1R
N+(n—1)R '

tehat
cialis huzassorozatnak a valgsziniisége
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a valoszinliségek szorzasi szabélya szerint ennek a spe-
P Ay A = MtR Mtk—DR
|12 fin H N+R rlll.\.r-l-{'k_i]R

 N-M  N-M+@-k-DR
N+kR ™ N+(n—-1R )

Ugyanennyi minden olyan hizassorozat valésziniisége, mely-
ben pontosan k piros és n—k fehér golyd szerepel, a novezd
ui. mindig R-rel novekszik, a szamlalok pedig csak permuta-
16dnak. k szamu piros és n—k szami fehér golyét tartalmazod

; e n PR,
hizassorozat pedig Osszesen {k} van, a keresett valdszinu-

ség tehat a kivetkezd:

*,r',-" (M +m}";ﬁ:l (N—=M +J)

P, .—_(”)“1 ,
k p-1
ﬂ. (N +mR) (5.6.1)

k=0,1,2, ...

Az R=0 esetben mindig csak azt a golydt tessziik vissza,
: M
¢ kihtiztuk, P.-nak tehiit az n és p=— paraméterek-

kel rendelkezd binomidlis eloszlas L indexhez tartozd tagja-
val meg kell cgyeznie. Ez az (5.6.1) képlet alapjan ellendriz-
hetd is. Az R = —1 esetben pedig (5.6.1) specidlis eseteként
a hipergeometrikus eloszlast kapjuk.

Annak felhaszndldsdval, hogy minden M, N (M=N) & n
esetén az (5.6.1) valdsziniiségek tsszegének 1-gyel kell egyenld-
nek lennie, bebizonyithatd, hogy a piros golydt eredményezd
hazdsok E szamanak vérhatd értéke és szorasnégyzete a K-

amelyike
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vetkezd:
ME) = kP, =n¥, 5.6.2
= § =R (5.6.2)
(5.6.3)
1+nr
= np(l1 —p) i

M R ,
ahol a P=7p =+ jeldlést alkalmaztuk. & vérhatd értéke

tehdt ugyanaz minden R esetén, szérdsa azonban mér R-t8l
is fiigg. & szordsa az R = — 1 esetben a legkisebb, és ahogyan

R nbvekszik, gy ndvekszik D(&) is, véltozatlan M, N és n
esetén, feltéve még, hogy n=1,

S.7. A geometrial eloszlds. Tekintslink egy kisérletet, melynek
két kimenetele van: a és b. Ezek valészinfiségeit jeldliék a
P € g=1—p szhmok. A kisérletet egyméstél fiiggetlenill vég-
telen sokszor elvégezve (legalabbis gondolatban), tekintsiik ezt
egyetlen kisérletnek. Ennek minden kimenetele az a és b szé-
mokbdl alkotott egy-egy végtelen sorozattal jellemezhets, Je-
16lje n annak a kisérletnek a sorszamét, melyben eldszir for-
dult el§ az a lehetdség. Ha a kisérleteket 1-161 kezdve szdmoz-
zuk, akkor n az 1,2, ... értékeket veheti fel. Mivel az egyes
kisérletek egyméstdl fiiggetlenek, kdvetkezik hogy

P=P(1=k)=g*~p, k=1,2,...(57.0)

Az n=1, n=2, ... események Osszege nem egyenl§ a biztos
eseménnyel, mert lehetséges, hogy az a lehet8ség egyszer sem
kovetkezik be. Ennek ellenére a P, valdszinfiségek dsszege 1:

< = 1

P = k—1p — =
Sh=2Zd et
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tehat annak a valoszinlisége, hogy az a lehetfség sohasem

fordul el6: 0.

Az (5.7.1) eloszldst geometrial eloszldsnak nevezziik. Az el-
nevezést az indokolja, hogy a P, valészin{iségek egy geomet-
riai sor tagjai. Mivel g=1-—p, az eloszlas egy paramétert tar-
talmaz, a tovabbiakban p-t tekintjilk az eloszlas paraméte-

ﬂni;;lrazerﬁ szimolas mutatja, hogy n varhatd értéke és szOras-

négyzete a kovetkezd:

M) = .g; kg*=lp = i (5.7.3)
= She-p-L=g. 614
D(ﬂ}=k§kq F_F F:-

3. A tiv binomidlis eloszlds. Vizsgaljunk egy olyan gépet,
:m]y a ﬁggﬂcn hatésa kvetkeztében 11.’!¢5nkén} ledll. _I-h c.i;:jr:nlﬁ
id&tartamnu periédusokat tekintve, mindegyik periédusban a
gép miiktdésének valésziniiscge g, alldshnak Enldsz{nﬁsiick P,
és az egyes periédusokban a gép ::uﬁkﬁdésc fiiggetlen, or
q(=n,), az elsd leallasig eltelt periddusok szama '_-lbﬁlms.z]ﬁ ﬁ-
mitva az utolsét is, amikor a gép &llt — geometriai elo ! sl
Ha ezutin a kovetkezd ledllasig eltelt periddusok szamdt, az

utolsét is beleértve 7, jeldli s.i. t., akkor a
E=n+nt..tM (5.8.1)

niiséei valtozd az n-edik leallasig eltelt periédusok sza-
‘rmnifszjilmti? az utolsét is beleértve. Az 1y, M2, ﬁ”ﬂ valﬁ:
szinfiségi valtozdk fiiggetlenek és geometrial eloszlis ak P pa
raméterrel, Ezt a tényt felhasznélhatnink £ e.Irn::stlﬁaé.na meg-
hatirozhsara. Ehelyett azonban méasképpen jarunk el, é]:u az
(5.8.1) egyenl8séget csak M(E) és D*(¥) kiszamitdsakor hasz-
pdljuk ki. :
ZAnfiségi valtozd az n, n+1, n+2, ... értékeket
véhﬂcﬁet‘:{?lfﬁ = nilk esemény gy johet létre, hogy a kisérlet-
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sorozatot rcprczentald- a, b (allas, miikédés) betiikbdl allé soro-
zat n + k-adik eleme, vagyis az utolsé elem a, az elsé n+k—1
elem kizétt pedig n—1 darab a és k darab b szdm szercpel:

{:...bﬂ_ b...ba ... b...ba.

i L H] Bn

Minden ilyen sorozat yatdszinﬁsége gp". Az ilyen sorozatok
szima pedig annyi, mint ahany kiilonbbézé médon az utolso
a elétti betiiket permutdlhatjuk. Ez a szdm

(ﬂ'+k—l) (n+k=1
k A op=1 JF

n4k—
nsﬂm:( : ’)qw. k=012 ... (582

Az, hogy egyiltalan n szami a a sorozatban elSfordul, nem
a biztos esemény, az (5.8.2) valoszinliségek Bsszege azonban
mégis 1. Ugyams

ntk—1\ _ (n+k—=Dn+k—2)... -
( - )_ o ) "={—1}*( ;:)

és igy, felhasznalva azt, hogy ha [x] <1 és a tetszdleges, akkor

U+x)= 5 (“)_ﬁ,
ACohLK
ebbdl kdvetkezik, hogy

=fn+k—1 = __n
izn;( k )‘TEP'ZF“ 27( k)[-'ﬂ}"-—-P"{l—q}'":I.

=1}

ennélfogva

Az (5.8.2) valdsziniiségeloszldst negativ binomidlis eloszldsnak
neue:gz:‘u‘i:, n és p az eloszlis paraméterei.

Mivel az n; valosziniliségi valtozék azonos eloszlisiak és
fiiggetlenek, mindegyik varhatd értéke az (5.7.3), szOrasnégy-
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zete az (5.7.4) szerint meghatérozandé szdm, & varhatd érté-
kére és szorasnégyzetére (5.8.1) alapjan az adé6dik, hogy

MUE) = == 8.3
(&) - (5.8.3)
D) = %g. (5.8.4)

5.9. Az exponenciilis eloszlas. Egyes, féleg véletlen iddtarta-
mokat jellé & valosziniiségi valtozdkra teljesiil az a feltétel,
hogy barmely x idépontot vélasztva is ki, ha az a véletlen
idftartam az x ideig nem ért véget, akkor ugy tekinthets,
mintha az egész folyamat az x idépontban kezd&dott volna.
Ezt a tulajdonsagot matematikailag a kivetkezd egyenldség
fejezi ki

Ptz=x+yé Ex)= Pt =), x=0, y=0, (5.9.1)
ami viszont a feltételes valdsziniiség definicidja szerint ekvi-
valens azzal, hogy

PEz=x+typtEx)= P(t = x)P(E = y) (5.9.2)

Mivel pedig a £ = x+V¥ esemény maga utdn vonja a Exzx
eseményt, az (5.9.2)-vel szintén ekvivalens

Pit=x+y)=PE= x)P(E =y) (5.9.3)

egyenlfséghez jutunk. K érdés, milyennek. kell lennie £ elosz-
lisinak ahhoz, hogy ez az egyenldseg teljesiiljon. Bevezetve a
G(x) =1-F(x), x= 0

jeldlést, ahol F(x) a & valoszintiségi valtozod eloszlasfiiggvénye,
(5.9.3)-b6l G(x)-re egy fliggvényegyenlet adddik:

G(x +y) = G(x)G(»), x=0, y=0. (5.9.4)
Mivel F(x) monoton nem-csdkkend €s lim F(x) = 1, kvetkezik,

- i
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hogy G(x) monoton nem-ndvekvd és G(x) # 1. Bebizonyithaté,
hogy az(5.9.4) fiiggvényegyenlet Gsszes monoton nem-nivekvl
és nem azonosan | megoldasait G(x)=0(x=0)ésa

G(x) =e*, x=>0 (5.9.5)

fiiggvények szolgiltatjdk, ahol 1 pozitiv dllandd. Az elsd eset-
ben F(x)re azt kapnink, hogy

F(x:]:l: hﬂ- -‘:;"ﬂ,

ami annyit jelent, hogy a £ id&tartam 1 valésziniiséggel csak
0 ideig tart. Ezt a gyakorlatilag érdektelen esetet kizérva,
(5.9.5) alapjan az F(x) eloszlasfiiggvényre az adédik, hogy

F(x) = P(E<x) = 1—e-%, ha x=0,  (5.9.6)

1) és A pozitiv allandé.
; 1-p* Mivel £=0, ktvetkezik hogy
48 F(x)=0, ha x=0. A £ valbszinii-
a5 ségi valtozo f(x) slirliségfiiggvénye
T is 0, ha x=0 é (5.9.6) alapjan
&2 f(x) = Ae=*, ha x=0. (59.7)
g7 236 558 Azt az eloszldst, melynek elosz-
40. dbra ldsfiiggvénye az (5.9.6), stirfiségfiigg-

vénye az (5.9.7) fiiggvény, exponencid-
lis eloszldsnak nevezziik. A A=1 esetnek megfeleld eloszlds-
fiijggvényt a 40. 4brin lathatjuk.

Reélisnak latszik, hogy az (5.9.1) feltételt kielégiti egy neut-
ronnak egy atommagba iitkdzéséig eltelt idS, egy radioaktiv
atom elbomldsdig eltelt idS, bizonyos esetekben egy kémiai
kotés felszakadisdig eltelt id6 mint valdsziniiségi valtozod.
Ezek tehat exponencidlis eloszldstiak, Exponencidlis closzldst
kivet valamely hasznélati tirgy (pl. gépalkatrész) élettartama
akkor, ha csak véletlen tbrés kévetkertében megy tonkre, a
kopés hatésa gyaknrlatilagl elhanyagolhaté. Ekkor ugyanis
teljesiil az (5.9.1) feltétel, Altaliban feltételezik, hogy a kii-
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lénféle varakozési id6k is exponencialis eloszlasiak, és ezt
a feltételezést sok esetben numerikus adatokkal igazoltak.

Az exponencilis eloszlds még abbédl a feltételbdl is levezel-
het§, mely szerint a P(t = x+Ax|¢ = x) valdszinliség kis
Ax-ek esetén arinyos Ax-szel, pontosabban

P(f = x+Ax|E =x) = AAx +o(Ax) (5.9.8)

ahol A pozitiv allandd, o(Ax) pedig olyan mennyiséget jeldl,
amelyre teljesiil, hogy
. o(Ax)
lim ——2 = 0
a.xTu Ax

Az (5.9.8) egyenldség ui. ekvivalens azzal, hogy
F(x + Ax) — F(x) R
= + o{Ax),
1 — F(x) 4 (

ahonnan, mindkét oldalt Ax-szel osztva &s elvégezve a Ax—~0
hatirmenetet, az

i

———

T=F(x)

differenciélegyenlet adédik. Ennek az F(0)=0 kezddfeltétel-

hez tartozé megolddsa pedig éppen az (5.9.6) figgvény.
Parciélis integrélissal ¢ vérhato éritkére és szorasnégyze-

tére a kovetkezd adddik:

M(E) = jhe‘“dx = l,t (5.9.9)
0

D& = J..lxiﬁ“” ﬂ'x—%_: = -%f (5.9.10)

Példa, A radioaktiv atom. Kisérletileg ellenbrizték, hogy cBY radio-
aktiv pmpﬁt;tum tmegének idbegystgre esth megviltozdsa {csbkkenése)
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ardnyos a thmegével. Ezt a tényt matematikailag a kdvetkezd differen-
cidlegyenlettel fejezziik ki ~

—_—= —Am,

dr L]

ahol m=m(r) a preparftum ¢ iddpontbeli témege. Az m(0)=mo jeldlést
alkalmazva és e kezdd feltétel mellett a fenti differencidlegyenletet in-
tegrilva, azt kapjuk, hogy

m = moe ™"

Ratérve most a jelenség valdszin tasi tirgyalisdra, tételezziik
fel, hogy az egyes atomok egymdstsl fiiggetleniil bomlanak, élettarta-
maik azonos eloszlish valbszinfiségi viltozdk F(r) eloszldsfiiggvénnyel.
Annak a valészinfisége tehdt, hogy egy kivdlasrtoit atom r ideig pDem
bomlik el, 1 — F(r). Ha eredetileg no atom van, akkor a r ideig €l nem
bomlott atomok szdménak varhatd értéke

n=nq(1 — F(t))

Ha m = m{t)»t gy interpretdljuk, mint a témeg virhatd értékét a r idb-
pontban, akkor figyelembe véve azt, hogy n ardnyos a ¢ idbpontig el
nem bomlott atomok tdmegével, az m-re &5 n-re nyert egyenldségekbdl
kivetkezik, hogy

I-_F{:}:E-M! r::hﬂl

Fny=1—e*, =0,
vagyis minden egyes atom élettartama exponencidlis eloszldst valoszinfi-

ﬁ?ﬂtuﬁipmﬂmi. A A paraméter €s a f,, felezfsi id0 kapcso-
t &z
1

E_”* :-E-_

Fao 2
egyenliségbBl hatdrozhatjuk meg és cbbdl adbdik, hogy

A ridium atom esetén ty, = 1580 év. Mivel In 2 =10,69315, tehit % =2279
év, vagyis ennyi egy ridium atom dtalakuldsdig eltelt idd varhatd értéke.
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5,10, A gamma-eloszlis. Az exponencidlis eloszlis a geomet-
riai eloszlés folytonos analogonja. Ha fiiggetlen, exponencii-
lis eloszlasti és azonos 4 paraméterii I " valészinfi-
ségi vAltozbkat dsszeadunk, akkor a

E=5+E+..+6 (5.10.1)

dsszeg eloszldsa pedig a negativ binomidlis eloszlas folytonos
analogonja lesz. Jeldlje f,(x) az (5.10.1) Bsszeg slirliségfugg-
vényét, A (3.13.2) formulira thmaszkodva, teljes indukcibval
megmutathatd, hogy

= e b0 10D

Azt az eloszldst, melynek siiriiségfiiggvénye a (5.10.2) fugg-
vény, n-edrendii gamma-eloszldsnak nevezziik. A flggvényt a
i=1; n=1, 2, 3 esetckben a 4l. 4brin abrizoltuk. )

Az (5.10.1) egyenl8séghfl (5.9.9) s (5.9.10) figyelembevéte-
lével kovetkezik, hogy
ha £ n-edrendii, gamma- fix)
eloszlasii valdszinliség
valtozé, akkor U ey

M) = (5.10.3)

|2 =|a

2(EY =

e =45 el o f 2 3 & 5 § 7 8X

Ugyanezt az eredményt 41. dbra

természetesen az f(x) _

figgvényre tdmaszkodva is megkaphatjuk. ‘
Az egészrend({i gamma-eloszlason kivill van tetszlleges pozi-

tivrendli gammaeloszlds is. Ennek slirliségfliggvénye

folx) = 1:_;:;;_ e=*, ha x=0. (5.10.5)
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A gamma-fiiggvényre tdmaszkodva konnyili belitni, hogy ez
valéban slirliségfliggvény, vagyis az egész szamegyenesen veit
integrilia (amit elegendd 0-tdl =-ig venni, mert f,(x)=0, ha
x=0) l-gyel egyenls. Ugyancsak a gammafiiggvény felhaszna-
lasaval bizonyithatd, hogy az (5.10.5) siirliségfiiggvényii el-
oszlds virhatd értéke p/l, szérisnégyzete pedig p/a®.

5.11. Kiilonbtizd paraméteri exponenciilis eloszlisok kompozi-
cibja. Ha az (5.10.1) Ssszegben a valdszinfiségi valtozdk expo-
nencitlis eloszldstak és fiiggetlenek, paramétereik azonban az
egymést6l kiillsnbozé A, 43, ..., 4, szdmok, akkor az Osszeg
g,(x) slirliségfiiggvénye a kovetkezd:

g (x) = (1) 444X
m E—JL..::

a7 T YO 7 S PO T P T WO ¢ R

Példa. Radioakily bomldssorok. Valamilyen radioaktiv atomot tekintve,
ennek egy tUjfajla atommd vald dtalakulisdig eltelt idd az eldzd példa
szerint exponencidlis eloszlisi valészinfiségi viltozd. Jeldlje Ay ennck az
eloszlisnak a paraméterét. A keletkezett atom szintén tovibb alakul,
flettartama szintén exponencidlis eloszlisi valdsziniiségi valtozd, vala-
milyen A: paraméterrel s. i. t., mig végiil a sor egy stabilis elemmel zérd-
dik. Ha a sor sszesen n41 elemet tartalmaz — az utolsdt is beleszamitva—,
akkor a teljes #talakuldsi idd &sszesen n dtalakuldsi idd Osszege. Je-
161k £, &z, .... £~ az egyes dtalakuldisi iddket. A mondottak szerint
ezek exponencidlis eloszlést valdsziniiségi viltozok, rendre Ao, Az, ..o dn
paraméterekkel. Feltehetjilk még, hogy &, &2, ...s &n figgetlen valdszini-
ségi valtozdk. Eszerint a

E=Ei+ &+ ... T En
teljes Atalakuldsi idd slriiségfiggvényét az (5.11.1) képlet szolgiliata.

(5.11.1)

5.12. Az egyenletes eloszlis. Az egyenletes eloszlisnak van
diszkrét és folytonos, egy- és tibbdimenzids valtozata.

Egy £ diszkrét valdszintiségi vdltozdt egyenletes eloszildsinak
neveziink Gz Xy, Xz, ..., Xy Szdmokon, ha ezek alkotjdk & lehet-
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séges ériékeit, és mindegyik egyenlden valdszindi, azaz
P(E=x)= %, i=1,2 ..n (5121)

Végtelen sok killonbdzd szamértéken egyenletes eloszlas nem
értelmezhetd. Ha ui. minden x;, X3, ... 52am egyenlden valo-
szinli, akkor a

P{E=I,}+P{E=xﬂ+.=p+p+.——-1

feltétel ellentmondast tartalmaz, hiszen a p =0 esetben az Gsszeg
végtelen, a p=0 esetben pedig 0.
Az (5.12.1) eloszlash valésziniiségi valtozd varhatd ériéke és
szorasnégyzete a kovetkezo:
X, +x;+ ...+ X,

M) = = : (5.12.2)

n ] ] ] L] 2
D(§) = "J‘ll;' E;t: [IJ __M{E]}z e = xF _;’(112; x;) . (5.12.3)

Egy folytonos valdsziniiségi vdltozot Egy:en{gres 'efmzkisn:'::rmk
neveziink az (a, b) intervallumban, ha stirfiségfiiggvénye a kover-
kezé (1. a 42. ébrit)

L , ha a=x=b,
fix) = b—a (5.12.4)
0 egyébként.

A vhrhaté értéket és a szérasnégyzetet egyszeril integralissal
kiszdmithatjuk

h -
M(E) = j;”dx =2+, (5.12.5)
i x2 +bV  (b—a)?
n=m=jm¢—(“—2—) = 25 T(5.126)

11 Prékopa: Valdszindségelmélet. ..
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Egy & diszkrét valdsziniiségi vektorvdltozdt egyenletes elosz-
ldstinak neveziink az xy, Xz, ..., X, vektorokon, ha & csak ezek-

1
kel lehet egyenld és mindegyik vektor valdsziniisége =

fe)

42. dbra

Egy §=(&,, &;, ..., &) valdsziniiségi vektorvdltozdt egyenle-
tes eloszidsinak neveziink az r dimenzids tér E tartomdnydban,
ha komponenseinek egyiittes stiriségfilggvénye a kivetkezd:

1
——. h s Xay reny Xy) EE,
Bl 5, oo e 1B Wis X1 e ) (5.12.7)

0 egyébként.

Ennek analégidjira egy &=(§,, &;. ..., §,) valdszinliségi vek-
torvdltozdt egyenletes eloszldsiunak neveziink az r dimenzids tér
valamely felilletén vagy gbrbéjén, ha egyenlé mértékil részekbe
£ egyenlf valbsziniiséggel esik.

Legyenek &,, &, ..., &, fiiggetlen és a (0, 1) intervallumban
egyenletes eloszlast valdszinliségi viltozdk, és jeldlje fl(x) a

E=-E1 "I‘E: +-..+E“
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dsszeg slirliségfliggvényét. Az
i

filx) = a[f —x=nAi(ydy= | fu-1(x—))dy =:J'{.- 1 (1) du

formuldra timaszkodva, teljes indukciéval megmutathatd, hogy

1 =1 R n=1 R —Ma=1 _
ﬁ,[x}=m_”![r' —(]){x—l} +(2)(x 2)-1 ]

OQ=x=n, (512.8)

ahol a zéréjelen belill az osszeg addig l:ialad, amig x, x—1,
x—2, ... pozitiv szimok. f,(x) =0, ha x=0, vagy x=n, mivel
Ei,Eqyouny &, brtékei 0 és 1 kbzé esnek. Az n=1 esetben defi-
nicidé szerint

1, ha 0<=x=<1;
fl('r:l ={u Eﬂ'ﬁbkéﬂt,

az n=2, 3 esetben pedig az (5.12.8) képlet alapjin az adddiks
hogy

(5.12.9)

X, ha 0=x=1;

fa(x) = %E—L ha 1=x<2; (5.12.10)
0 egyébként,

il, ha 0=x=1;
2
x2—3x-1)* _
f5(x) =4 2 L LT
{3-;}1, ha 2=x-=<3;
L0 egyébként.

Az f3(x), f2(x) &s f,(x) figgvények geometriai képét a 43. 4bran

- lathatjuk,
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% )
4 7 %)

5.13. Feladatok. 1. Bizonyitsuk be, hogy a hipergeometrikus eloszlisnak
az (5.4.2) indexhez tartozd tagja maximdlis.

2. Vannak olyan lincmolekuldk, mclyck bizonyos krilmények ki-
zitt ugy bomlanak, hogy mindig csak a végeken levd kitések szakad-
nak fel. Tegyiik fel, hogy egy ilyen, n egységet tartalmazd molekula vé
gein levt kitések egymdstol és a kordbban felszakadt kotésck élettarta-
maitél fiiggetlen, exponencidlis eloszldst valdsziniiségi valtozdk, azonos,
A paraméterrel. Hatdrozzuk meg a teljes lebomldsi idd slirliségfiiggvényét.

3, Hatdrozzuk meg az (g, b) intervallumban egyenletes eloszlis k-adik
momentumat.

4. Hatdrozzuk meg az (a, b) és a (c, d) intervallumokban egyenletes
eloszlisok kompozicidjit.

5. Egy rajzold egy egyenes szakasz O-val megjeldlt pontjatdl egymdas
utdn 5 egyenld hosszisigl szakaszt mér fel. Minden egyes szakasz fel-
mérésénél a kezddpont megvilasztdsiban hibdt kdvet el, mely egyen-

1 1
letes eloszlist valoszinfiség valtozd a — 5 mm, mm intervallumban.
Kérdés, hogy ha a hibidk egymistél fiiggetlenck, mennyi a valbszinii-

sége annak, hogy a hibdk dsszegének abszoldt értéke nem nagyobb, mint
1,5 mim.

&, FRIEZET

A POISSON-ELOSZLAS

Véletlen eseményfolyamatok
A Poisson folyamat két alkalmazisa



A POISSON-ELOSZL AS

Ebben a fejezetben arra toreksziink, hogy megmutassuk,
milyen kitiintetett és fontos szerepe van a diszkrét eloszldsok
kizott a Poisson-eloszlisnak. A Poissom-eloszlis klasszikus
bevezetésmddjat a 6.1 szakaszban ismertetjiikk. Eszerint a
Poisson-eloszlds a binomidlis eloszlisnak egy specidlis érte-
lemben vett hatarértéke, és lehet8séget nydjt a binomidlis elosz-
lis valdszinfiségeinek approximicidjra nagy n és kis p esetén.
A modern valdszinliségelméletben azonban jelentfsége tilné
az el6bbi probléman. Itt elsGsorban a véletlen eseményfolya-
matok, véletlen pontelhelyezkedésekkel kapcsolatos vizsgila-
tokra gondolunk, Ezekkel foglalkozunk a tovibbi szakaszok-
ban. Az emlitett példikkal kapcsolatban elfre is meg kell
jegyezniink, hogy ezek tdvolrdl sem meritik ki a Poisson-
eloszlas alkalmazasi korét.

6.1. A Poisson-eloszlis mint a binomidlis eloszlis hatérértéke.
Tekintsiik a binomidlis eloszlas tagjait:

PP = (:)p*{l —prk k=0,1,..,n (61.1)

A felsS n indexszel az n-t8l valé fliggést tiintetjiik fel. Nével-
jiikk m-et minden hatdron til, mikézben p tartson O-hoz, még-
pedig 0gy, hogy minden n esetén az mp szorzat egy dllandé
érték maradjon:

np=2A=0. (6.1.2)

Ekkor rogzitett k esetén a (6.1.T) valésziniiség egy hatdrérték-
hez tart, melyet alibb meghatérozunk.
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Fejezzitk ki a (6.1.2) egyenldségbil a p-t, €s helyettesitsiik
be a Pi™ valdszinlség (6.1.1) képletébe, Ezutin egyszerii ita-
lakitisokat végezve, azt kapjuk, hogy

(m __ n A o = .It)n_k_

= (3 0-3) -
_on(n=1)-(n—k+1) i ! L)ﬂ I_J.' =
S— k! E = M ; e

Jﬁ( A)"n{n—l}---{u-k+l}( .1.)"‘
— l-—— = - l__ '
k! H ME==+H H

Ha k ropzitett egész-szim és n—-o=, akkor

n(n—1)--(n—k+1) _ (l_l)(l_g)"_(l_k—l)*l;
fft==+H i H i)
Y
H

Az analizisbdl ismeretes tovabba a

lim(l —i) = p-4
— n

hatarértékrelacié, Ezek alapjan azt kapjuk, hogy

E
|im,=-£'*=$;e-a k=012 ... (613

Megjegyezzilk, hogy a (6.1.2) egyenldség helyett elegendd

csupan a
limnp = Ai=0

A==

relacié teljesiilését feltételezni, (6.1.3) mér ebbédl is kdvetkezik.

Ezt nem bizonyitjuk, de az analizisben jiratos olvasé a bizo-
nyitdst maga is elvégezheti,
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A (6.1.3) valbszin{iségekrdl csak annyit tudunk, hogy nem-
negativak, kiillén bizonyitdsra szorul azonban az, hogy &ssze-
giik 1-gyel egyenld. Ezt azonban az exponencidlis fiiggvény
MAcLAURMN-sora alapjdn kénnyil beldtni. Ismeretes, hogy min-
den x esetén

x  x* x? = xk
e* = l+ﬁ+ﬁ+ﬂ+.u—h§}ﬁ.
Ebbll kovetkezik, hogy
- lt S = - li = i
k,-z;me = g huﬂ—e“e—l.

A0, 1, 2, ... nem-negativ egész szimokhoz tartozé (6.1.3) vals-
szinfiségek tehdt a sziimegyenesen egy valdszinfiségeloszlist ha-
taroznak meg.

A (6.1.3) eloszldst Poisson-eloszidsnak nevezziik. 1 az eloszlas
paramétere.

Eldbbi eredményiinket a kdvetkezd specidlis példin illusztrdljuk. Te-
gyilk fel, hogy n golydt N szdmi szimozott urndba egymds utdn vélet-
lenszerfien elhelyeziink. Annak a valdszinlisége, hogy egy meghatdrozott
urndba k& golyd keriiljén,

1 1n-k
Fk:[i‘]‘ﬁ[l_ﬁ] .
Ha az urmndk szdmdt ¢s ezzel egylitt a golySk szdmdAt minden hatdron
tdl ndveljilk, de oly mddon, hogy

J%=1:=-ﬂ.

ahol A dllandd, akkor P, hatirértéke a 1 paraméterli Porsson-eloszlds
k-adik tagja. Durvdn szolva, ezzel egyenld annak a valdszinlsége, hogy
végtelen sok urndba végtelen sok golydt elhelyezve, a kivdlasziott urndba
& szdmid golyd keriilién, ahol 1 az egy urndra esd golydk szdma.

A (6.1.3) hatdrértékrelicié lehetdséget nyGjt a binomiilis
eloszlds tagjainak a Poisson-eloszlds tagjaival vald kizelité-
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sére. Eszerint az

(ﬁ)p*u —pr-* (6.1.4)
valészin(iséget elég nagy n esetén az
{Lfti e (6.1.5)

valdszinliséggel kozelithetjiik. Felvetddik azonban a kérdés,
hogy véges n esetén milyen pontos ez a kozelités, tehat adott
n k és p esetén mekkora a relativ hiba? Bizonyitds nélkiil
kozbljilk, hogy

(o[ e -

kp* _(k—mp) Kk _ k> }
=¢;p{ == T +R?, (6.1.6)

K23k +4) |1 P
IR| < 1zEu—k}=} "'i":"—k](ff—.ﬂ)‘

Innen lathat6, hogy a kozelités akkor jo, ha n nagy, de p és
k kicsi. Illusztricioképpen alibb Gsszehasonlitjuk a hmm:_m:aha
eloszlas els§ tiz tagjat a Pomsson-eloszlds megfelelS tagjaival

n==064 és F:i esetén.

_+_
ahol

32
k A binomidlis eloszlds tagjai A Pomson-closzlas tagjal
0 0,131 0,135
1 0,271 0,271
2 0,275 0,271
3 0,183 0,180
4 0,050 0,090
5 0,035 0,036
6 0,011 0,012
7 0,003 0,004
g 0,001 0,001
9 0,000 0,000
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Ha egy & valdsziniiségi valtozd Poisson-eloszlasi A para-
méterrel, azaz

jri
P(E=k}=k—rﬁ"1, k=l],l,1,.”,
akkor
MO = Skter=2 3 2 i
=2kt = gyt =4

- ‘lt - ;.l
2 - 2 =13 = 1Y) —
D(§) “Zul: T —t%k{i: I]k! =4+
t Pt e 32 oo

o F T e = e e

tehat M(E)=4; D)=, (6.1.7)

A Poisson-eloszlds A paramétere egyben az eloszlas varhatd
értéke és szdrasnégyzete is.

A binomiilis eloszlds maximélis tagjanak meghatérozdsakor
alkalmazott gondolatmenethez hasonléan megéllapithatd, hogy
a Py=P(§{=k) valészinliség maximélis, ha k=[i]. Ha i nem
egész, akkor csak ez az egy maximdlis tag van, ha azonban i
egész, akkor P;=P,_;. A maximilis tagig vagy tagokig az
eloszlas tagjai nivekednek, azutdn csokkennek, kivételt képez
természetesen az az eset, amikor [4]=0, vagy A=1 (. a 44. és
a 45. abrat, ahol a 1=0,8 ill. a 1=3,5 paraméteri PoIssoN-
eloszlasokat &brazoltuk).

43 07

&5 ’ ai
] z

[ N—

e T S —

[ -
-‘l-—
.
o
h=]

o
o
o

i
LA
B
H
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6.2. Véletlen eseményfolyamatok. Tegyilk fel, hogy bizonyos
egymds utdn kovetkezd idépillanatokban események tdrtén-
nek ¢és mindegyik esemény megtorténiét egyetlen 1dépont
jelzi, Egy ilyen idében lejitszodd jelenséget eseményfolyamat-
nak neveziink. Ha az egyes események véletlenszerii idSpon-
tokban torténnek, akkor véletlen eseményfolyamarttal &llunk
szemben. Véletlen eseményfolyamatot alkotnak pl. egy telefon-
kézpontba beérkezd hivasok, egy elekironcsGben a katodrdl az
anddra érkezd elektronok becsapddasai, egy kiszolgiléd beren-
dezéshez beérkezd kiszolgilanddk beérkezései, a kozmikus ré-
szecskék beérkezései szamlalocsébe, a meteorologiai frontok
érkezései, textilgyirban a gépek leilldsai fonalszakadds miatt,
egy villamos vagy autobuszmegaillohoz az utasok érkezeési 1dG-
pontjai, a radioaktiv atomok egymas utdni bomlasai, az embe-
rek szilletéseinek idépontjal stb.

Egy véletlen eseményfolyamattal kapcsolatban a legelsd kér-
dés, hogy milyen valdsziniliségeloszlasa van annak a valdszinii-
ségi véltozdnak, amely megadja egy (1, . {,) idSintervallumban
tértént események szamat. Latjuk majd, hogy igen Altala-
nos feltételek teljesiilése esetén ez az eloszlis Poisson-eloszlis.

Elébb azonban tisztiznunk kell a véletlen eseményfolyama-
tok matematikai modelljét, be kell illeszteniink ezeket a vélet-
len kisérletek matematikai modelljei kézé. Egy elemi esemény,
a kisérlet egy végeredménye most az eseményfolyamat egy
konkrét lefutasa. Mivel maguknak az eseményeknek a termé-
szete nem érdekel benniinket, csak azok bekdvetkezésének ids-
pontjal, az eseményfolyamat minden egyes lefutisit az egymads
utani torténések ¢, =1, =1, =... ndvekvld idpontjaival helyet-
tesithetjiik. Egy ilyen sorozat egy elemi esemény, egy . Az w
halmazt, az eseményteret az ilven idSpontsorozatok dsszessége
alkotja. Egy lehetséges véletlen esemény pedig egy ilyen iddpont-
sorozatokbol alkotott halmaz (ne révessziik dssze ezt az eseményt
az egyes iddpontokban végbemend eseményekkel). Ribgzitett t
esetén jelilje £(r) a (0, r) idGintervallumban tértént események
szdmat, ez valoszinliségi viltozd, mely minden elemi eseményhez
egy szamértéket. mégpedig egy nem-negativ egész szimot rens
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del hozzd. A £(r) valbszinliségi valtozdk Gsszessége sztochasz-
tikus folyamatot alkot. Enneck minden egyes realizcidja az
eseményfolyamat egy-egy konkrét lefutdsit jellemazi.

A véletlen eseményfolyamatok egyik sajatsiga, hogy toébb-
nyire csak egy realizdciét 4ll moédunkban konkréten megfi-
gvelni. Egyves esetekben azonian, mint pl. az elektroncsGben
az andodra érkezd elektronok vizsgilatakor az eseményfolya-
matnak véget vethetliink egy édltalunk valasztott idépontban,
¢s a kisérlet ujboli elkezdésével egy masik realizaciot figyelhe-
tiink meg. Ugyanezt a célt elérhetjilk tgy is, hogy tébb azo-
nos tipust elektroncsdvel folytatunk vizsgilatot., Végiil megje-
gyezzilk még, hogy egy véletlen eseményfolyamatot vizsgil-
hatunk egy meghatdrozott kezdeti idéponttél, melyet O-val
‘eloliink, adott esetben azonban, ha az eléggé hossza ideje
tart, tekinthetjiik Ggy is, hogy az méar végtelen hosszi idS 6ta
folyamatban van. Ez esetben a 0 <=1, =1, =13 =... idGpontokat
ki kell egésziteniink 0 idSpont elGtt tortént események
=g >1_s>=f_s>.. idGpontjaival.

Az eseményfolyamatokkal kapcsolatos egyik legfontosabb
fogalom az eseménysiirfiség. Ez egy n indexszel ellatott p.(1)
fiiggvénye az idének, pontos definicidja a kovetkezd:

1
21 =£ﬂ E',—P(E(r +ADN—E() = 116(t) = n). (6.2.1)

Az eseménysiirliség tehit egy feltételes valosziniliség és Ar ha-
nyadosinak a hatirértéke, mikdzben Ar-—0, feltéve hogy a
hatirérték 1étezik. A feltételes valdszin{iség annak a valdszindi-
sége, hogy a (1, ¢ + Ar) iddintervallumban egy esemény torténik,
feltéve hogy r ideig n» esemény ment végbe. A (6.2.1) reliciéboél
kovetkezik, hogy

P(E(r+ Ar) — (1) =1|£(t) =n) =p (DAt + o(AD). (6.2.2)
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A legtibb eseményfolyamattal kapcsolatban ezenkiviil feltéte-
lezik még azt is, hogy

P(&(t + Af) — £() = 1]E() =n) = o(A1), (6.2.3)

vagyis 1-nél tébb esemény Ar idfszakasz alatti bekdvetkezése

barmilyen £(r) =n feltétel mellett elhanyagolhaté Ar-hez képest.
Ebbél és (6.2.2)-b8l viszont kovetkezik, hogy

P(&(t + AD) — E(1) =0)&(r) =n) =1 — p(1)At + o(A1) (6.2.4)

Egy eseményfolyamatot fiiggetlen nivekményiinek neveziink,
ha tetszflegesen sok, egymdst nem feds, tehdt legfeliebb kizés
hatdrpontokkal rendelkezd,(ty, t5), (ts, t3), ...y (t30—-1, t3a) inter-
vallumok esetén a

'Ez; “En ) 'Eu _'Ery wany 'Erz.." |EI:|.l-1

valdszinfiségi vdltozok, vagyis az egyes iddintervallumokban vég-
bemend események szdmai fiiggetlenek. Egy fiiggetlen novek-
ményll eseményfolyamat p,(¢) slirlisége — ha 1étezik, — fiigget-
len n-t6l. Ez a (6.2.1) egyenlségbdl rogton kovetkezik, ha
figyelembe vessziik, hogy &(0) =0, tehit £(1)=E&()—£(0) és a
(0, 1), (1, 1+ Ar) intervallumoknak nincs kizds belsS pontja.

Egy eseményfolyamatot staciondrius nivekményiinek neve-
ziink, ha a (ty, ty +t) iddintervallumban térténd események szd-
mdt megado E(tg + 1) — &(t,) valdszindiségi vdltozé eloszldsa csak
t1-tdl, az intervallum hosszdrol fiige, és fiiggetlen ty-t6l, az inter-
vallum kezddponijdisl.

6.3. Véletlen eseményfolyamatok differencidlegyenletrendszere.

Ha egy eseményfolyamatnak van eseménysiirlisége, vagyis léte-

zik a (6.2.1) hatarérték, tovabba teljesiil a (6.2.3) feltétel is,
akkor a

P(t) = P(&(r) =n) (6.3.1)

valdszinliségekre az aldbbi dif ferencidlegyenletrendszer 4ll fenn:

Fo(t) = _Fl{:}Pﬂ{r} +Pa-1 (OF, (1) n=1, 2 ey
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Ez a differencidlegyenletrendszer a (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4)
formuldk felhaszndlisdval a kovetkezSképpen vezethets le, A
teljes valdszinfiség tételének felhasznéldsdval irhatjuk, hogy

P,(i +Af) = hz"; P(E(t+A1) = n|E(t) = n—K)Py_4(t) =

= 5 PE(t+A0—E(0) = KIE() = n—k)P,(0) =

= (l —p_l:f}ﬁf].ﬁ,{f} +.Pn—~1{~'}Pl—l{£] +ﬂ{'ﬂ'ﬂ'

P(r)-t mindkét oldalbél levonva, majd mindkét oldalt At-
vel osztva, végiil elvégezve a At -0 hatiritmenetet, a (6.3.2)
differencidlegyenletrendszert kapjuk. Az n=0 esetben (6.3.3)
jobb oldalin az &sszegben P,_,(f) mér nem szerepel, ekkor
(6.3.2) alsé sora adddik a hatiratmenet elvégzése utén.

Ha minden n esetében a p,(!) eseménysiirliség a ¢ viltozd
folytonos fiiggvénye, akkor a P,(f) valdszinliségeket a (6.3.2)
differencidlegyenletrendszer Py(0)=1, P,(0)=0, n=1,2,...
kezdGfeltételek mellett vett megoldisa szolgiltatja, amely ez
esetben egyértelmii, Ha a p,(f) figgvények n novekedésével na-
gyon gyorsan nének, akkor pozitiv val6szinlisége lehet annak,
hogy véges id4 alatt végtelen sok esemény torténik, Bebizonyit-
haté azonban, hogy ez csak 0 valészinfiséggel fordulhat eld,
vagyis

ﬁ; P(t)=1,
ha teljesiil a kiivetkezd feltétel:

- 1

e (LA
a=0 Max pa(Tt)
Omr=i

Ha még az is teljesiil, hogy rogzitett 7 esetén van olyan ¢=>0
szAm, hogy

p(t)=en, 0=1t=1 n=1,2,..,
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akkor a £(r) valdszinliségi viltozd tetszdleges rendli momentu-
ma is létezik, vagyis minden k=1 szdm esetén

S P, (1) < .

L]

6.4. A Poisson-folyamat. Ebben a szakaszban tébb killénbiz§
feltételbdl indulunk ki és megmutatjuk, hogy ezek mindegyike
elvezet ahhoz a kovetkezményhez, hogy a &(r;) — &(t,) vald-
szinlségi valtozd, mely a (¢,, ¢;) iddintervallumban végbemend
események szamat adja meg, Poisson-eloszldshi. Az alkalmazis
soran adott esetben feltételeink kézill azt valaszthatjuk ki,
amely éppen a legredlisabb, a konklizié azonban mindig ugyan-

az.

ElGszor tekintsilk a kévetkezé probléméit. Egy kiszolgilé
berendezést n fogyasztd haszndl, és ezek a (0, T') idSintervallum-
ban egyméstdl fiiggetleniil, egyenletes eloszlds szerint érkeznek
be. Kérdés, mennyi annak a valdszinfisége, hogy egy (fp, o+ 1)
idGszakaszban pontosan k szdmi fogyasztd érkezik. Mindegyik

fogyasztéra nézve %., annak a valészin(isége, hogy ebben az
idfszakaszban érkezzék, tehit a keresett valdszinliséget a 15-t61

A

érték adja. Ha most n-et és 7-t minden hatéron til néveljilk,
de gy, hogy

n
T = A = allandé,
I

akkor a (6.1.3) hatarértékreliciét a p= 7

ben alkalmazva, azt kapjuk, hogy

k n—k
(:)(%) (1 —%) -*%}t e, (6.4.1)

5 np=r~i-;,—,:!.1 eset-
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Bebizonyithatd, hogy ha nem egy ¢ hosszisagi idSszakaszt,
hanem tetszdGlegesen sok, de egymassal kizis belsé pontot nem
tartalmazd, ¢, t;, ..., f, hosszlsagi idGszakaszokat vizsgilunk,
akkor az ezekben végbement események szimai aszimptotikusan
(H <o, T-rea, %zﬂ. esetén] fiiggetlenek. Ennek bizonyitiséit
az Olvasora bizzuk.

Ha a fogyaszték nem egyenletes eloszlis szerint érkeznek,
akkor a &(ry + 1) — £(r,) valosziniiségi valtozd ismét binomidlis
eloszlasd, tehat eléggé nagy n esetén kozelitGen Poisson-elosz-
lish, az closzlas paramétere azonban nem ardnyos r-vel.

Tegyik fel most, hogy az eseményfolyamat olyan, hogy az
cgymds utan kodvetkezd események kdzotti idStartamok expo-
nencidlis eloszlasa fiiggetlen valdszinliségi viltozok, mindegyik
paramétere ugyanaz a A=0 szdm, és hatidrozzuk meg £(1)
closzlisat, Jelolje &, az elsd esemény torténéséig eltelt idst, £,
az elsf és masodik esemény kozdtti iddt s. i, t. Jeldlje tovabba
F(f) az elsO n valdszinliségi viltozo Gsszegének eloszlasiligg-
vényét :

Fn{f}':P('El +'=t'2-|'-“' +'£a'='r}‘

Ez egyben annak a valoésziniisége, hogy ¢ ideig legalabb n ese-
mény torténjék. Ebbdl kovetkezik, hogy

F (D =P+ F,.,(),
ahonnan azt kapjuk, hogy
P(t) = F(1) = Fps (1) (6.4.2)

Az F(1) eloszlasfiiggvény az (5.10.2) képlet altal adott fiiggvény
0-t6l r-ig vett integraljaval egyenld. Ezt (6.4.2)-be helyettesitve
¢s parcidlis integrilast alkalmazva, az adddik, hogy

[ ]

=L Autiyn (Ar)"

[~ —4 = =4 = — = At

F.(r) J-{n l}te * dx ! = ¢ * dx =y B e
L]

(6.4.3)
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Kdnnyen belithatd, hogy ugyanez az eloszlisa a & (f, + ) — &(1,)
valbszinliségi véaltozénak is, ha ui. az eseményeket a 1, id&-
ponttdl kezdjiik szimlélni, az els6 eseményig eltelt idé vélto-
zatlanul exponencidlis eloszlasi A paraméterrel. Ez az exponen-
cidlis eloszlas tulajdonsagibdl rogtdn kovetkezik. Ugyanebbdl
kiovetkezik az is, hogy egymast nem fed$ iddintervallumban
végbement események szdmai fliggetlen valbszinliségi véltozok.

Végiil induljunk ki abbdl, hogy az eseményfolyamatnak léte-
zik az eseménysiirlisége, amely n-t6l filggetlen és t-ben folyto-
nos:

polt) =plr).

Ezt a (6.3.2) differencidlegyenletrendszerbe helyettesitve és
azrt szukcesszive integrilva, a

0] fo

P'U}=TE ¢ ., n=0,12 .. (644)
képlet ad6dik. Ha p(r) még r-t8l is fiiggetlen,
plr) =4,
akkor
Jp(x} dx = Mt

és a (6.4.4) eloszlas a (6.4.3) eloszlasra redukilédik.

Tétel. Az aldbbi a) és b) dilitdsok ekvivalensek:

a) az eseményfolyamat fiiggetlen és staciondrius novekményii,

b) az egymds utdn kdvetkezd események kizorti iddrarramok
exponencidlis eloszldsu és fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok, azo-
nos paraméterrel.

Ha egy eseményfolyamat az a) vagy b) tulajdonsded, akkor
van olyan 4 >0 szdm, hogy 5(1) eloszldsdt a (6.4.3) képler adja.
Ez a A megegyezik a b) alart emlitett exponencidlis eloszlds
paraméterével.
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A tételben emlitett tulajdonsagi eseményfolyamatot sraciond-
rins novekménytli Poisson-folyamatnak nevezzilk, Ami a tétel
bizonyitdsat illeti, ezt a fentickben részben elvégeztilkk. Annak
a bizonyitisa maradt csak hdtra, hogy a)-bdl kévetkezik b),
ezt azonban nem részletezziik,

6.5. Véletlen pontelhelyezkedések. Gyakoriak az olyan prob-
émdk, melyekben bizonyos, relative kis kiterjedésii egyedék,
pontok oszlanak szét véletlenszerlien egy egyvenes mentén, a
sikon vagy a térben. Az ilyen jelenségeket véletlen pontelhelyez-
kedéseknek nevezziik. Ezek specidlis esetei tulajdonképpen a
véletlen eseményfolyamatok is, melyek felfoghatdk véletlen
pontelhelyezkedésekként az idStengelyen. Példik véletlen pont-
clhelyezkedésekre bakiériumkolonidk elhelyezkedése a taptala-
jon, emulzidészemcsék elhelyezkedése a filmben, vérsejtek elhe-
Ivezkedése a mikroszkdp latdmezejében, csillagok térbeli elhe-
Iyezkedése, bizonyos specidlis novényfajta egyedeinek elhelyez-
kedése a talajon, kovek elhelyezkedése az livegmasszdban, halak
elhelyezkedése a vizben (adott idépontban) sth,

Ezek matematikai modellje analog az eseményfolyamatok
matematikai modelljéhez. Egy elemi esemény, egy w, az egye-
nes, sik vagy tér (attél fuggben, hogy mirSl van sz0) véges vagy
véglelen pontsorozatanak a kivilasztasiban all. Ezek Osszessége
alkotja az Q eseményteret. Jelslje 5(4) az 4 tartominyba esd
véletlen pontok szdmat.

Sok esetben teljesiil az a feltétel hogy diszjunkt 4, , 4,, ..., 4,
tartoményokhoz tartozd £(d4,), &(A;), ..., £(A,) valdsziniiségi
viltozék fiiggetlenek. Ekkor az esemén}'fu]}famamk analogid-

jara a véletlen pontelhelyezkedést fiiggetlen nivekményiinek ne-
vezziik.

Ha £(A) eloszlasa nem fiigg a tartomany helyzetétsl és alak-
jatdl, csak A4 mértékétdl, akkor a véletlen pontelhelyezkedést
Staciondrius nave!:mfnyunek nevezzilk,

Tétel. Ha egy véletlen pontelhelvezkedés fiiggerlen nivekmé-
nyii, és van olyan p(t) folyionos Siigegveny (a1 vektor az egyenes,
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a sik vagy a rér egy pontja a problémdtol fiigeden), hogy

P(E(A)=1)) =p(O)m(A) + o[m(A)];
P(&(A) > 1)) = o[m(4)],

akkor £(A4) Poisson-eloszlisd, varhatd értéke egyenld a plp)
fliggvény A4 tartomdnyon vett integriljival. Pl. a sik esetében

MEW) = | [p(ty, 1)dndey, 1 = (1, 1),

A tételben leirt tulajdonsigi véletlen pontelhelyezkedést
Poisson-tipustinak nevezzilk. A staciondrius ndvekményli pont-

elhelyezkedés esetében p(y) konstans,
plt)=im(A),

ahol 4 pozitiv dllando. Ez az egységnyi mértékii tartomanyba
esd véletlen pontok szamanak varhato értékével egyenls. A p(r)
fluggvényt ponisiiriiségnek nevezziik,
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6.6. Erlang képlete. Egy telefonkozpontban & szdmiu wvonal
van. Vizsgilni akarjuk annak a valbszintiségét, hogy egy adott
¢ idSpontban pontosan k szdmi vonal (0=k=N) legven fog-
lalt. A kivetkezd feltevésekkel éliink: 1. a kdzpontba beérkezd
hivisok staciondrius ndvekményii Poisson folyamatot alkotnak
A paraméterrel, vagyis annak a valosziniisége, hogy egy At
hosszlisagh 1ddszakasz alatt egy hivas érkezzéek AAf 4 o(Al),
tovabba o(Ar) annak a valdszinlisége, hogy Ar id6 alatt legalabb
két hivis érkexzék, végiil kdzds pont nélkiili idSintervallumok-
ban beérkez§ hivasok szimai figgetlen valdszinliségi valtozdk;
2, ha egy hivds esetén minden vonal foglalt, akkor a hivés
elvész, ha azonban a hivist beszélgetés kiveti, akkor ez utdbbi
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idétartama exponencidlis eloszlasi valdsziniiségi valtozd u pa-
raméterrel, amibdl kovetkezik, hogy mindegyik foglalt vonalra
uht+o(Ar) a valoszinlisége annak, hogy Ar idé alatt véget-
érjen, barhol is legyen ez az idGszakasz az idStengelyen; 3.
a beszélgetések idStartamai fliggetlenek a hivasfolyamattdl és az
egyes beszélgetések idGtartamai egymastdl is fliggetlenek.

Jeltlje P(1) annak a valdsziniiségét, hogy a ¢ iddpontban &
szamu foglalt vonal van és tekintsitk a P.(r 4+ Ar) valésziniisé-
zet. A kovetkezd esetek vannak:

A t idépontban is k szadmi foglalt vonal volt és Ar idG alatt
uj hivas nem tortént, tovabba egy beszélgetés sem fejezGdiott
be; ennek a valdsziniisége

P(1) (1 = AAL +o(AD) (1 — pAt+ o(AN)* =
=(1 = A= kp)AtP,(1) + o(Ar).

A tidépontban k — | szamu foglalt vonal volt és At 1d6 alatt
egy hivas toriént; ennek a valosziniisege

Py (DAAL + o(Ar).

A riddpontban k + 1 szimu foglalt vonal volt, és Aridd alatt
pontosan egy beszélgetés befejezddott. Ennek a valdszinlisége

Fyay (f](k :_:_ ])mm +o(AN)(1 — pAt +o(An)) =

= (k+ 1) pdePyy  (8) + o (Ar).

A At idé alatt befejezcditt beszélgetések és beérkezett hiva-
sok sziminak dsszege legalibb 2. Ennek a valdsziniisége o{Ar).
Pt + Ar) a fenti valészinfiségek osszege:

Pt + AN =P0) = (A + kp)At P (1) + AALF, _ (1) +
+(k+ Dy AP (1) 4 (A1)
A fenti gondolatmenet csak a k=1, 2, .oy W — 1 esetckre vonat-
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kozik. Minthogy a k=0 esetben nem maradhat abba beszél-
getés, a k=N esetben pedig nincs szabad vonal, amely a beér-
kez& hivast felvenné, a fenti egyenldség helyett az ad6dik, hogy

Bo(t + Ar) = Py(r) — AALP(1) + pArP,(1) + o(Al),
Pyt +Af) = Py(t) — (A + Nuw)AtPy(1) + AALPy _ (1) + o(Af).

Ha Py(r)-t atvissziik a bal oldalra, majd As-vel mindkét oldalon

osztunk és elvégezzilk a Ar -0 hatdritmenetet, akkor azt kap-
juk, hogy

Py(t) = —APy(1) +pP, (1),
Pi(r) = —(A+ k)P () + AP,y (1) + (k + DpPy (1), (6.6.1)
k=1,2,..,N-],

Py(t) = —(A+Np)Py(t) + APy (1).

Ez a Py(1), Py(1), ..., Py(r) filggvényekre egy linedris, dllandé
egyiitthatdji differencidlegyenletrendszer. Megmutathatd, hogy
az ennek megoldadsa sordn fellépd 1in. karakterisztikus egyen-
letnek egy 0 és NV pozitiv gydke van, Ez utébbiakatry, ry, ..., Fy-
nel jeldlve, minden megoldas a kivetkez& alakba irhatd

Pty = Pi+eyge~+...+epe~™, k=0,1,...,N, (66.2)

ahol a ¢, dllanddkat a P(0), k=0, 1, ..., N kezdéfeltételek alap-
jan kell meghatirozni. A fenti egyenl8séghdl kévetkezik, hogy
léteznek a

imP{N=PR, k=0,L....N (6.6.3)
=4
hatarértékek és fliggetlenek a c,-ktél, tehit egyben a kezdé-
feltételektdl. Ha csak a P, valosziniiségek irdnt érdeklfdink,
akkor ezeket konnyen meghatarozhatjuk, ugyanis lim Py(1) =0,

=

k=0, 1, ..., N, tehit a (6.6.1) differencidlegyenletrendszer min-
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den sordban elvégezve a ¢ -~ = hataratmenetet, azt kapjuk, hogy
Pl = 'F‘-Ftll

2P, = (y+1)P, —yPy = 7Py,

NPy =(y+N=-1)Py_y—yPy_3 =Py_1nv = —.
Innen az addodik, hogy

P, =£Pu, k=12 ..,MN

T

N N
Mivel pedig a t_Z; P.(t) =1 egyenlGség miatt k‘Z.‘; P, =1,

kévetkezik, hogy
1

Fig = 1+ /1149321 + ... +3VN!
és fgy
=1 = i 6.6.4
bo=lmP0) = T oy s (009

Ezt a formulit ERLANG-formuldnak nevezziik, a Py, Py, ..., Py
valdsziniiségeloszlasnak pedig Erlang-eloszlds a neve. Megjegy-
zendd, hogy a y paraméter, amelyet a telefontechnikéaban ,.er-
lang” egységekben fejeznek ki, A-nak, azaz az id8egységre esd
hivisszam virhat6 értékének és 1/u-nek, azaz egy beszélgetés
idétartama vérhaté értékének a szorzata. ERLANG képletének
szamlal6jat és nevezjét e~ 7-val megszorozva, a szamlaléban a
y paraméterii Poisson-eloszlis k indexhez tartozd valdszin{isé-
gét, a nevezdben pedig az els6 N+ 1 valdszinliség Osszegét
kapjuk.

Ha dltaliban egy F(x) eloszlasfiiggvényii valdsziniliségelosz-
last valahol levigunk, azaz tekintjiik azt az eloszlast, melynek
eloszlasfiiggvénye F(x)

—_—"_ha x=K,
G(x) = { F(K)
1, ha x=K,



216 A POISSON FOLYAMAT KET ALKALMAZASA

ahol K 4llandd, akkor ez utdbbi eloszlist az el&bbi csonkifott-
janak nevezziik, Az ErLANG-eloszlas tehit csonkitott Poisson-
eloszlés,

Ha N--e, akkor az ERLANG-eloszlis dtmegy a PoIssoN-
eloszlasba.

6.7. Egy sorbandllisi probléma. Tekintsiink egy kiszolgalsd
berendezést, melyhez érkezd kiszolgilandok érkezési idSpontjai
staciondrius névekményii Poisson-folyamatot alkotnak A para-
méterrel. Tegyiik fel tovabbd, hogy N virakozd hely van, tehét
a sor maximdlis ,hossza™ N, az egyes kiszolgilisi idStarta-
mok valdszinliségi valtozdk, melyek fliggetlenek egyméstdl,
az erkezési folyamattdl €s exponencidlis eloszlasiak azonos p
paraméterrel. Meghatirozzuk annak a valészinfiségét, hogy a
¢t idSpontban pontosan k szimi (0=k=N) kiszolgilandd
varakozzék. Jeldlie Fy(r) ezt a valdszinliséget.

Mivel 1Ar+o(A1) ill. o(Af) annak a valbszinfisége, hogy At
1idd alatt egy, ill. egynél tébb kiszolgilandd érkezzék és pAr
annak a valdszinlisége, hogy egy folyamatban levd kiszolgilis
At id§ alatt befejezddjék, fenndllnak a kivetkezd egyenlfségek

P (t+Ar) = P (0)(1 = AAD(1 — pAD + P (D AAL(1 = puAD) +
+ Py (DpAt(l —AAD +0(A), k=1,2,...,N~1,

Py (t+ A1) = Po()(1 = AAD + Py (D udAt(1 — AAD + o (AD),

Py(t+41) = Py()(1 = pho) + Py () AA1(1 — pA1) + 0 (A1)

A Fy(r), Py(1), ..., Py(t) valésziniiségeket a bal oldalakra hozva,
majd A¢-vel osztva ésa Ar —0 hatiritmenetet elvégezve, a kbvet-
kezd differencidlegyenletrendszer addadik:

Po(t) = — APy (1) + P (1),

PL(t) = —(A+ )P (D) + AP, () +uPyy 4 (1), (6.7.1)
k=1,2 ....,N=1,

P () == pPu () + WPy _. (1),
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Ez egy konstans egyiitthatdji linedris differencidlegyenletrend-
szer, melyet nem oldunk meg, csupin megemlitjilk, hogy a
megoldas most is (6.6.2) alakid. Eszerint léteznek a kezdd-
feltételektdl fiiggetlen

P, =limP(t), k=0,1,.., N

B

hatirértékek, tovibbi
limPi(t) =0, k=0,1,..,N.

It

A (6.7.1) differencidlegyenletrendszerb8l a ¢ - - hatiritmene.
elvégzése altal a Py, Py, ..., Py ?al-:isil:inﬁségﬂkre egy rekurziv

osszefliggés adddik, ahonnan ezek a *E;.Fk =1 egyenldség figye-

lembevételével egyértelmiien meghatérozhaték. Eredményként
azt kapjuk, hogy

1 H
sz?‘if—r}m. B=i01, P (6.7.2)

Ha %-:1 és N —+o=, akkor hatirértékben geometriai eloszlast

kapunk.

6.8. Feladatok. 1. Kozelitsilk a 2.13. szakasz 2. példdjiban szerepld vald-
szinliségeket a Porsson-eloszlis megfelel tagjaival. Mennyi a numerikus
kizelitd érték a k=2 esetben.

2. Epyszerdl sziiletési folyamat. Bizonyos egyedek egy Osszességht vizs-
galjuk, melyek kozil mindegyiknek az élettartama exponencidlis elosz-
ldsd valoszinfiségi vdltozd, azonos A1 paraméterrel. Amikor egy egved
meghal, két djabb keletkezik, melyek élettartamai fiiggetlenek egymdstél
€% az dsszes tobbi, valamint az dsszes kordbbi élettartamokidl. Ezt egy
véletlen eseményfolyamatként foghatjuk fel, ahol egy esemény térténik
akkor, amikor valamelyik egyed meghal. Hatdrozzuk meg a p,(f) esemény-
sirliséget. Azon feltétel mellett, hogy az egész folyamatot egy egyed
hozza létre, bizonyitsuk be tovibbd, hogy a ¢ idépontban £16 egyedek
szdmdnak vdrhatd értéke o',

. 3. Hatdrozzuk meg az egyszer( sziiletési folyamat Pa(f) valdszini-
Scgeita Puo(0)=1, Pa(0)=0, n=2,3, ... kezdbfeltételek mellett.
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4. Bizonyitsuk be, hogy ha ki, k2, ..., k- rogzitett egész szdmok
[#!'I_lif.t-"' Bwa +P{.r=ﬂ] '&E -+ oo, .ﬂl_"‘u. P ] F!—I_"'n. mikﬁm
npy =+ A1 =0,y mpeey = -1 =0, akkor a polinomidlis eloszlds (5.3.2)
tagja a

r=1 2

— =M
'{Il Bl

szorzathoz konvergidl. EbbSI egyben az is kévetkezik, hogy a polinomidlis
eloszlissal kapesolatban emlitett &, ..., & -1 valbszinfiségi véltozdk az
emlitett feltétel mellett hatdrértékben flggetlenck.

5. Hatdrozzuk meg egy sikbeli staciondrius ndvekményll Porsson-tipusi
vEletlen pontelhelyezkedés esetén a sik egy rigzitett pontjdhoz legkéize-
lebb esd véletlen pontnak az eldbbitdl vett tavolsiga siirségfliggvényét.

6. Tekintsiink egy staciondrius ntvekményili Poisson-folyamatot és je-
idlje & a (0,¢) idd alatt tSriént események szdmdt. Legyenek tovdbbd
Ies, To 4 81)y oony (Tey T+ £} ktizOs pont nélklli részintervallumai a (0, T)
intervallumnak. Bizonyitsuk be, hogy

-P{f!'l"‘H _é-ll =kh waag Eflﬂ"'fr'""fl'f: krlf':n:ﬂ}=

! AL
T Rl kA — ey — o — A (T]

(_:r]kr(l .'.+...+r..]-—h—.-.—tr
AT T

7. FEIEZET

A NORMALIS ES AZ EBBOL
SZARMAZTATOTT ELOSZLASOK

A normilis eloszlis
A normilisbél szdrmaziatott eloszldsok



A NORMALIS ELOSZLAS

7.1. Az egydimenziés normalis eloszlas., A valdsziniliségelme-
letben és a matematikai statisztikdban egyik leggyakoribb és
legnagyobb jelentdségil eloszlds a normélis eloszlas. Gyakori
eléforduldsit a centrilis hatdreloszlési tétel indokolja, amelyet a
9. fejezetben targyalunk.

Egy valdsziniiségi vdltozdt normdlis eloszldsinak neveziink, ha
stiriiségfiiggvénye a kivetkezd alakd

| _(x-mp
_,I"-l:.:l:]——'- ]"rz_?m'ﬂ 2a2 et {?][}

ahol m valds, o pedig 'pﬂzﬂfﬂ dllando.

Be kell bizonyitanunk, hogy ez valSban slrliségfiggvény, vagyis az
egisz szimegyenesen vett integrdlja 1-gyel egyenld, Ehhez felhaszndljuk az

=
I= ﬂ[r:‘dm I= (7.1.2)
2
formuldt, amelyet szintén bizonyitunk, 12 felirhatd a kévetkezd formdban:
f2== IE_”I#IE_Pj idy.= J- f .E'”i*r:: dx dy.
[} a 0

Alkalmazva az x=r ¢cos @, ¥y=r sin ¢ transzformdcidt, melynek
fliggvénydetermindnsa

E E Ccos F &N
ar ﬂ.F —| e e =F
dy By

sin @ rcos @

o dp
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az eldbbick alapjin

It= E rre"'zd'rdlp= % _r re~" dr=
o

i 0
o= 1 =]
=gz 1

[i]

amivel a (7.1.2) formulit igazoljuk. Visszatérve az (7.1.1) figgvényere,

+=|a

az u= xf; helyettesités, majd a (7.1.2) lormula alkalmazdséval azt
kapjuk, hogy
- {I_“ﬂ: - =
L j e W g=_l J e~ iy =2 J' e du=1. (113
V2ma J Va J [

A normélis eloszlis siirliségfiggvényét a 46—47. abrik
szemléltetik. Az f(x) figgvény szimmetrikus az m pontra,

03 i "‘*?x
& 4 4
a1 I N
& ..-l:.'"""!

w30 m-20 m-6  m omed 28 medF 46, dbra

és ¢z az egyetlen maximumhelye. m tehat az eloszlis
varhatd értéke, medidnja és modusza. A fiiggvény grafikonja
harang alakd. Ha x =m, akkor f(x) ndvekvd, ha pedig x=m,
akkor f(x) cstkkend fiiggvény. Differencidlassal meggyfzid-
hetiink arrél, hogy az f(x) fiiggvénynek két inflexiés pontja
van, mégpedig az m—o & az m+ o helyeken. Végiil parcidlis
integrilissal meggySzddhetiink arrdl, hogy o az eloszlis szé-
risa. A varhaté értékre és a szérisra mondottakat képletbe
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foglalva, fennéllnak az

_fx-mp
‘[xe 2 dx =m, (7.1.4)

M) =

1
V2no

D? - 1 i 2 'E'.# e
(8) = Vo (x —m)2e dx =¢* (7.1.5)

egyenlGségek, melyeket a (7.1.3) egyenldségre tamaszkodva az
Olvasd konnyen bebizonyithat.

Y

Y X 47. &bra

Az m pontra szimmetrikus és o-val arédnyos hosszisigd inter-
vallumok wvaldsziniliségei fiiggetlenek m-t6l és o-tol, uwi. az
X—m

helyettesitést alkalmazva azt kapjuk, hogy

P(|E—m|=do) = Plm—Ae=i=m+1d) =

m+ s F !

1 S 1 =
- J‘ . 20 Iy = J‘E 2 du = 2‘:’(.11-]"' 1,
=4

V2r
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ahol @(x) az un. standard normdlis eloszlds eloszlasfiiggvénye:

i [
Plx) = — IE ? du, (7.1.7)

V2n

amelynél tehat m=0 és o=1. Specialisan

0,68269, ha 1 =1,
0,95450, ha 4 = 2,
0,99730, ha 4 = 3,
0,99994, ha 4 = 4,

A (7.1.6) egyenldséghd] kivetkezik, hogy
p=P{|§—m|=ia)=2(1 - (1)) (7.1.8)

A jobb oldalon all6 fuggvény a A =0 viltozd monoton csékkend
fiiggvénye, mely 1, ha =0 és 0, ha A=-2-. Minden O0=p<1
szamhoz egyértelmiien tartozik tehat egy A=4, szam.

Az m és o paraméterekkel rendelkezé normdlis eloszldst
Nim, ¢) eloszidsnak nevezziik. Az ehhez tartozd eloszlasfiige-
vény kifejezhetd ®(x) segitségével:

2p(A) =1 =

R
FO) = o= J“"’ W gy =

- (7.1.9)

Két fiiggetlen, normélis eloszlast valdsziniliségi valtozd dsz-
szege szintén normalis eloszlasi, mégpedig ha

f=5+n
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_és £ eloszlisa N(m,, o,), n pedig N(m,, o;), akkor { eloszlasa

N(m; +m;,Vo? +02). Ha mar tudnénk, hogy az 8sszeg nor-
miéilis eloszlasu, akkor a paraméterekre vonatkozd allitas kiny-
nyen igazolhatd, ui. a virhatéd érték és a szords tulajdonsdgai
alapjan

M) = ME+Mn) = my+my;

D*({) = D*(§) + D*(n) = i +03.

Az fllitas egy igen egyszerii bizonyitdsat a karakterisztikus filgg-
vény targyaldsakor ismertetjiik. Mindenesetre felifjuk itt is a
bizonyitandé integralformulét:

1 _fx—y-mp _p=my
J.E i ¢ 29 gy =

ing,0;
= (7.1.10)
1 _(x=my=my)
= W.
V2r(o? +a2)

7.2 A tibbdimenziés normilis eloszlis. A &,, &5, ..., §, valé-
szinfiségi vdltozdk egyiittes eloszldsdt normdlisnak nevezziik,
ha egyiittes slirliséefiiggvényiik a kdvetkezd alaku

i
B, gy sy ) LI B a D gy 35

(2n)?

ahol m,, my, ..., m, valds dilandék, B=(b,) pedig egy nXn-es
szimmetrikus és pozitiv definit mdtrix.

Bizonyitds nélkiil kdzéljiik az alabbi Allitdsokat. A (7.2.1)
fiiggvény valéban siirliségfiiggvény, vagyis az emlitett feltételek
mellett

j'_ fﬁ{xl, oy X dxyndx, = 1, (7.2.2)

1% Prékopa: Yaldazlotségelmélet...
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A 4.3 szakasz tétele szerint a §; valészinliségi viltozé vérhatd
értékét és a £, £, valdsziniliségi viltozdk kovariancidjit a kévet-
kezd integrilok adjik meg:

M(&)= I Ix,&{x,,..., x)dxy,..., dx,=m;, (7.2.3)

ew= | [Oimm)Ci—mh(esye.., x) dx,y .y =
= (7.2.4)

ahol az integricié eredményét a jobb oldalon fel is tiintettiik.
Eszerint a C kovariancia-métrix a B métrixszal a k&vetkezd
kapcsolatban van

C=B-!, B=C"},
kivetkezésképpen:

i Ly N
=T =Ter B1=Tep

ennélfogva a (7.2.1) fiiggvény a kovariancidkra tdmaszkodva,
a kivetkezd alaki

hl:x:lr X3y +iey Xy) =

1 E-ﬁ_.“ 2 B cudm-miia-m) (7.2.5)

@2n)? VIl

Végill a kovariancidk helyett a korrelicids egylitthaték segitsé-

gével is felirhatjuk az egylttes siirlségfiiggvényt. A (4.10.5)
formula szerint ui.

C-1=§-1R-1§-1
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ahonnan az egyes elemekre az adddik, hogy

Ca_ 1 Ry
IC|]  |R| ewy’

tehdt
h(xy, Xg, cous %) =

Er=Mi Xi—HMk

1
! e_‘mrf‘} ié&l = o (7.2.6)

(2m)* 0,0;...0,V |RI

Specilisan az n =2 esetben a valtozdkat x-szel és y-nal jelélve,
(7.2.6)-b6l azt kapjuk, hogy

1 (x—m) , z-m y-m; [

l -l."-.'u (] =) pi- &y T3 —:EE_‘E]'

h{xy) = ———————
(*.7) a0,V 1 — 12

(1.2.7)

ahol r a két valdszinliségi valtozd korrelacids egylitthatéja. Ezt
a filggvényt a 48, Abra szemlélteti.

48, dbra

Bebizonyithaté, hogy ha a &, &;, ..., &, valdszinilségi vdltozdk
egyiittes eloszldsa normdlis, akkor ezek killin-kiilin mind nor-
mdlis eloszldstak, 56t kziliik tetszblegesen sokat kivdlasztva, a
kivdlasztott valdszinfiségi vdltozdk egyiittes eloszldsa is normdlis.
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A (7.2.6) formulibél kiézvetleniil is leolvashatd a kévetkezf
alapvetd jelentlségli tétel helyessége.

Tétel. Ha a &y, &,, ..., &, valdszinfiségi vdltozdk egyiittes
eloszldsa normdlis, és ezek pdronként korreldlatlanok, azaz

ra=0, ha i=k, akkor &y, &, ..., &, filggetlenek.

Fel kell hivnunk azonban a figyelmet arra, hogy nem elegendd
tudnunk, miszerint az egyes valGszin(iségi valtozdk killén-killén
normélis eloszldsiak. Ebbdl és a pironkénti korreldlatlansagbél
a fiiggetlenség még nem kivetkezik.
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7.3. A logaritmikus normélis eloszlds. Egy £ valdszinfisdgi vdl-
tozdt logaritmikus normdlis eloszldsinak vagy réviden lognor-
mdlis eloszldsimak neveziink, ha az

n=In & (7.3.1)
valdsziniiségi vdltozd normdlis eloszldsi.

Elfszr meghatirozzuk n sfirliségfiiggvényét. Jeldliék m és o
az n valosziniiségi viltozd paramétereit, tovibbi f(x) és F(x) a
£ siirliség- és eloszlisfiiggvényeit. Az eloszlasfilggvény defi-
nicidja szerint

F(x}) = P(t<x) = P(Inf<Inx) =
Inx
_u—my
'I- & = 2gd m‘,'

= Pln<Inx) =

1
V2no
ahonnan differenciildssal azt kapjuk, hogy

1 _ Qax—mp

flx) = e 2 x=0 (7.3.2)

2rnox
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A & valdszinfiségi viltozd varhatd értékét és szdorasnégyzetét
ebbdl integrilassal meghatirozhatjuk. Eredményként a kovet-
kezd adodik:

1 _llnx-m) m+¢'_l
M[ﬁ]!vﬁ.ﬂje 7 dy=e 2,  (1.3.3)

. (I = m)d
g (7.3.4)
= E2m+"=(3::! — IJ
A (7.3.2) siirliségfiiggvényt az m=0,46; o0 =1 esetben a 49.

abra abrazolja.
A lognormalis eloszlas alta- i)

liban térési, osztddasi folya- 5

matok sordn lép fel, mint a [
végtermék silya, kibtartalma
vagy valamilyen méretének az

B = e

eloszldsa. Igy pl. ilyen elosz- T8 ¢ 5 6 E 0 7 E
list kovetnek a kdtdréskor
keletkezett toredékek silyuk 49. abra

szerint; a lebomld, hosszu .
lincmolekuldk a bennilk foglalt egységek szama szerint; egy
szdvet sejtmagjai kobtartalmuk szerint olyan értelemben, hogy
azoknak az egyedeknek a szima, melyeknél az adott méret
x-nél kisebb, osztva az Bsszes egyedek szdmdval, jol kbzelit-
het§ egy alkalmas m és o paraméterekkel biro lognormalis el-
oszlas F(x) eloszlasfiiggvényével. Ha £ lognormdlis eloszlasn,
akkor tetszéleges ¢=0 és o esetén cx® is lognormdlis elosz-
las, mert
Inex*=alnx+Ine,

marpedig egy normilis eloszldst valdsziniiségi valtozé linedris
transzforméltja szintén normilis eloszldsu. Ez az oka annak,
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hogy pl. a gdmbalakii sejtmagok sugara, felszine, kébtartalma
mind lognormélis eloszldsi, hiszen a felszin és a kdbtartalom a
sugar egy-egy hatvinyaval aranyos. Ha a toredékek szabélytala-
nok, dltaldban akkor is érvényesiil az analdg térvényszeriiség,'?

7.4, A y*- és a y-eloszlds. n szdmu fiiggetlen, N(0, 1) eloszldsi
valdszintiségi vdltozd négyzetdsszegének eloszlisdt n-szabadsdg-
Sfokti y*-eloszldsnak nevezziik,

Ez folytonos eloszlds, amelynek slirliségfiiggvényét az alab-
biakban meghatérozzuk. Legyenek tehat &,, &, ..., &, filgget-
len és N(0, 1) eloszlist valdszin(iségi viltozdk. Ezek £f, &%, ...
..., £2 négyzetei is fliggetlenek és azonos eloszlasiak. Hatiroz-
zuk meg &2 k,(x) slrliségfliggvényét. Az eloszlasfiiggvényt
F,(x)-szel jeldlve, ez a ktvetkez8 mddon szirmaztathatd:

Fi(x) = P(§3<x) = P(—Vx < £, <Vx) =

I"I; ud ﬁ wl
= _1._ j e *du= E._ e 2du,
VY2 J V2

-F=x
Innen differencialassal ky(x)-re a

P L B 1.4.1)

¥2nx
képlet adodik.
Jeldlje k,(x) az n-szabadsdgi y*-eloszlds, vagyis a
r=8+8+.. +8 (7.4.2)

valdszinfiségi véltozd slirliségfiiggvényét. Teljes indukcidval be-

11 Art, hogy blronvos feltételek esetdn & 1Ordal folyamatokod] batdreloss.
Lisként & logoormailis eloazlis lép fel, Kovsooonoy tottn be, A bbrdéakbet letden
I. Rivnvt Arrmin, Az apritis matematikad elméletdndl, tlanyag 2, 17719 rovikbbid
395 (oay et v, A el Sl iy
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bizonyitjuk, hogy
1,03
ko(x) = et x=0.  (7.43)
()

Az éllitds n = l-re igaz. Tegyiik fel, hogy igaz n-re, és bizonyit-
suk be, hogy igaz n+ 1-re is. Ha &,, ..., &,, §,,, fliggetlenck
és N(0, 1) eloszlastak, akkor a

§+...+8, &,
valGszinliségi valtozok fliggetlenek, nem-negativak és siir(iség-

fliggvényeik k,(x), ill. k,(x). Ebbdl kovetkezik, hogy dsszegiik
ky iy (x) slirliségfliggvénye ezek kompozicidja:

ey 1 () =Jk1(x—y1k,(y3 dy =

Il
?"1.
g
[ =]
kaf =
'ﬁ
| =
"-u—-"'IJ
E't__”'
-
-
I
b
LY
o
5]
(Y]
o
]

Il
LY
a i
b
=':_____“
"-r:ull b
i
=y
I
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i
=
- |
alw
H
——
e —
=]
i
[ %]
[ % ]
o
Il

— E l n+1 x
L r(l)r(i) _x® 7
Fﬁz%r(i) r(-’iﬂ) 57 (1),

2 2 N

Az allitds tehat igaz n+ 1-re is, és ezzel bebizonyitottuk, hogy

| (7.4.3) minden pozitiv egész szdm-
a5y s0. 4bra T2 igaz. A y2-eloszlés sfirfiség-
4 filggvényét az n=1, 2, 6 esetek-
' ben az 50. &brin Abrézoltuk.
T TR A y*-eloszlds virhaté értékét
W 7e2—mmm ¢s szordsnégyzetét legegyszeriib-
a2t \\ M8 ben a (7.4.2) formula alapjén szé-
1 mithatjuk ki. Mivel a £, valészi-
art nliségi viltozék N(0, 1) elosz-

: _ lasiak,

¢ 2 4 5 8 M 17 W% M(y*) =MD =n, (744

D3(y*) = nD3(¢]) = HM{H}—M’!TH] =
e S (7.4.5)

Hatiruzzuk meg most az 1n. u-ﬂabadsdgfﬂku y-eloszlds,
vagyis a

1=V +8+.. +8 (7.4.6)

valdszinfiségi viltozd h,(x) srliségfiiggvényét, A (3.6.1.) for-
mula szerint
r—1 :T
T I T P

)
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Ay vu!ﬁszinﬁaégl viiltozd varhatd értékét a gamma—fﬂggvény
felhasznflisfval szdmitjuk ki a kdvetkezS mébdon:

M) = Tjj e ’dxm
, T(H—H) (7.4.8)
J : = -rd::v‘i-—-i—.
r(i)

szOrdsnégyzetét pcdag I:T.#.ﬂl] alapjdn a kivetkezs formula adja:
. n+1
e (% )
. (7.4.9)
n
)

Szemléletesen a y valdszinliségi viltozd az n-dimenzids tér
(&, &a, ..., £,) véletlen helyzetii pontjdnak a (0,0, ..., 0) pont-
t6l vald tdvolsigit adja meg.

A MaxwerL-eloszlis bevezetésekor egy fizikai problémabdl indulunk
ki. A kinetikus gizelméletben kimutatjik, hogy egy edényben levd
giz nem dramlik, é5 nyomdsa minden irinyban egyenld, akkor minden
cgyes molekula sebességvektordnak £, n, { komponensei filggetlen, M(0, 1)-
eloszlisd val6szinliségi viltozdk, Jam.ngﬁmjaﬂumﬁpamlv
dllandé. Hatdrozrzuk meg a uhﬁsém'tklnr

V= VEFPFT
hosszdnak siirliségfliggvényét.

D) = M(y)—M*(x) = n-2

A % % $ alészintisigi viltozdk N0, 1) eloszldstak, & figgetienck,

tehit —; 3-szabadsdgfokt y-closzlésd. Ebbdl egyszerli meggondoldssal
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e ] A -
kiovetkezik, hogy v=g = slirliségfliggvénye

1 x T
g{x;.:-.?q,[;]#; [2 x5, x=0. (420

A (7.4.10) sdrdségfiigevényd eloszldsr Maxwell-eloszldsnak nevezziik.
A o paraméter fizikai jelentése a kbvetkezd:

.,=],|'H_
i

ahol T a giz (abszolit) hdmérséklete; m egy melekula témege, & pedig
a BoLtzsmanm-féle dllandd. A (7.4.8) és (7.4.9) formulik alapjin

M(¥)=oM(z) =20 1,@, D3 () = a*D3 () = o [3 = ;E]

T

A MaxweLL-eloszlds slirliségfiiggvényét a o=1 esetben az 51. dbra
szemlélteti.
N |

a6 +
asd
0zt

066227 V3 FOIIGE 7 & ¥ 51 dbra

7.5. A Student- és a Cauchy-eloszlds, Legyenek &, &, ..., & 1
fliggetlen, N(0, 1) eloszlasi valésziniiségi valtozdk, n-szabadsde-
_ Joku Student-, vagy t-eloszldsnak nevezziik a

= Vin (7.5.1)

VEE+ &8 +... +82

valdszinfiségi vdltozo eloszldsdt., Meghatérozzuk ennek siirliség-
fiiggvényét,
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A (7.5.1) formula szimlaléjiban és nevezdjében allé valdszi-
niiségi valtozék a 3.18. szakasz tétele szerint fiiggetlenek. A
nevezdben egy n-szabadsagfoki y-eloszldst valdszinliségi val-
tozd 4ll, melynek stirliségfiiggvénye a (7.4.7) fiiggvény. A szdm-
laléban All6 yan valdsziniiségi valtozd N(0, y'n) eloszlasi. Alkal-
mazva a két fliggetlen valdszin{iségi viltozd hinyadosa siiriiség-
fiiggvényének kiszdmitdsara vonatkozd képletet az

x2

x zxn-it_i

—] 1 -i: — =
S 0]
2.

fliggvényekre és 5. (x)-szel jelélve ¢ siirliségfliggvényét, azt kap-
juk, hogy

2 R o=l
S = , o T ey ST
fﬁﬁr(g)

7 dy.

_ 2 ~GEE
Vﬁz%r(_;‘_) 5[ g

2
Az u=(% +1] ¥42 helyettesitéssel és a gamma-fliggvény
definicidjdnak felhasznildsdval végiil az adbdik, hogy

(.ﬂ+l)
1 J 2 1
Sn[.l"} = —- — 1. —— — S e =S oD {T.S,E}

" r3) ()t

Az s5,(x) fiiggvényt a standard normélis eloszlds siirfiségfiigg-
vényével az 52, dbrdn lathatjuk,
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Mivel s,(— x) =s,(x), az eloszlds szimmetrikus a 0 pontra nézve.

Ebbél kivetkezik, hogy

B ha 1étezik ¢ varhatd ér-

téke, akkor M(f)=0. A

varhato érték azonban

csak akkor létezik, ha
n=2, mert

de J. I} —dx=-ee, ha n=2.

B Al
(+5)
n

A rvalészinliségi valtozd szdrdsa hasonld meggondolas alapjan
csak akkor létezik, ha n = 3. D?*(f) meghatarozisihoz felhasznil-
juk azt, hogy ha x? egyn szabadsigfok( y?-eloszlish valdszinii-
ségi véltozd, akkor

AZ F-, A r- B8 A BETA-ELOSZLAS 237

tehat
1
M(‘“—) = -n—:z-, ha n=3. l:?;ﬁ.j:l

Az n<=23 esetben az integril végtelen, tehit a varhatd érték
nem létezik. A (7.5.3) formula alapjin ¢ szérisnégyzetét a k-
vetkezGképpen hatirozhatjuk meg:

D3(r) = M(s*) = M*(1) = M(#*) =

1
= H{“"zw( Bt+ei+.. +EE) N
M
n—2
Az n=1 esetben a &, ={ jelolést alkalmazva, ¢ =n/|¢|, ahol

n és £ fiiggetlenek és eloszlidsuk N(0, 1). Ennek eloszlisa meg-
egyezik az n/f valdszinfiségi valtozd eloszldsival és slirliség-

fliggvénye

, n=3,

B.. 0
x 14x*?

Az n=1 szabadsigfoki y2-eloszlis tehat egy specidlis
Cavcny-eloszlés,

7.6. Az F-, a z- és a béta-eloszlés. Legyenek a &, &,, ..., .,
Niw Nz, - Ny valdszinfisdgi vdltozdk fiiggetlenek. Az

— D T O

I El:
P et
nt

B
-

(7.6.1)

=13 |-

=

valdszinfiségi vdltozd eloszldsdt m, n-szabadsdgfoki F-eloszlds-
nak nevezziik,
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A x=" F valészinfiségi valtozé két fiiggetlen, y*-eloszlési

n
valdszin(iségi véltozd hényadosa. Ennek slir(iségfiiggvényét a
hényados slrliségfiiggvényének meghatdrozésira vonatkozd
képlet szerint a kdvetkezd integral adja meg:

=y R

Az u=%}' helyettesitéssel és a gamma-fiiggvény képletének

felhasznilisidval arra az eredményre jutunk, hogy » slirliség-
figgvénye a kdvetkezd:

r(m+n) m_.

L 550, (D)
m n —

F(E)P(E) (1+x) 2

Ebbél az .r-'=£ x valészinliségi valtozd f,, ,(x) slirliségfige-
vényére az adddik, hogy '

m a (m+ﬂ) m
ook r —_—=1
(,..) e £, & x=0. (1.6.3)

m+m ¥

B

S, nlX) =
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Bebizonyithatd, hogy ha n =3, akkor létezik F vérhatd értéke,
ha pedig n=35, akkor létezik a szorésa is és

M(F) = _EH{J-:] =2, n=3 (164

n-2"
n¥ 2nt(m+n—2)
2 = & mara
D{F) = miﬂ (%) (- 22 —4) n=5(7.6.5
Az On. Fischer-féle z-eloszids a
I =
1 m A
z=lVF =sh—="— (7.6.6)
2 1 = Ez
- i

valdsziniliségi véltozd eloszldsa, Enmek siirfiségfiiggvénye a
(3.6.1) formula szerint

r(m + r.!)
23 n(e?) = 2m* n? -

r(iﬂ“‘)r(g) (7.6.)

gm=
i m+n "
{" + melx}_z"'
Végiil béta-eloszidsnak a
bk,
=g =1 (1.6.8)

- ) n
2
PP
valoszinliségi véltozé eloszldsit nevezzilk. f értéke nyilvén
mindig 0 és 1 kiizé esik. A (3.6.1) formula alkalmazéséival f
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slirliségfiiggvénye gyandnt a kovetkezit kapjuk

r(m+ﬂ)
By i) = - U-x07"", 0<x=<1. (1.69)

IT_
m H
F(E)r(i)
Altaldban, tetsz8leges p=0, g=>0 esetén a

_ TP+ porg_sp-t 0=x<1 (7.6.10
b = ot @ (1—xp-1, 0=x=<1 (7.6.10)

slirliségfiiggvénnyel rendelkez8 eloszlist is béta-eloszlasnak ne-
vezzilk. Ennek k-adik momentuma a kévetkezd

1
_T(p+k) Tk+a) _
J"*"{"”‘“ =T Tr+a+h
(7.6.11)

— pp+1)..(p+k—1) -
T prgip+g+)...(prgtk-1)"

Innen § virhatd értékére és szorisnégyzetére azt kapjuk, hogy
==L 7.6.12
M(f) o+q’ ( )
2 s Pq
DB = Grpiprasn

7.7. A Pearson-csaldd. Tekintsiilk a MArRKOV—POLYA—EGGEN-
BERGER-closzlis P, valoszinfiségeit. Egyszerii szimolas mutatja,
hogy két szomszédos valészinliség hényadosa:

Py, n—k M +kR
P, k+1 N-M+@m—k—DR '

ahonnan ktwvetkezik, hogy a k és k+1 pontokba t:elmjmlt P,
és P,,, magassigi merSleges egyenesek végpontjait Ssszekdtd

(7.7.1)
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egvenes irinytangensének és e két valdszinliség szdmtani kioze-
pének hdnyadosa:

.‘h 1
2 Fres —F - Py _
Pryy + 5 P
P, +1

(7.7.2)
np—(n—-1yr—g+2r—1k
np+(n=—=1)yr+g+[2rin—=1)+q —plk —2rk*"’

e =
P_N!E_ Pl _N-

Ez egy k-ban lineéris és egy kvadratikus kifejezés hanyadosa.

Az x=k+% helyettesitéssel ugyanilyen kifejezést kapunk x-

ben. Kézenfekvd tehat, hogy a szamegyenesre merdlegesen fel-
mért Py, P,, ..., P, hosszlsigi szakaszok végpontjait Ssssze-
kit poligont egy olyan y=f(x) girbével kozelitsilk, melyre
teljesiil, hogy az x=k + % pontokban [y egyenl (7.7.2) jobb
oldalaval. Eziltal egy elsérend( kozbnséges differencidlegyen-
letet kapunk, amelynek megoldasa éppen y-t szolgaltatja. A
megoldas sorin adddé dllandot dgy kell megvalasztanunk, hogy
az y=fi(x) fliggvénynek az egész szimegyenesen vett integralja
1 legyen.

Kissé dltalinosabban, Pearson-fiiggvényeknek nevezzilk azo-
kat az y =f{(x) slirliségfiiggvényeket, amelyek eleget tesznek egy

y _ D+Ex
y -~ A+Brt+Cx (1.7.3)

differencidlegyenletnek, ahol A4, B, C, D, E valds dllandék. A
Pearson-fiiggvények grafikonjait Pearson-giirbéknek nevezzilk.

Differencidlissal meggySzGdhetiink arrdl, hogy a (7.7.3) dif-
ferencidlegyenletnek eleget tesznek a normélis, a y2, a STUDENT,

16 Prékopa: Valdazinfiségelm#let...
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a FisHer-féle z, és a béta-eloszlasok siirliségfiiggvényei, ezeken
kiviil azonban vannak mais Prarson-fiiggvények is. Maisrészt a
(7.7.3) differenciilegyenlet megoldisai kozétt vannak olyan
fliggvények is, melyek nem siiriisép-fiiggvények, A siirliség-
fiiggvényt szolgialtatd megoldisok Pearson-féle klasszifika-
cidja a kovetkezd:

I tipus. C#0, az A+ Bx+ Cx? =0 egyenletnek két valds
gvoke van, melyvek a-<bh. A megoldas ekkor vagy az

y = k(x —a)?~1(b—x)i-1 (7.7.4)

fliggvény, vagy pedig a (7.7.9) fiiggvény. A (7.7.4) flggvény
slirliségfiiggvény abban az esetben, ha a<=x-<=b, p=0, g=0,
és a k allandot oly médon hatarozzuk meg, hogy a flggvény
a és b hatirok kdzotti integrilja 1 legven.

II. tipus. Ez az elibbi specialis esete, midén p=gésa= - b,
tehat
y=k—x"L |x|<b (7.7.5)

HI, tipus. C=0, B0, A megoldias ekkor
» = k(x—uy-le-f==t, (7.7.6)

mely siiriiségfiiggvény abban az esetben, ha x=wu, o és [ tet-
szileges, k& pedig alkalmas pozitiv allandé, amelyet gy kell
megvilasztani, hogy a fliggvény integralja 1 legyen. Az u =0
esetben gamma-eloszlast kapunk.

IV. tipus. Ha az A+ Bx + Cx* =0 egyenlet gyibkei komplex
szimok, akkor a megoldas dltalinos alakja

y=koatrap T X< 1D

Ez suruségfiggvény akkor, ha a=0, i = % .k pedig alkalmas
normaléd egyiitthatd.
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V. tipus. Ha az A 4+ Bx + Cx* =0 egyenlet gybkei egyenlSk,
a=h, akkor a megoldis

&
y = k(x—a)le = (7.7.8)
és ez slirliségfiggvény akkor, ha x=a, a=0, i< —1.

VI, tipus. C#0 & az A+ Bx+ Cx?=0 egyenlet gytkei va-
I6sak és kiillonbbzbk, a <=b. Ekkor megoldésként vagy a (7.7.4)
vagy az

¥ = k(x—a)*(x—- by (7.7.9)

fuggvényt kapjuk, mely siirliségfiiggvény akkor, ha x=5,
fi=—1, a+f=1 és k alkalmas normalé egyiitthatd.

VII. tipus. B=C=0. Ekkor
y=ke P _—wax<e, (7.7.10)

mely slirliségfiiggvény akkor, ha f =0, k pedig alkalmas pozi-
tiv szim. Ez éppen a normadlis eloszlis siiriségfiiggvénye.

A (7.7.4)—(7.7.10) képletekben szerepld konstansok termé-
szetesen mind kifejezhetlk az A, B, C, D, E konstansokkal. Ez
utébbiak koziil is minden egyes esetben csak négyre van sziik-
ségiink, A (7.7.3) egyenlet jobb oldalinak nevezdjében ui, leg-
alabb egy egyiitthaténak 0-td] kiilénboz8nek kell lennie, és
azzal a szamlAlSt és nevezSt egyardnt végigoszthatjuk. Ha egy
PEarsoN-eloszlés elsé négy momentuma létezik, akkor az emli-
tett négy Allandé kifejezhetd velilk. Ebb8l kdvetkezik, hogy
minden PEARSON-eloszlist az elsé négy momentuma teljesen
meghatiroz. Specidlis esetekben ennél kevesebb is elegendd, pl.
4 normdlis eloszldst mir az elsd két momentuma egyértelmien
meghatirozza.

A Pearson-féle eloszlisokhoz a Markov—POLYA—EGGEMBERGER-C]-
oszlis, tehdt Moyegiben egy urnamodell alapjdn jutottunk, Az gy kapott
valdszinliségeloszlisok kategbridjdba majdnem mindegyik kordbban emli-
tett folytonos eloszlis is beletartozik. A modern valdsziniiségelméletben
aronban az ummamodelleknek korlitozott szerepilk van. Ne gondoljuk tehit
azrt, hogy a PEaRSon-csalid a gyakorlatban elSforduld fontos eloszliso-
kat specidlis esetként tartalmazza. Az egyes konkrét problémdk meg-
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oldisdra a jelenség sajitsdgait hiven tilkrizd matematikai modelit kell
feldllitanunk, amely éppenséggel lehet urnamodell is, de sok méas mo-
dell is, és a szoban forgd valdszinliségi valtozd eloszlisdra ennek alapjdn
kell kivetkeztetniink. Ilyenformdn sok olyan folytonos eloszlds is fel-
meriill, mely nem tartozik a Pearsown-csalidba.

7.8. Feladatok. 1. Bizonyitsuk be integrilissal a (7.1.10) egyenldséget.
2. Legyenek E., £z, E21, £1a figgetlen, N(D, 1) eloszlisi waldszini-
ségi viltozdk. Hatirozzuk meg a

'EI:I EI::
'E.!l 'Ett

determindns siirliségfliggvényét.

3. Legvenek £, &1, ..., & folytonos egyiittes eloszlisd valbszinliségi
viltozdk, egyllttes slirliségfliggvényiiket jelilie hlx., xz, ..., x.). Legyen
tovibbi A =(agy) egy nm X n-es nemszinguldris matrix, €5 vezessilk be az

[,

= Z auwts valdszinlségi valtozdkat. Bebizonyithatd, hogy ezek egyiit-

k= 1
tes siirliségfiiggvénye
1
_IF 3 poin=y Kty
Al TR ¥a)
ahol
i o
;!,r= }:1 =.|‘!-I -ﬂ.-.l
j“'ﬂ -:I.H

Ennek alapjin bizonyitsuk be, hogy ha &, &3, ..., £. egylittes eloszldsa
n-dimenzids normdlis eloszlds, akkor ugyanilyen 5., 52, ..., §= egyilttes
eloszlisa is.

4. Az elozd példdhoz csatlakozva bizonyitsuk be, hogy az -k kova-
riancin mitrixa 454, ahol § a £~k kovariancia mdtrixa.

5. A gamma-fliggvény tulajdonsdgainak (1. a 3. fliggeléket) felhaszndld-
séival bizonyitsuk be, hogy az N0, g)-eloszlis 2k-adik momentuma a3
kivetkezd;

e 3
S P T
V2mo _.[_f e T

o, k=12 ...

A pératlan rendd mementumok O-val egyenltk.
6. Hatdrozzuk meg a (7.7.6) formula & norméld faktordt, a Pranson
TIL. eloszlis virhatd értékét, szdrdsdt és ferdeségi egylitthatojat.

8. FEEZET

A GENERATOR-
ES A KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

A generatorfiiggvény
A karakterisztikus fiiggvény



A GENERATORFUGGVENY

8.1. A generatorfiiggvény értelmezése. Egy ¢, ¢y, ¢;, ... valis
szamokbdl alkotott sorozat generdtorfiiggvényén az x valds
valtozd

g(x) = cotopxtext+... (8.1.1)

fiiggvényét értjiik, feltéve, hogy a jobb oldalon ill6 sor vala-
milyen —r-=x-=r intervallumban konvergens. Mivel ez a sor
egyben hatvinysor is, érvényesek ra a hatvinysorokkal kap-
csolatos tételek. Roviden felsoroljuk a legfontosabbakat.

Ha a ¢g, ¢y, ¢; ... szdmokra teljesiil az a feltétel, hogy

limsuple, = % (8.1.2)
véges ¢s pozitiv, akkor a (8.1.1) hatvanysor konvergens, ha
|x| =r, és divergens, ha |x|=r. Az |x|=r esetre ebbdl még
semmit nem mondhatunk. Ha a (8.1.2) hatirérték 0, akkor
(8.1.1) minden valds x-re, ha pedig a hatdrérték o, akkor
(8.1.1) csak az x=0 értékre konvergens. Az r szimot a hat-
vanysor konvergenciasugarinak nevezziik.

Ha r =0, akkor minden |x| =r esetén g(x) tetszGlegesen sok-
szor differencidlhaté, és a differencidlis tagonként elvégez-
hetd, vagyis

g'(x) = ¢y +2c3x + 303x ey x3 + ...
g(x)= 2e; +2-3c3x 4+ 3dex?+ ..
g (x) = 2-3c3 +2-3-dex + ...

FRE FFE FEEF FAF Ex &0
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Ebbél az is kovetkezik, hogy a g(x) fiiggvény a ¢, egyiitt-
hatokat egyértelm(ien meghatirozza, nevezetesen

co = g(0),
a=59 k=12.. @13

Ha a ¢q, ¢y, €3 ... szimok valészinfiségek, tehit 0=¢, =1,
k=0,1,2, .., akkor a (8.1.1) hatvinysor biztosan konvergil
az |x| =1 esetben, tehit r=1. Ha ezenkiviil az egyiitthatdk
egy valészinfiségeloszlis tagjai is, vagyis

gty +ert... = 1,

akkor (8.1.1) minden, az |x[=1 feltételnek eleget tevl x ese-
tén konvergens.

Legyen & egy nem-negativ egész értékeket felvevd valoszinii-
ségi valtozd, és vezessilk be a

p=PE=k), k=0,12,..

jeltlést, E szdmok g(x) generdtorfiiggvényét a  valoszintiségi
vdltozd generdtorfiiggvényének nevezziik., Ez a fliggvény egy
virhatd érték forméjiban is felirhatd, mégpedig

() = M) = 3 ¥p,. (8.1.4)

Azonos eloszlast valdszinliségi valtozdk generatorfiiggvényei
egyenlk, a g(x) fiiggvényt nevezhetjiik tehat a valészinfiségi
viltozstél fiiggetleniil a valdszindiségeloszlds generdtorfiiggvé-
nyének is.

8.2. A generitorfliggvény tulajdonségai. A generitorfiiggvény
igen j61 haszndlhatd eszkdz bizonyos valdszinfiségek, vald-
szinliségeloszlisok &5 ezek momentumai meghatirozasara, E16-

szir a momentumokkal kapesolatban emlitiink meg egy fon-

tos tételt,
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1. tétel. Ha létezik a £ valdszinliségi vdltozd

0% =ME) = 3 k'

n-edik momentuma (amib8l kovetkezik minden n-nél alacso-
nyabb rendii momentum létezése is), akkor a g(x) generdtor-
fiiggvény az x=1 helyen n-szer differencidlhato és

g (1) = é_‘ k(k —1)...0c—n+1)p,. (8.2.1)

Ez annyit jelent, hogy a generatorfiiggvény hatvinysora az
x=1 helyen n-szer tagonként differencidlhatoé. Az x =1 .pont-
ban értelmezett differenciilhdnyadoson a fiiggvény bal oldali
differenciflhinyadosit értjilk. A tételt nem bizonyitjuk.

A (8.2.1) egyenidség jobb oldaldn dllé dsszeget a & valdszinfi-
ségi vdlrozo n-edik fakioridlis momentumdnak nevezziik.

A faktoridlis momentumok egyértelmiien meghatirozzik a
kiizbnséges értelemben vett momentumokat és megforditva,
A (8.2.1) formula alapjin ktnnyen belithatd, hogy

E‘{l} = lé;kh = &,
()= S ktk=Dpr= 3 kpo— 3 kpy = ay—ay;
k=il k=D ke
__ (8.2.2)
g() = 3 k(=D —Dpe = o0~z +20;

g (1) = 3 k(k—1)(k—2)(k—3)p, = g — 6y + 11a; — 6,
Ekmi

ahonnan az «, momentumokat kifejezve, a kiivetkezG Ossze-
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fiiggések addédnak:
a, = g'(1)
a; = g (1) +g'(1)
ay = g (1) +3g" (1) +2’(1)
wy = g 1)+6g™ (1) +Tg” (1) +g'(1),

(8.2.3)

A £ valoszinliségi valtozd varhato értékére és szorasnégyze-
tére tehdat azt kapjuk, hogy

M(E) =g(1) (8.2.4)
D) = g”"()+g' (1) - (g’ (D) (8.2.5)

A kdvetkezd tételiink jelentds egyszeriisitési lehetSséget nyajt
a valdszinfiségeloszlisok és momentumaik meghatirozaséra.

2. tétel. Ha &, &,, ..., &, nem-negativ egész értékii, fiiggetien
valosziniiségi vdltozok, generdiorfiiggvényeik rendre g,(x),
ga(x), ..., g, (x), akkor az n = &, +&;+ ... + &, valosziniségi
vdltozé g(x) generdtorfiiggvénye az elébbiek szorzata, vagyis

g(x)=g, (x)g2(x)+-g.(x). (8.2.6)

Bizonyitds. Abbdl, hogy &,. &;. ..., &, fiiggetlenek, kivetke-
zik, hogy minden rogzitett x esetén az x%, x*, ..., x% vald-
szinliségi véltozdk is fiiggetlenek. Eszerint

g(x) = M(x7) = M(xh1+suat+i) =
= M(xtxt:xd) = M(x¥)M(x%)---M(x¥) =
= g1(x)g2(x)...&(x),
ami éppen az allitast fejezi ki.

A fenti tételek jelentdségét néhiny, a kordbbiakban megismert eloszlds
esetén illusztraljuk. Ha n binomidlis eloszldsd, akkor dsszege n flggetlen
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Ei, €z, -y £a valosziniiségi valtozonak, melyek csak a 0 és5 | értékeket
veszik fel, mégpedig

PlE=1=p, k=1,2,....n

Mivel ezek azonos eloszldstak, generdtorfiiggvényeik is azonosak, £. ge-
nerdtorfliggvényét hix)-szel jeltlve, ez a kivetkezd:

Alx)=x0(1 —p)+xp=1+4plx=1).
Eszerint n generdtorfliggvénye,
gixy=[14pl=x— 1. (8.2.7)

A (8.2.4) és (8.2.5) formuldk felhasznélisdval ismét meggydzddhetiink
arrdl, hogy M{m)=np. D*(5)=np(l —p).

A geometriai eloszlds generdtorfliggvénye

pPx
1—gx’

E(ﬂ=121 xg-ip= (8.2.8)

amibidl kovetkerik, hogy az n és p paraméterekkel rendelkezd negativ
binomidlis eloszlis generdtorfliggvénye

:(x)=[ P ] . (8.2.9)
1—gx
Ennek differencidlhinyadosa

T px -1 p

E{I}_"[I—qx) U_q_t]:'

x helyébe 1-et téve, megkapjuk az eloszlds kordbban is meghatdrozot
nfp virhatd értékét. Analég modon nyernetd a szOrds is.
A Popssow-eloszlis generdtorfilggvénye

< K 1k = - < {ﬂ]k =A_x =1
F{J:'Et%;" i A= -'-*;‘n el A= gtte-1 (8,2.10)

A 2. tétel alapjdn, figyelembe véve még azt is, hogy a generdtorfliggvény
az eloszlést egyérielmlien meghatirozza, rdgtdn megillapithatd, hogy
két Poisson-eloszldsi, figgetlen valdszinfiségi vdltord Gssrege is Poisson-
eloszldsi, €5 az dsszeg paramétere egyenld ax egyes paraméterek Ossre-
gével. Ugyanis

gMtE = 1) gagte= 1) = G4, ¢ 4= -2)
A (B.2.10) fuggvény differencidlisdval pedig kiénnyen belathatd, hogy
M{g) =4, D} (g =A
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Végiil egy konvergenciatételt emlitiink meg bizonyitds nélkiil.

3. tétel. Tegyiik fel, hogy minden rigzitett n esetén a
Pons Pins Pans - S2dmsorozat valdsziniiségeloszidst alkot, vagyis

PI‘.IEUJ Eﬂu=l: “=1p21| re s

k=10
Ahhoz, hogy minden rigzitett k-ra létezzék a
lim p,, = p; (8.2.11)

R=b=

hatdrérték, sziikséges és elegendd, hogy a

g,(x) = 3 xp,,
kol

generdtorfiigguényekbil alkotott sorozat konvergdlion a

gm=§wi

generdtorfiiggvényhez minden, a 0 <=x-=1 feltételt kielégité x
szdm eseten.

A po.P1, Pz, ... valOszinliségek Ssszege nem feltétleniil 1,
ez a (8.2.11) reliciobdl még nem kovetkezik. Ha azonban
g(1)=1, akkor ezek is valdszinfiségeloszlast alkotnak.

8.3. Példa. Forrisok véletlenszeril hasrndlata. Tegyiik fel, hogy két rak-
tArunk van, az elsdben k, a mdsodikban n szimi egyedet tartalmazéd
készlet. Bizonyos, egymds utdn kévetkezd iddpontokban egy egyedet
valamelyik raktirbsl elvesziink. Minden egyes esetben azt a raktért,
amelybdl az egyedet elvesszilk, véletlenszerfien vdlasztjuk ki, mégpedig
a kordbbi vilaszidsokidl fliggetleniil és mindig azonos p, ill. g=1—p
valoszinliségekkel. Kérdés, mennyi annak a valészinlisége, hogy az clsd
raktdr készlete fogy el hamardbb,

Jeldlje ezt a valdszinliséget P, .. A kiivetkezd két eset lehetséges:
I. az elsd esetben az elst raktirt vilaszijuk ki, onnan veszilnk el egy
egyedet. Ennek a valbszinfisége p. Annak a valészinlsége pedig, hogy
az elst raktdr készlete fogy el hamardbb, feltéve, hogy az eldbb emlitert
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eset bekbvetkezik, Pu-, ». 2. 2 misodik esetben 2 misodik raktirb6l
vesziink el egy egyvedet. Ennek a valdszinisége g, annak a valdszin(sége
pedig, hogy az elsd raktir készlete fogy ¢l hamardbb, feltéve hogy ez az
eset bekdvetkezik, Py, n-;. Ezek figyelembevételével a teljes valdszind-
stg tétele alapjin azt kapjuk, hogy

Pl.;,n=FP|:- l.n+!i|P|:,n-| (8.3.1)
Meg kell még jegyerniink, hogy nyilvdnvalban fenndlinak a

Fx,n=ﬂ, ha k:"ﬂ,
(8.3.2)
Po,n=1, ha n=0,
cpyvenliségek. A Poo valbszindség legyen definicidszerien 0.
A (8.3.1) dn. differenciacgyenletet a generdtorfliggvény modszerével

oldjuk meg. Szorozzuk meg a (8.3.1) mindkét oldalit x"-el, és dsszegezziink
n szerint 1-tB] végtelenig. Ekkor azt kapjuk, hogy

2 xnPen=p 2 %" Pre-1,n+qx er.r Pm=1.
m-

A=1 A=l

Bevezetve a

aulx) = Z; 3" Piyn = 2, X" Pr,n

A=l

generdtorfiiggvényt, (8.3.1) a kivetkezd alakba irhatd

£ulx) = pgu- 1 (X) + gxgn(x),
ahonnan egyszerii dtalakitdssal a

gxlx)= Fxgu—-(x}=---=[ -

l=g I —gx

cgvenldségre jutunk. A golx) figevényt a (8.3.2) alapjin hatirozhatjuk
meg. Eszerint

k
} £olx)

£o(x) =Py, 1x 4 Po,2x7 4+ Po,3x .. =x + X3+ 29 4 ... =IL, (8.3.3)
_x

tehdt végil

(8.3.4)

p]*x

Bulx) = [l—q.r —x'
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Ha ezt a fliggvényt hatvinysorba fejtjlik, akkor x» egyiitthatdjaként meg-
kapjuk a P. . valbszinlséget. A binomidlis sorfejtés szerint

1
1—gx T (ﬂﬂ i [:)qjﬂ g [I.‘:] Shail

Ha ezt a (8.3.3) Osszeggel® Osszeszorozzuk, és a szorzatot még p*-val meg-
szorozzuk, akkor x" egyltthatbjdra, vagyis a P, , valdszin(iségre az
alibbi képletet kapjuk:

sl Qe feras( £ )} ws

8.4, Véletlen tagszdmi Gsszegek. Legyen £,, &,, ... egy filgget-
len valdszin(iségi valtozékbdl Allé sorozat és v egy pozitiv

egész értékli, az elSbbiektd] fiiggetlen valdszinfiségi viltozo.
Ekkor az

N = fj‘F‘E:""-u"‘E, (34.1}

véletlen tagszdmi Osszeg szintén valdsziniiségl valtozd. Tegyilk
fel, hogy &,, &;, ... azonos eloszldsiak, csak nem-negativ egész
értékeket vesznek fel, és kiztis generdtorfiiggvényiiket jeldlje
g(x). A v és az n valdsziniliségi valtozék generatorfiiggvényeit
Jjeldliék h(x) és k(x). E hirom generitorfiiggvény kapcsolatat
fogjuk eldszor megéllapitani. A teljes valészin(iség tétele alapjén

Pin=r)=P&+5+...+¢, =1 =

I}'j]f*(ét tE o tE = Hy = NPl = i) =

;.E-l PR, +&+ .. +& = APy = ),

ahol felhaszndltuk azt, hogy v fiiggetlen a &,,&,,... val6-
szinfiségi valtozoktdl. A &, + &, +... + &, bsszeg generatorflige-
vénye g'(x). Ha tehit mindkét oldalt x"-rel megszorozzuk, és
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r szerint (-t0l --ig Osszegeziink, azt kapjuk, hogy

k(x) = ,_,i; XP(p = r) =

= Sx SPE +E+ .. +h =Py =i) =

re i im ]

= i{ SxPE 4.+ =P =i) =

rm

= gs‘{ﬂfcv = i),

ennélfogva
k(x) = h(g(x)). (8.4.2)

A (B.4.2) formulit alkalmazhatjuk speciilis problémékra.
Eldszor egy telefonproblémaval foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy
egy ¢ hosszlasaga idfszakasz alatt egy telefonkézpontba érkezd
hivasok szdma Poisson-eloszlist kdvet Ar paraméterrel. Mind-
cgyik hivas g = 1—p valoésziniiséggel elvész, és p valdszinii-
ségpel beszélgetést valt ki, Ez utdbbiak szdmit egy

H = E['i‘-f;‘[‘---"l‘f-,-

Osszeg adja meg, ahol v az eredeti hivisok szima, &, &,, ...
pedig fliggetlen valdsziniiségi valtozdk, melyek csak a 0 és 1
f}fté‘l:g:tt veszik fel ¢ = 1 —p, ill. p valbszin{iségekkel. Ese-
un n

glx)=1+p(x-1);
h(x) = ett==1),
tehal a (8.4.2) formula szerint n generitorfilggvénye
k(x) = h(g(x)) = e*rtx=1 (8.4.3)
vagyis n Poisson-eloszldsia Apr paraméterrel. Az idSegység alatt
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beérkez8 &s beszélgetéssel folytatédé hivisok sziménak vér-
haté értéke tehdt Ap.

8.5, Alkalmazis a lincreakci6k elméletére. Tegyiik fel, hogy
rendelkezésiinkre All bizonyos szimi részecske. A részecskék
szAdmdt valbszinliségi viltozénak tekintjilk, amely specidlis eset-
ben lehet llandé is. Mindegyik részecske valamikor késdbb
P (k=0,1,2,...) valdszin{iséggel k szAmi részecskére hasad,
és ezek az események egyméstdl fiiggetleniill mennek végbe.
A keletkezett részecskékkel ugyanez megismétlddik s. i. t. Fel-
tesszilkk még, hogy a p, (k=0, 1, 2, ...) valésziniiségek minden
egyes részecskére ugyanazok. Nevezzilk az azonos szdmi ha-
sadds kivetkeztében létrejiitt részecskék Osszességét egy nem-
zedéknek, Az eredetileg rendelkezésiinkre All6 részecskék a
0-adik nemzedéket alkotjik, ezutin jon az elsf, masodik s. i. t.
Az r-edik nemzedék részecskéinek szima valdszin(iségi valtozo,
melyet #,-rel jelolink, Kozililk mindegyik véletlen sok ré-
szecskére hasad, a k-adik részecske széthasad §, szdmira.
Nyilvanvald, hogy

Negt = E1+$1+...+E¢r [3.5.]]

Ha tehit n, generatorfiiggvényét g,(x)-szel, a &, valdszind-
ségi valtozok generitorfliggvényét h(x)-szel jeldljik, vagyis

he) = 2 xp (8.5.2)
akkor a (8.4.2) formula értelmében
Er+1 [..'i;'} . g,[ﬁ{x]]. {8-513]

Innen kovetkezik, hogy

g:1(x) =golh(x];
g:(x) = golh(h(x))];
g3(x) = golh (h (R (xD);

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

ALKALMAZAS A LANCREAKCIOE ELMELETERE 257

Elegendd azzal az esettel foglalkozni, amikor kezdetben csak
egy részecske van. Ekkor go(x)=x, tehit

g1(x)=h(x);

g2(x)=h[h(x)];

g3 (x)=h[h(h(x))];

ami (8.5.3) helyett a

&r+1(x) = hlg.(x)] (8.54)

alakba is irhato.
Ha pl. minden részecske két részre hasad p valGsziniiséggel
és megsemmisiil g = 1 —p valbszinliséggel, akkor

h(x) = q+px*.
Ismét a gy(x) =x feltevéssel €lve, azt kapjuk, hogy
£1(x) = g +px?;
g2(x) = ¢ +plg +px?)*;
g:(x) = g +plg +p(g+px*)*F;

------------ o oE s o oE E s A B & @ E &

Tiébb részecske esetén tekinthetjlik killén-killén az egyes
részecskék dltal elinditott lincreakcidkat, és ha ezek egymés-
16l fiiggetleniil mennek végbe, akkor az egyes részecskék Aal-
tal elinditott lincreakciékra vonatkozé eredményekbdl az
egészre konnyen kovetkeztethetiink.

Jeldlje M az egy részecske &ltal szirmaztatoft tovabbi ré-
szecskék szdmfAnak virhatd értékét:

M=k{1)y= 3 kps,

| T

M, pedig az r-edik hasadds utin kozvetleniil kapott dsszes
részecskék szAmdinak vagyis az #, valészinfiségi véaltozd vir-

17 Prékopa: Valészindségslmélet...
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hatd értékét, és tegylik fel, hogy eredetileg csak egy részecs-
kénk van. Ha a (8.5.4) egyenlfség mindkét oldalat differen-
cidljuk, majd x helyébe 1-et helyettesitiink, akkor azt kapjuk,

hogy
M., = MM,

amibdél kivetkezik, hogy
M.=Mr; (8.5.5)

M, ui. M-mel egyenld.
Tegyiik fel, hogy M <=1. Mivel 5, csak egész értékeket vesz
fel, kdvetkezik, hogy ha 0 =g=1, akkor

F(n,=0)=P(n, =e).
Misrészt a Markov-féle egyenlftlenség alapjan

Py, =¢) = M (,) = Hr.
£ g

tehat
P(n,~0) = %M'.

Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy

2; P, =0) < e,
és igy a BoReL—CaNTELLI-lemma szerint (1. a 9.7. szakaszt)
az i, =>0,n,=0,... események koziil 1 valdszinfiséggel csak
véges sok kidvetkerik be. Ez mds szdval annyit jelent, hogy
annak a valdszin{isége, hogy a lancreakcid véges szimi lépés
utin véget ér, valamennyi részecske eltiinik, megsemmisiil,
1-gyel egyenld.
Bebizonyithatd, hogy ha M =1, akkor

limP(n, =0) =1,

=

j7TE
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ha pedig M =1, akkor 1 annak a valdszin(isége, hogy 1, — <=,

ha r ===,

8.6. Példa. Lincmolekulik - A gencratorflggvény mddszerével

lebombisa
a (4.5.11) dsszefliggtsbll meghatdrozzuk az N, szdmokat. (4.5.11) a k-
vetkezd alakba irhatd:

A=k

No= Zp(1—p) " No-ctp(U=pP", nx=k+1,k+2,... @61

és kiegészitésképpen megjegyezziik, hogy M. =(1 —p)*~ . Szorozzuk
mindkét oldalt x"-nel és adjuk tssze a kapott egyenldségeket n=k + lﬁg
oo-jg. Ekkor a bal oldalon a

!"{-ﬂ=é”|-“

generdtorfilggvényt kapjuk az N.x* tag hijin, a jobb oldalon All5 elss
lag pedig a gix) és a

< Y P N Px
:'§Fﬂ P) I“l-(l—ﬂ:

generdtorfggvények szorzata. Eszerint tehdt azt kapjuk, hogy

E{-ﬂ—r"ﬂ Tpr_i=ﬂx)—-’,x,_,_+ﬂ]_ﬁ}h—| f‘l

1—={1- 1—x
Innen gix)-et kifejezhetjilk: =g *
== — x
s =20 —pr - (FE2E) (862

Mivel

(ST AL

I—x T—x T—x (I—xpP
=1+2p(x+x*+x*+..)+pi(x* +2x* + 3x* 4+ ...)
¢ N. nem mds, mint x" egyiitthatsja, kévetkezik, hogy
No=p(l=pV""24+(n—k—1)p), n=k+1, k+2,.... (B.6.3)
B8.7. Példa. Film &tld fluktufciéja. Egy egyenletesen megvild-

tszbsdighnak
gimtt. majd eldhivott film egyes pontjai a redukdlt eziist szemcséi miatt
titszatlanok. Az ezilstszemcséket gimbiknek képzelve el, erek wvetil-
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letei a film felszinén korok lesznek és a film egy pontjinak dtlitszosdga
attdl fiigg, hogy hiny ilyen kir fedi le.

A problémdt a kovetkezd modon fogalmazzuk meg. A telies sikon
{a filmet véglelennek tekintve) kordk oszlanak el véletlenszerien, cent-
rumaik staciongrius nivekményli Poisson-tipusd ponteloszlist alkotnak

A paraméterrel. Az egyes kirdk so-

A garai valdszinliségi wviltozok, melyek

egymistol és a centrumok elhelyezke-

désétd fliggetlenck, azonos = mond-

juk — folytonos eloszlasiak fix) si-

rilségfiiggvénnyel, melyrol feltessziik,

: hogy a mdsodik momentuma véges.

o> Meghatarozzuk a sik egy rogzitett

HU pontjat fedd korbk szamdnak gene-

ratorfilggvényét. Helyezzilk cbbe a

pontba a koordindtarendszer kezdo-

pontjit és osszuk be a sikot dude

teriiletii kis téglalapokra. Az (u ,v) pont

kiriili téglalapban (L az 53. dbrat) a

53. dbra véleilen kirbk centrumainak a szdma

nagy valdsziniiséggel mar csak 0 vagy

I lehet, pontosabban, e(dude) annak a valdszinlsége, hogy ott 1-nél

16bb ilyen centrum helyezkedjék el. [gy az ebben a téglalapban fekvo

centrumi €5 az oright fedd korok szdmdnak a generdtorfiiggvénye egy
oldudv) tagtél eltekintve

- Qe
ddude | foode 41— Adudr d[ Fle)dr =
[Fu? 42
ER Y. 1 J-

Htl'-:‘

=1+ {z— 1)Adudr J flxdde =~ e
Vuted
Az oright fedd Hsszes véletlen kordk szdmdnak generdtorfliggvénye ezek

szorzata, melybil az elhanyagolis eltfinik, ha Au-t és Ae-t O-hoz tartat-
juk. Ilyen modon az origdt fedd kdrok szdmianak generatorfiggvénye

ek -

exp {{z—!} J J J f{x}dxdm’ﬂ}- (8.7.1)

i
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AZ u=rcosp, v=rsing transzformicidval, majd parcidlis integrélis-
zal azt kapjuk, hogy

=y

J'.' _ji‘ﬂx}dxﬂudu=in i:r fﬁthxdr:;; fr*f(r}dr (8.7.2)
= Yut 4 u2 g r i

Az origot fedd kirok szdma tehat Poisson-eloszlisu valdszinlség véltozd
::d[r’}'[r}dr paraméterrel.

Ennek alapjin bebizonyithatd, hogy ha E a sik egy tetszileges, véges
terillet(i tartomdnya, akkor E k-szorosan fedett pontjai Osszessége terti-
letének a wvarhatd értéke

- k
(:Ed[rlﬂr}a’r) - _'F'_Jn__:#

m(E) . 2 , (8.7.3)

ahol m(E) az E tartomdny teriilete.

A KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

8.8. Komplex értékii valbszinfiségi valtozdk. A generatorfiigg-
vényt csak nem-negativ egész értékii valdszinliségi viltozdk
esetére értelmertilk. Sok problémaban azonban diszkrét és
folytonos eloszldst valdszinfiségi viltozdk egyardnt elSfor-
dulnak, ezért célszer(i egy, az eloszlast jellemz§ és a probléma
megoldasat egyszerilisité olyan flggvényt bevezetni, amely tet-
szileges eloszlis esetére értelmezhetS. Ez a karakterisztikus
fliggvény. E fiiggvény bevezetése el6tt néhdny megjegyzést te-
Ehzl'lnl-: komplex értékii valdszinliségi valtozdkkal kapcsolat-
an,

Egy & = [, +ik, valészinfliségi valtozd egy, az eseménytéren
€rtelmezett komplex értékii fiiggvény. Ennek vérhaté értékét
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€5 szorasnégyzetét az
M) = M(£,)+iM(£,), (8.8.1)
D3 (&) = M(|§—M(EPF) (8.8.2)

formulakkal értelmezziilk. 4 & = &, +i,;,n = n, +in; valo-
szinliségi vdliozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha a (&;, &;) és
az (1, n,) valoszinségi vektorvdltozok fiiggetlenek. Bebizonyit-
hato, hogy ez esetben

M(&n) = M(EM(); (8.8.3)
D*(§ +n) = D*(§)+ D*(n), (8.8.4)

ugyanugy, mint valos értékii valdsziniiségi vdltozok esetén. Fzek
kozill csupan az elsd egyenldség bizonyitasara szoritkozunk:

M(&n) = MI(E, +ik3)(ng +ina)] =
= M[&n; — Eana +1(Eana + Eam)] =
= M(£)M(n,)— M(E)M(n) +
+i[M(£)M(n2) + M(E) M ()] =
= [M(5;)+iM(E)NM(n,) +iM(n;)] = M(E)M(n).

A szorasnégyzetekre vonatkozd 4llitds bizonyitisit az Olva-
sora bizzuk.

8.9. A karakterisztikus filggvény értelmezése. Egy & valdszinii-
ségi vdltozd f{!} karakterisztikus fiiggvényén az egész szdm-
rle

egyenesen érlelmezett
p(f) = M(e") = M(cos 1£) +iM (sin ¢£) (8.9.1)
Sfuggvényt értjiik.

Ez minden esetben létezik, mert |cos t&| =1, |sin t§]| =1, kor-
litos valbszinfiségi valtozdnak pedig mindig van véArhatd ér-

téke. A kevert esetet mellSzve, a diszkrét és folytonos eset- -
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ben a karakterisztikus fiiggvény kifejezése a kévetkezd:
g(t) = t,E.: Py COS Ix, +1i ,i' sin Ix, = _Z-,‘ eltxen. - (8.9.2)

k=] k=1

ahol xy, x5, ... a § valoszinliségi véltozd lehetséges értékei;
Pys P2 ... pedig a megfeleld valdszintiségek,

e(f) = _I:.ﬂ:x] cos tx dx +i Jf{x} sin tx dx =
= _ = (8.9.3)
= | erfx) dx

ahol f(x) a & valdsziniiségi valtozd siirliségfiiggvénye,

A 1=0 pontban a karakterisztikus fiiggvény értéke mindig 1,
mert cos 0 =1, sin 0=0. Ha £ eloszlisa szimmetrikus a 0 pontra
nézve, akkor a karakterisztikus fiiggvény valés értékfi. A ¢(1)
figgvény definiciéjabdl az is kovetkezik, hogy |@(f)|=1. Fel-
hasznilva ui. azt, hogy minden » valds értékili valdsziniiségi
viltozd esetén M?2(y)=M(y*), azt kapjuk, hogy

lg ()] = M*(cos 1)+ M2(sin 1) =
= M(cos? t£) + M (sin? 1£) =
= M(cos® t& +sin? 1) = M(1) = 1.
Belathaté az is, hogy ¢(—1) = @(1), ui.
g(—1) = Mlcos(—1)E]+iM[sin (—1)E] = M(cos 1) —
—iM (sin &) = @().

8.10. A karakterisztikus fiiggvény és az eloszlis kapcsolata,

Ha & csak egész értékeket vesz fel, akkor a (8.9.2) kifejezés
Fourier-sorrd viélik:

7() = 3 ep. (8.10.1)
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Ebbél kovetkezik, hogy p, a o(f) fligevénnyel ugyanolyan kap-
csolatban van, mint a FouRiER-egyiitthatd a Fourier-sorba

fejtett fiiggvénnyel, vagyis
Py = % Jmfl}ﬂ‘“df, k=0 +1,... (8.102)

A folytonos eloszlds esetében @(f) nem mds, mint az f(x)
fiijggvény Fourier-transzformdltja. A FoURIER-transzformécid
elmélete szerint, ha az |@(f)| flgevénynek az egész szimegye-
nesen vett integrilja véges,

J:Jm (1) dt < <=, (8.10.3)
akkor
fGx) = 1_1n J.E'"‘e,v(r] dt. (8.10.4)

A (8.10.2) és (8.10.4) formulik speciélis tulajdonsagi elosz-
lasokra vonatkoznak, ezekre azonban egyben azt is Allitjak,
hogy a karakterisztikus fiiggvény az eloszldst egyértelmiien
meghatirozza, Ez az Allitds tetszleges eloszlas esetére is igaz,
st megadhatd egy olyan integrilformula, amelynek segitségé-
vel a karakterisztikus fiiggvény alapjan az eloszlasfiiggvény
meghatirozhatd.

Tétel. Ha x és5 y a & valdszintiségi vdltozé F(x) eloszldsfiigg-
vényének folytonossdgi pontjai, y<=x, akkor

F(x)=F(y) =

i

1 -Jl].l E-H‘.‘I: El'l:
-2, (qn{r}—,—w{—ﬂ-—,—)dr. (8.10.5)
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Ezt a tételt nem bizonyitjuk., A (8.10.5) formulit LEvy-féle
inverzids formuldnak nevezziik. Mivel F(y) 0-hoz tart, ha
y—+ —eo, a fenti formuldb6l kivetkezik, hogy F(x) minden x
folytonossagi pontjaban

F(x) =

= lim iﬂ ( [f]_.m_?{_;}

E.]l.'l

).:ir (8.10.6)

Meg_}eg}rezzﬂk még, hogy minden eloszlisfliggvényt egyértel”
miien meghatiroznak a folytonossigi pontokban felvett ér-
tékel.

8.11. A karakterisztikus fiiggvény tovibbi tulajdonsdgai.

1. tétel, Ha &, &5, ..., &, figgetlen valdszinliségi vdltozik,
karakterisztikus f'f:gm:én_}rﬂk @y (1), @2 (1), ..., @0, (1), tovdbbd
n =& +E&+...+&, karakterisztikus fiigguénye (1), akkor

p(t)= @1 () @2 ()=, (1) (8.11.1)
Bizonyitds. Tekintsilk az

e = cos tE, +isinig,,

et = cos I_E; +isinté,;

el = cos .t:E, +isin t£,

komplex értékii valdszinfiségi véltozdkat. Ezek nyilvinvaléan
figgetlenek, tovabba szorzatuk

ghtfr gltls  olile — SMEL+ 824 +8) — ity
lonen a (8.8.3) formula alapjin adddik, hogy
() = M(e"™) = M (") M(e"%)... M(e") =
= @D (0)... @, (1),
amit bizonyitani akartunk.
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A karakterisztikus fiiggvény segitségével az eloszlds momen-
lgmai, egyszerlien meghatidrozhaték. Ezt fejezi ki az alabbi
tétel.

2. tétel. Ha Iétezik a & valdszinfiségi vdltozd o, = M(E¥)
momentuma, akkor minden t-re létezik o(t)-nek a k-adik deri-
vdltja, ez folytonos az egész szdmegyenesen és

k)
= —i"{—ifﬂ, (8.11.2)
tovdbbd

e(f) = 1 +ayit +a, i’;;+ e gw{ﬁ], (8.11.3)

A tételt nem bizonyitjuk, megjegyezzilkk azonban, hogy a
(8.11.2) formula a karakterisztikus fliggvény (8.9.1) definicié-
jdbél kdvetkezik, csak azt kell tudnunk, hogy «, 1étezése biz-
tositja azt, hogy az M(e"*) fiiggvény k-nil nem nagvobb rendi
derivéltja egyenlS ¢** megfeleld rendii ¢ szerinti derivaltjdnak
virhatd értékével. Ha ezt tudjuk, vagy elfogadjuk, akkor

ennek alapjdn
™ (1) = M(i*&e),

¢®(0) = *M(EY) = i*,.

1. példa. A binomidglis és5 a Powsson-eloszldsok. Ha & binomidlis elosz-
list, akkor §=§&:+§:+ ...+ &, abol &, £:, ..., En Fliggetlen, 0, 1 ér-
tékll valdsziniségi valtozdk,

PEw=1)=p, k=1,2,..n,
Me" ) =e"(1—p)+e"p=1+ple" — 1)
és igy az 1. tétel szerint
Pl = Mie"S) = (1 + p(e" — 1))
Ha § Poisson-eloszlist A paraméterrel, akkor & karakterisztikus fiiggvénye

tehdt

@(f) = jr""'!:r"=¢--l S n}.——‘l"l"“"zd"“'"'" (8.11.5)
<l T = K o
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Itt jegyezzilk meg, hogy nem-negativ egész értékil valdszinfiségi viltozdk
esetén a g(x) generdtorfliggvényt csak vals x-ckre értelmeztilk. Ha azon-
ban x helyébe formdlisan e"-t helyettesitiink, megkapjuk a @(f) karak-
terisztikus fliggvényt. .

2. példa. A normdlis eloszids. Ha £ Nim, o) eloszlsd, akkor karak-
teriszlikus fiiggvénye

a
= _ﬂ ftm — w2 £

@)= - j e W dy=e :

2

Ebbdl differencidlissal & tetszoleges rendii momentuma egyszeriien meg-
hatérozhatd. Ha £,, £; fliggetlen N(m,, @.), ill. N(ma, 02) eloszlisi valé-
szinfiségi véltozdk, akkor &sszegilk karakterisztikus figgvénye

(8.11.6)

. | o2

L 3 E I [

Irml -r] 3 ,g-m"': -F53 Begims, -t.rllI::I ~jejragl g
& S

ahonnan leolvashatd, hogy &+ &: Nimi + ma, }'oi +ol) eloszlisi.
3. példa. A Cauchy-eloszlds. Ha § silirliségiiggvénye

11
MRI=—t

akkor karakterisztikus fliggvénye
p{t}:i_[f%d::r'", 8.11.7)

A CaucHy-closzlisnak mér az elsé momentuma sem létezik. Ez a ka-
rakterisztikus filggvénybdl is leolvashats, ui. @(f) nem differencidlhatd
a =0 pontban, médrpedig, ha M(§) léteznék, akkor a 2. tétel szerint
@(t) elsé derivdltja is léteznék minden valds r esetén. —

Bir figgetlen valészinfiségi viltozdk Ssszegének karakterisztikus filgg-
vénye egyenld az egyes karakterisztikus fliggvények szorzatdval, a meg-
forditott 4llitds nem igaz. Erre éppen a CaucHy-closzlis esetében lat-
hatunk egy egyszeril példdt: a

U=Ff+E
valdszinfiségi viltozd karakterisztikus fliggvénye
-E-U:“=ﬂ'_iul=ﬂ-l'“ﬂ'_“l,

¢ azonban nyilvénvaléan nem flggetlen dnmagdtdl. Végll megemlitiink
egy k:nvcr:lidcil-téhlt, melyet a 9. fejezetben fogunk felhaszndlni.
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3. tétel. Legyen Fy(x), F;(x), ... egy eloszldsfiiggvényekbsl
alkotott sorozat, w,(1), g,(1), ... jeloliék a megfelels karak-
terisztikus fiiggvényeket. Ha az F,(x) sorozat tart egy F(x)
eloszldsfiiggvényhez, vagyis

lim F,(x)= F(x) (8.11.8)
az F(x) fiiggvény minden folytonossdgi pontjdban teljesiil, akkor
minden valds I-re

lim @, ()= @ (1), (8.11.9)

A =

ahol @(f) az F(x) eloszldshoz tartozé karakterisztikus fiiggvény.
Megforditva: ha fenndll a (8.11.9) reldcic, ahol (1) egy F(x)
eloszlds karakterisztikus filiggvénye, akkor fenndll (8.11.8) is
ugvanezzel az F(x)-szel, F(x) minden folytonossdgi pontjdiban.

9. FEIEZET

HATARERTEKTETELEK

A nagy szdmok gyenge torvényei
A nagy szamok erds torvényei
A kozponti hatéreloszlis-tétel

Markov-lincok



A NAGY SZAMOK GYENGE TORVENYEI

9.1. Bevezetd megjepyzések. Az elsd fejezetben szd volt arrdl,
hogy ha egy kisérlettel kapcsolatban egy tetszGleges 4 eseményt
kivilasztunk, majd a kisérletet igen sokszor egyméstdl fiigget-
leniil elvégezzilk, akkor a k,/n relativ gyakorisig stabilitast
mutat. Ezt az empirikus adatok altal igen erdsen alatimasztott
tényt a nagy szimok torvényének neveztilk és megallapitottuk,
hogy e tirvény lehet8vé teszi a valdszinliség fogalménak gya-
korlati interpreticidjit, tovibbi a valdszinfiségelmélet gya-
korlati alkalmazasat.

Ebben a fejezetben nagy szdmok torvényei elnevezéssel a
relativ gyakorisigok stabilitisira vonatkozd matematikai téte-
leket emlitiink meg és bizonyitunk be, kizdrdlag a valdszinii-
ség tulajdonsigaira hivatkozva. Nem haszniljuk fel tehét a
természeti és tdrsadalmi véletlen jelenségekre vonatkozd empi-
rikus tapasztalatokat, hanem e¢ jelenségek elméleti matemati-
kai modelljein beliil elméleti tételeket mondunk ki. A véletlen
kisérlet matematikai modellje kétségteleniil annak kisztnheti
Iétét, hogy a relativ gyakorisigok stabilitisa méar régbta is-
mert tapasztalati tény. Igaz azonban az is, hogy a valdszini-
ségelmélet mint szigori matematikai tudoményig ennek isme-
rete nélkiil is felépithetS, és a nagy szdmok matematikai tdr-
vényei bizonyithaték az Hsszes tébbi valdszin{iségelméleti té-
telhez hasonlban.

Maérmost tételezziik fel egy pillanatra, hogy nincs sem-
milyen tapasztalati ismeretiink a természeti és tarsadalmi vélet-
len jelenségekre vonatkozdlag, és vessiik fel a kérdést, hogy
vajon elméleti tételeink biztositjdk-e a relativ gyakorisigok
stabilitdsdt? Nyilvinvaléan nem. Felmeriil tehat a kovetkezd
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kérdés: milyen kapcsolatban dllnak elméleti tételeink a gya-
korlatban végrehajtott kisérletsorozatokkal, tovibbi monda-
nak-e azokra egyaltalin valamit és ha igen, mit? E kérdésre
a 9.3, é a 9.5, szakaszokban fogunk vélaszolni, elébb
azonban meg kell ismerniink a megfeleld tételeket.

Nagy szimok torvényének neveziink minden olyan mate-
matikai tételt, mely bizonyos £, &, ... valdszinliségi viltozdk

i E1+$1:-r-+5n {g_rl}

szimtani dtlagaibdl alkotott sorozat valamilyen értelemben
valé konvergencidjat “allitja adott feltételek mellett. A legfon-
tosabbak koziilik azok a tételek, melyekben a &,, &,, ... valé-
szinfiségi valtozék fiiggetlenek. Ide sorolhatdk a relativ gyako-
risig stabilitisira vonatkozo tételek is, egy 4 esemény relativ
gyakorisiga ui. nem mds mint a (9.1.1) szémtani 4tlag, ahol
most

"

1, ha A az i-edik kisérletben bekovetkezik:
'~ 10 egyébként; (9.1.2)
l o (9.1.3)

P, =0)=g=1=-p

9.2. Sztochasztikus konvergencia, konvergencia 1 valészinii-
séggel. A (9.1.1) sorozat konvergencidjirdl kétféle értelemben
fogunk beszélni, ¢ két konvergenciatipus neve: sztochasztikus
és 1 valbszinliséggel valé konvergencia.

Altaldban egy valészinfiségi vdltozokbol alkotott n, sorozatrél
azt mondjuk, hogy sztechasztikusan konvergdl az n valdsziniiségi
vdltozéhoz, ha bdrmilyen kis, de rigzitett pozitiv e esetén tel-

Jesiil a
lim P(|n,—n|=¢) = 0 (9.2.1)

A

hatdrértékreldcid. Specidlis esetben n lehet konstans is. Az,
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hogy (9.2.1) minden &¢=0 szdmra teljesiil, réviden ugy jeldljiik,
hogy n.=1.

Egy n, valdszinliségi valtozékbdl alkotott sorozat minden
cgyes eleme egy ) eseménytéren értelmezett fliggvény, ahol
Q) minden n, esetén lehetne mas és mas, feltételezzilk azonban,
hogy mindegyik n, értelmezési tartomanya egy és ugyanaz az
eseménytér. Rogritett w () esetén az n, =n,(w) szimértékek
egy kozitinséges értelemben vett sorozatot alkotnak. Ez a soro-
zat egyes @ elemi eseményeken lehet konvergens, mas elemi
eseményeken pedig divergens. Azokat az elemu eseményeket,
melyeken konvergens sorozatot kapunk, egy halmazba, cgy ese-
ménybe Osszefoglalva, beszélhetiink ennek az eseménynek a
valdsziniliségérdl vagy réviden annak a valdszinliségérdl, hogy
az n, sorozat konvergens.

Ha 1 annak az eseménynek a valdszinlisége, amelybe tartozd
elemi eseményeken az n, sorozat konvergens, akkor azt mondjuk
hogy n, | valdsziniiséggel konvergdl.

Ha n,—n (n—+<) egy 1 valdszinfiségli esemény minden elemi
eseményén, akkor azt mondjuk, hogy az n, valdszinfiségi vdlto-
zokbdl alkotott sorozat 1 valdszintiséggel konvergdl az n vald-
szinfiségi vdltozdhoz. Ennek egy mdsik kifejezésmidia a ki-
vertkezd:

P(limn, =n) = 1. (9.2.2)

=

Specidlis esetben n lehet konstans is.

E két konvergencia-fogalom kozill az utdébbi az erfsebb.
Bebizonyithaté, hogy ha (9.2.2) teljesiil, akkor 5,=n. Abbdl
azonban, hogy n,=n, még csak az sem kovetkeazik, hogy egy-
altalin van olyan elemi esemény, melyen az n,=1,(w) soro-
zat konvergilna. Konstruilhaté olyan n, sorozat, mely min-
den elemi eseményen divergens, mégis sztochasztikusan kon-
vergél.

Ha n, egy szdmtani 4tlagokbdl alkotott (9.1.1) alaki soro-
zat, akkor aszerint, amint 7, sztochasztikusan, ill. 1 valdszin{i-

18 Prékopa : Valdsrindstgelmélet...
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séggel konvergil egy konstans értékhez, a nagy szdmok gyenge,
il. erds térvényérdl beszéliink, ElSbbi megjegyzésiink értelmé-
ben azonos feltételeknek eleget tevd &y, &,, ... valészinliségi
valtozd sorozat esetén a nagy szimok minden egyes erfs tér-
vényébdl kivetkezik egy megfeleld gyenge tirvény. Ezeket még-
is killén bizonyitjuk, egyrészt azért, mert megjegyzésiinket nem
bizonyitottuk, mésrészt mert a gvenge térvények bizonyitdsai
egyszeriiek, végiil pedig nem minden gyenge térvénynek van
meg a megfeleldje az erds térvények kdzott.

9.3. Bernoulli tétele. Tekintsiink egy kisérletet, melynek két
végeredménye van, a és b, Végezziik el a kisérletet végtelen

sokszor egymdstdl fiiggetieniil és jelslfe [, az a lehetéség gya-
korisdgdt n kisérlet sordn. Ekkor minden &=10 eseién

lim P( :-z) =0 (9.3.1)

ahol p az a lehetdség valdsziniisége. A (9.3.1) reldcidr mdsképpen
gy is felirhatjuk:

&
.

m="2=p. (9.3.2)

Bizonyitds. A (9.1.2)-ben értelmezett £, figgetlen valdszini-
ségi vhltozdkkal {, a kdvetkezd médon irhatd fel:
fe =E1+5+... +E,.

Mivel M(§)=p, D*({)=pg, i=1, 2, ... kivetkezik, hogy

M) = np; M(‘:—;) = p;
D*({,) = npg, B*(%") = P—:

A Csemisev-egyenlStlenséget a [ /n valdszinliségi viltozdra al-
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kalmazva, azt kapjuk, hogy

!l

ahonnan az dllitds leolvashatd.

A (9.3.3) egyenltlenséggel egyben becslésiink van arra is,
hogy milyen gyorsan tart 0-hoz a baloldalon &llé valdszini-
ség n-nel egyiitt.

Ezen a ponton vilaszolunk arra a kordbban feltett kérdésre,
hogy milyen kapcsolatban all a nagy szimok matematikai tor-
vénye a gyakorlattal. BERNOULLI tétele szerint eléggé nagy n
esetén igen kicsi az aldbbi valdsziniiség:

P(‘%—-p‘:—s). (9.3.4)

Ebbfl azonban még igen kis £ esetén sem vonhatjuk le azt a
konzekvencidt, hogy

}g) = % (9.3.3)

% -p‘ =& (9.3.5)

hiszen e formula fennallisa egyéltalin nem biztos, teljesiilé-
sének van egy valészin(isége, amely 1-hez nagyon kdzel 4ll
ugyan, de mégis csak egy valdszinfiség. Mérmost rogzitett &
esetén a (9.3.4) valdszinliséget is egy p-nek tekintve, erre is
felirhaté BermouLL tétele. Ujbdl kapunk azonban egy olyan
valGszin{iséget, melyre szintén felirhaté a BEerRNOULLI-tétel.
Ilyenformén a valdszinfiségek kioszabdél nem tudunk kijutni,
a (9.3.5) reldcié teljesiilését mint konzekvencidt nem &llithat-
Juk, Ugy tlinik tehat, hogy a BerNouLLI-tétel gyakorlati szem-
pontbél semmitmondé. Vegyilk észre azonban, hogy a (9.3.4)
formuldban p tetsz6leges 0 és 1 kizbtti valészinliség, a kiviil-
allé P valészin(iség azonban nagy n esetén igen kicsi. Ha most
4 tapasztalatra hivatkozva megillapitjuk, hogy a kis valészinii-
ségli események gyakorlatilag lehetetlen események, nem kdvet-
keznek be, relativ gyakorisdguk 0, akkor a (9.3.4) formuléban
4 zardjelen beliil 4116 esemény gyakorlatilag lehetetlen, ennél-
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fogva a (9.3.5) esemény gyakorlatilag biztos. llyenforman az
elméleti tétel a gyakorlatra nézve nem tartalom nélkiili, nem
mellSzhettilk azonban a tapasztalatra valé hivatkozdst.
BErRNOULLI tétele specidlis esete az aldbbi tételnek, mely a
varhatd érték szamtani 4tlaggal vald kozelitését indokolja.

Tétel. Ha &,,&,, ... azonos vdrhatd értékii és szordsu, fiig-
getlen valdszintiségi vdltozdk, vagyis M(E)=m, i=1,12,..,
akkor )

E]_ + E: + --+'E +n

= = m. (9.3.6)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Csepisev-egyenldtlenséget a (9.3.6)
relaciéban &ll6 szdmtani Atlagra, melynek vérhato értéke m,

szordsa pedig %, ahol e=D(£), i=1, 2, ... . Eszerint tetszd-
leges e=0 esetén

E|+E3+---+fﬂ 5.?3.

P( = :-a) = o (9.3.7)

Ha n — =, akkor o2/e?n -0, ennélfogva (9.3.6) valéban fennall.
A BerwouLLI-tételben &, a (9.1.2) valdszin(iségi valtozd és

m=M(£ ) =p. .
Az elSbbi tétel is specilis esete egy BERNSTEIN Adltal bebi-

zonyitott tételnek, melyben az egyes valészinfliségi véltozdk

nem feltétleniil fiiggetlenek és azonos eloszlasdak.

9.4. Bernstein tétele. Tegyiik fel, hogy a &, £, ... valoszinil-
ségi valtozdkra teljesiilnek a kivetkezd feltételek:
a) A &, valdsziniiségi valtozOk mindegyikének létezik a var-
haté értéke és a szdordsa,
b) Ha m,=M(§,) és
_Mytmat...+m,

n
akkor létezik a lim my =m hatdrérték.

A= -
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¢) Ha 0,=D(%) és
S? = o} 403+ ...+,

akkor §2= Kn, ahol K n-t6l fiiggetlen allando.

d) Van olyan, a nem-negativ egész-szimokon értelmezett
r(k) =0 fiiggvény, melyre teljesiil, hogy r(0)=1, r;=r(li—jl,
ahol r; a & és &; val6szinliségi viltozOk korrelicids egyiitt-
hat&ja, tovabba

L)

imy 3 r@)=o.

A= e HE=sl

Ekkor érvényes az alabbi relacio

£
R e (941

Bizonyitds. A bizonyitast két lépésben végezziik el. ElGszor
megmutatjuk, hogy n, — ms =0. Mivel M(n,) =mx, a CSEBISEV-
egyenlStlenség szerint

D*(n,)

2 ¥
elegend& tehat ehhez belatnunk azt, hogy D*(n,) -0, ha n — ==,
A d) feltétel egyik kovetelményét kihasznalva, irhatjuk, bogy

D3(n) = =3 MI(Es —my + & —my + .. + §y —m)] =

1 ] A 1 n "
— ?1%‘ Jg;ﬂla'ir” == ths_‘; J-z; ﬂlﬂjri:li_j]] =

= %[S} +3:E:l rk) :Zt Fiﬂi-u]-

A Cauchy-féle egyenlStlenség szerint

n=k n=k n=k 12
£2£ oo =| 2ot Zota] =52

=] iml

P(|n,—ma| =€) =
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tehat

31 252 1 =2
=2 .~ 3 r(k).
k=1

Mivel §2=Kn, innen kﬁ\rsr.kezik, hogy

Di(n) = —3

5 K 1 &
D)= +2K+ 3 r(k),

mivel pedig a jobb oldalon mindkét tag O-hoz tart, ha n— =,
ktvetkezik, hogy D*(n,) -0, ha n—0.
Tekintettel arra, hogy
My =M = Ny — s +Ma —m,
ahol m§ —m -0, tételiink bizonyitisa teljes lesz, ha bebizo-
nyitjuk a kdvetkezd lemmiét.

Lemma. Legyen [, egy valsziniiségi véltozékbél alkotott,
g, pedig egy valés szidmokbdl alkotott sorozat. Ha [, =0,
a,—~0 (n—+=), akkor {,+a,=0.

Bizonyltds. TetszGleges &¢=>0 esetén van olyan n,, hogy ha
n=n,, akkor

-
Ebbfl kévetkezik, hogy ha n=n,, akkor
P(|{,+a, =€) = P({,+a,>e)+P({,+a,< —&) =

= P(f.}-%)-lg—f'({_-: — —;-) -
= P([E_E:- g)

Mivel {,==0, a jobb oldalon 4116 valészinfiség 0-hoz tart, ennél-
fogva [, +a,=0, amit bizonyitani akartunk. Ezzel a tétel bizo-
nyithsa is kész,

A NAGY SZAMOK EROS TORVENYEI

9.5. A pagy szdmok gyenge és eris tirvényeinek kapcsolata.
A nagy szimok gyenge térvényének mindegyik véltozata olyan
jellegii allitast tartalmaz, hogy eléggé nagy n esetén az »,
szamtani dtlag eltérése egy m szdmtdl igen nagy valdsziniiség-
gel kisebb, mint az » szam meghatarozasa elftt rogzitett, de
tetszblegesen kicsiny pozitiv ¢ szdm. Formuldval kifejezve, min-
den e-hoz és S-hoz taldlhatd olyan n, hogy

P(n,—m| =8 = 1-4. (9.5.1)

n-et Ggy is megvalaszthatjuk, hogy (9.5.1) érvényes n-re és
minden n-nél nagyobb szamra is, ha azt n helyébe behelyet-
tesitjiik. Sok gyakorlati probléma esetén arra van sziikségiink,
hogy egy bizonyos n esetén az n,—m eltérés nagy valdszini-
séggel kicsiny legyen; ilyen esetekben a nagy szamok gyenge
torvénye kielégitGnek tekinthetS. Fel kell hivounk azonban a
figyelmet arra, hogy a (9.5.1) reliciébdl nem kévetkezik az
aldbbi:

P(e—m| = &, Masr—m| = 8; Mpe2—mMm| =g, ..} = 14
(9.5.2)

Ha azonban az n, szdmtani dtlagra teljesiil az, hogy
P(limn, = m) = 1, (9.5.3)

HN=s==

akkor tetszéleges kis & és 0 esetén taldlhaté olyan n (amely
nem feltétleniil ugyanaz, mint a (9.5.1) reldcichan szereplé n),
hogy teljesiil a (9.5.2) reldcié. Megforditva, ha tetszdleges kis
e és 0 esetén taldlhaté olyan n, hogy (9.5.2) fenndll, akkor
feljesiil (9.5.3) is. E két allitist nem bizonyitjuk. A fentiekbél
kitlinik, hogy a nagy szimok erls térvénye gyakorlati szem-
pontbdl is fontos, és a gyenge tdrvénynél lényegesen tdbbet
mond.

9.6. A nagy szamok erds tirvénye relativ gyakorisigokra.
Borel télael: Tekintsiink egy kisérletet, melynek két végered-
ménye van, a és b. Végezzik el a kisérletet gondolatban vég-
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telen sokszor, egymdstdl figgetleniil, és tekintsiik ezt a vég-
telen sok kisérletet egyetlen kisérletnek. Ennek elemi eseményei
az a és b betlik Osszes lehetséges sorozatai, egy ezek koziil
igy kezd&dik:

aababbbbabaaa...

Minden esemény az ilyen sorozatok egy Osszességébll, kitegé-
bl 4ll. Legyen az a lehetség valdszinilisége p; ezzel egyes
események valdszinfiségeit kdnnyen kifejezhetjiik. Az az ese-
mény, hogy az els§ kisérlet végeredménye a, mindazoknak a
sorozatoknak az dsszességébdl 4ll, amelyeknek els§ eleme a.
Ennek a halmaznak, eseménynek a valdszin{isége p. Az az ese-
mény, hogy az els6 hirom kisérletben a kétszer, b egyszer
fordul elf, azoknak a sorozatoknak az Osszessége, amelyek-
nek elsé harom eleme vagy a a b vagy a b a vagy b a a. Ennek
a halmaznak, eseménynek a valdszinlisége 3p*g. llyen esemény
azoknak a sorozatoknak az Gsszessége is, melynek az a tulaj-
donsfiga, hogy els6 n elemiilk kozill az a betlik szama n-nel
osztva p-hez konvergil. A nagy szdmok egyik erfis tdrvénye
azt mondja ki, hogy ennek az eseménynek a valdszinfisége
1. A (9.1.2) alatti valosziniiségi valtozOk nyelvén ugyanezt az
Allitdst a kovetkezd relacid fejezi ki

P(]jm E+Ead ...+, =F) _— ©.6.)

LT f

Ez a nagy szimok erfs tdrvényei koziil a legegyszerlibb és
legalapvetfbb, melyet BOREL bizonyitott be. Az allitdst tétel-
szerfien is kimondjuk.

Borel tétele. Ha egy kisérietnek két végeredménye van, a és b,
akkor végtelen sok, egymdstdl fiiggetlen kisérlet esetén az a
végeredmény relativ gyakorisdga 1 valdszintiséggel konvergdl a
p szdmhoz, ahol p az a lehetdség valdsziniisége.

BogreL tételét killén nem bizonyitjuk, mivel ez specialis esete
2 (9.8) szakasz tételének.
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9.7. A Borel—Cantelli lemma. Ha 4, 4,, ... egy olvan ese-
ménysorozat, melyre teljesiil, hogy

2 P(Ay)=<e=,

k=l
akkor 1 annak a valdsziniisége, hogy az A, A5, ... események
kézill csak véges sok kdvetkezik be. Mdsképpen kifejezve, az
Q) eseménytérnek van olyan L, részhalmaza, amelyre teljesiil,
hogy P(Q2,) =1 ésha wely, akkor w az Ay, A3, ... események
kiziil csak véges soknak az eleme,

Bizonyltds. Az az esemény, tehit azoknak az w elemi esemé-
nyeknek az Gsszessége, melyek végtelen sok eseményhez tar-
toznak, a kdvetkezd formédban irhatd fel:

B n‘:'il- t‘-%!ldr

Mivel C szorzata a lz,‘“ A, n=1,2, ... eseményeknek, kivet-
=1
kezik, hogy
Cc T4, n=12 ...

k=n

A 2.2, szakasz tétele felhasznildsdval innen az adddik, hogy

P(C) = P(é; .4.,) = ..j. P(Ay).

A jobb oldalon egy konvergens sor maradéka 4ll, amely 0-hoz
tart, ha m--es, Eszerint P(C)=0, tehit az Q, = Q—C ese-
mény rendelkezik a kivint tulajdonsaggal.

9.8. A nagy szémok ers tbrvénye korlitos negyedik momen-
tumok esetén. MielStt tételiink kimondésira és bizonyitdsira
ritérnénk, megemlitiink egy azonossdgot. Ha &y, &1, ..., &,
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fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk, amelyeknek negyedik (kdvet-
kezésképpen minden alacsonyabbrendil) momentumai létez-
nek, tovabba M(£) =0, D(f)=a,, i=1,2,...,n, akkor

] & n
M[( Ej&;) ]= !EIM{E?H—‘-_EJ‘ MEDM(ED. (9.8.1
= J*

=

Ha ui. a bal cldalon a virhatd érték jelén belitl a negyedik hatvdnyra
cmelést elvégezzilk, akkor az igy kapott dsszeg tagjai az alibbi hirom
kategdridba sorolhatdk:

£l alakd tagok:
§1&% alaki tagok, ahol j= k,

tovibbi tagok, melyekben valamelyik szorzd az elsd
hatvinyon szerepel.

Ezek dsszegének varhatd ériékét tagonként véve, a harmadik katego-
ridba tartozdk mindegyikének virhatd értéke 0, mert ha ¢gy tagban &:
az elsd hatvinyon szerepel, akkor figvelembe véve, hogy figgetlen vala-
szinliségi viltozdk szorzatinak virhatd értéke egyenld az egyes varhatd
ertékek szorzatdval, M(f) =0 miatt ar egész szorzat varhaté értéke 0.
Az elsd kategdridba tartozd tagok virhatd értékeinek osszege (9.5.1)
jobb oldalinak elsé tagja. A mésodik kateg6ridba tartozé tagok oly médon
keletkeznek, hogy a

(30) (32) (39) (39

szorzai faktorait két kettes csoportba osztjuk (ez hirom killonbozé mé-
don lehetséges), majd az elsd két faktorbél a &, a mésodik két faktorbél
a8 {w valészinfiségi valtozdkat dnmagukkal megszorozzuk, ahol j#= k.
Ebbél a.i is viligos, hogy a mdsodik kategdridba tartozéd tagok szima
In(n—1

Ezek elSrebocsitisa utdn bebizonyitjuk a kivetkezd tételt.

Tetel. Ha £,,&,, ... egy fiiggetlen valdszinfiségi vdltozdkbol
alkotott sorozat, mindegyik vdltozé negyedik momentuma vé-
ges, vdrhatd éridke O és

M(ED=K, i=12,..., (9.8.2)
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ahol K egy i-t8l figgetlen dllandé, akkar

P(]im E;+E:+... + & = )= 1. (9.8.3)

e n

Bizonyitds. Mindenekel6tt megjegyezziilk, hogy a (4.9.3)
egyenlStlenségbdl kifolydlag

MEH=VYMEH =VK, i=12... (584

Rogzitett n mellett alkalmazzuk a Markov-féle egyenlStlen-
ségﬁ{a £y &y, s &, valdszindiségi vﬁit{_mzﬁk n. szdmtani &t-
laginak negyedik hatvanyéra, Eszerint minden pozitiv & esetén

Pt = o= MOE.

Tegyiik & helyébe az e=1/I'n értéket, akkor azt kapjuk, hogy

P(nd=n""=VnM@n%).

Felhasznélva a (9.8.1) és a (9.8.2) relacidkat, a kivetkezd becs-
lés adddik:

ety = Lom( 50) ] =

ﬁ < 2 )5
= F(. 3 Mt +3 T MEDMED) =

p 4K
= EE{H,K-I—EH{H-— ],:Iﬂ] =5
n* n

Mivel 5_,' %-:w, ha a=1, kivetkezik, hogy

Am ]

3 P(nd=n"") <.
Am ]
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1

Jellje A, azt az eseményt, hogy |n,|>n ®. A BOREL—Can-
TELLI-lemma szerint az elemi események halmazédnak van egy
olyan Q, részhalmaza, melyre teljesiil, hogy P(Q2,)=1, és ha
wef),, akkor @ az A;, A;, ... események koziil legfeljebb
véges soknak eleme. Minden ilyen @ esetén tehét legfeljebb
véges sok n kivételével teljesiil az

1

=n ¥

egyenl&tlenség, amib8l szimunkra csak az a konzekvencia fon-
tos, hogy n,=mn,(w)+0, ha n—o. Ezzel a tételt bebizonyi-
tottuk.

Ha ezt a tételt a &, —p, i=1, 2, ... val6sziniliségi valtozdkra
alkalmazzuk, ahol £; a (9.1.2) alatt definidlt valdszinfiségi val-
tozd, megkapjuk BOREL tételét.

9.9. Kolmogorov tétele. A nagy szdmok er8s térvényének egy
mésik viltozatit KoLMoGOROV bizonyitotta be. E tétel az egyes
valoszinfiségi viltozdk szérdsinak létezését kiveteli csak meg.
A tétel a kdvetkezd.

Tétel. Ha &,,&,,... figgetlen, véges szdrdsi valdsziniiségi
vdltozdk, M(E)=0, D(E)=wa,, i=1,2, ..., tovdbbd
= of
SR ©9.1)

akkor a £,,&,, ... sorozatra teljesiil a nagy szdmok erds tér-
vénye, vagyis

P(Hm E,+El~:...+e,, _ﬂ) —o

=i -

A 9.8 szakasz tétele speciilis esete a KoLMOGOROV-tételnek.
Ha ui. a &; valészinliségi valtozdk negyedik momentumai 1é-
teznek és korlitos sorozatot alkotnak, akkor a (9.8.4) egyenlét-
lenség miatt a of = M({}) sorozat is korlitos, amib8l kivet-
kezik, hogy a (9.9.1) sor konvergens.
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Megemlitiink hirom egyenlGtlenséget. Legyenek £y, &3, ...
fﬁggm:!l:n, véges szorast és 0 virhatd értékli _valﬁa.z:inl’.iség: val-
toz6k D*(E)=o2,i=1, 2, ... . Koribban bebizonyitottuk, hogy

érvényes a kdvetkezd
Csebisev egyenlitienség:

&%
PE, + &+ ... +&l=e) = et (9.9.2)
Ennél lényegesen tibbet mond az un.
Kolmogorov-egyenlitlenség:
| &
P(max |§,+&+... +&l=e) = F (9.9.3)

1 =ksn

zre, hogy a (9.9.2) és (9.9.3) jobb oldala azonos,
{\;?ﬂkhaﬁsnldala gnnbs::n njgiv&uval-:ﬁan nem kisebb (9.9.2)
bal oldalénAl.
Ha £,, &,, ... fiiggetlen, véges szoréist és 0 varhatd Lértﬂcﬂ
valészinliségi valtozékbél alkotott sorozat, melyre teljesiil a
(9.9.1) egyenldtlenség, akkor fenndll a

Hdjek-egyenlétienség:
Ze .
. 1|£ of
p(sup| ErtErt E“)Eg—z[‘ w2

(9.9.4)

KoLMOGOROV tételét ez utdbbi egyenlStlenség alapjin kénnyen
bebizonyithatjuk. Ha ui. a (9.9.1) sor konvergens, akkor

. = o
hm E I_1=ﬂr

e N ET T
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tovabbd belathatd, hogy
2 of

s I=l
lim —;
== ﬂ

Eszerint minden £=0 esetén

E tE+... +§ 'zs) s

=0,

lim P(sup
LE 2 kEn

k

Jeldlje B, a zdrbjelen belill 41l6 eseményt, Nyilvanvalé, hogy
B,+1C B,, tehat a 2.2. szakasz tétele felhasznldséval azt kap-
Sit+ba+... +E

juk, hogy
2 EE) =

= P(lim B,) = lim P(B,) = 0.

P(h‘m sup

Nt EER

Elvégezve az &¢—0 hatiritmenetet, az adédik, hogy
P(lim sup fi+é+...+&
n=cee kIEA

k
amit bizonyitani akartunk.

9.10. Elfirt pontossiigli kizelitéshez sziikséges kisérletszdm meg-
hatérozdsa. Legyenek £,,£,,... azonos varhatd érték(i és
szorési fiiggetlen valészintiségi valtozdk. Jeldljék m és o ezek
kizds T-"irhﬂtd értékét és szordsht. Azt a kérdést vetjiitk fel,
hogy milyen nagynak kell n-nek lennie ahhoz, hogy elfirt e
és p, esetén teljesiiljtn a

P(’$1+...+E-_m
]

)=t

'EE)':.—'] — Po» (9.10.1)
ill, a

P(ﬂf -5‘—"'”—*25_ -m[ﬂ)g: ~py  (9.10.2)
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egyenlStlenség. Konkrét probléma esetén & és p, Altaldban kis
szimok, tehAt el8irt nagy valdszinfiséggel kivénjuk, hogy a

E4...+8
k

szamtani Atlag egy el8irt kis ¢ szimnél kevesebbel térjen el
az m varhaté értékt8l, mégpedig az els§ esetben k=n esetén,
a mésodik esetben pedig valamennyi k=n metén Ehhez h.':]!
n értékét meghatdroznunk, Nem fogjuk tudni megmondani,
hogy pontosan melyik n-t6l kezdve teljesiil a (9.10.1), ill. a
(9.10.2) egyenlfség, megadunk azonban olyan s:imn:_:-kat, me-
lyeknél n-et nagyobbnak vélasztva, egyenlStlenségeink telje-
siilnek. _

Ha a HAJek-féle egyenlStlenséget a £, —m valészinfiségi val-
tozdkra alkalmazzuk, akkor a jobboldalon most o;=a,

i=1, 2, T tehét
ans ) - 5i(£:+“-2 i -1—.-)-:
B f:E k MI=E)=\ n? imtt1 1%
Liv®, 5 = 1 _ 2
“?‘('n'” P :‘{i+n)' ne* ’

Tehat a Csepisev-egyenldtlenség szerint

o
a HAsek-féle egyenlStlenség szerint pedig
Iu.!
P‘(Eup E!'.'-_'é:'-.-'-—h-— EE),'!'_-;ET_ {9.10'.4]-
kn
2
(9.10.3)-b6 kdvetkezik, hogy (9.10.1) teljestil, ha :‘.e? = po.
vagyis, ha
43

=, (9.10.5)
o

it &
n

gg)é:Tz, 9.10.3)
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(9.10.4) szerint pedig (9.10.2) teljesiil, ha ﬁ =p,, ami egy-
értelm{ azzal, hogy T
g2
HEE—E}E-. (9.10.6)

Vegyiik észre, hogy (9.10.6) jobb oldala kétszerese (9.10.5) jobb
oldalanak.

m#0 esetén felvethetd az analég probléma a szémtani t-
lagok relatlv eltérésére m-t8l. A kérdés most az, hogy milyen
nagy n esetén teljesiil a

i +...+&
ill. a
1+ ...+§

egyenltlenség. E kérdés megvilaszolisihoz elegend8 elébb
eredményiinket ¢ helyett e|m|-re alkalmazni. Eszerint (9.10.7)
ill. (9.10.8.) teljesiil, ha

nE (9.10.9)
I,
o2 2
nE (9.10.10)

Ezek az egyenlStlenségek abban killénbdznek a (9.10.6),
(9.10.7) egyenlétlenségektsl, hogy ¢ helyettitt a ﬁ relativ
szOras szerepel.

Ha g, ill. a % hanyados nem ismeretes, akkor ezekre fels6

becslést adunk, ami a legtébb esetben lehetséges. Ezaltal per-
sze n-re nagyobb szim adédik, mint kellene, A most tArgyalt
probléméara a 9.15 szakaszban visszatériink.

A KOZPONTI HATARELOSZLASTETEL

9.11. Altalinos megjegyzések. Mig a nagy szimok torvényei
a valdszinliség és a varhat6 érték hatarértékként vald felléptét
indokoljak elméleti dton, a kdzponti, vagy centrilis hatar-
eloszlastétel kiilonféle viltozatai a valoszintiségelméletben koz-
ponti szerepet jatszd normélis eloszlds széleskdril felléptét ma-
gyardzzak meg.

Abbél a célbdl, hogy a centrilis hatireloszlastételt és egyben
azt a jelenséget, amelyet e tétel kifejez, konnyebben megért-
hessiik, tekintsiink egy a (0, 1) intervallumban egyenletes elosz-
lash és filggetlen &,, &,, &,, ... valoszin(iségi viltozékbol alko-
tott sorozatot. Vezessik be az

ﬂﬂ=El+E=+"' +E|-|

jeltlést. y, =&, , tovabba n, =&, + &3, 93 =§&; + &, + &, silirliség-
fiiggvényeinek analitikus kifejezéseit az (5.12.9), (5.12.10) és
(5.12.11) formulakkal adtuk meg, geometriai képeiket pedig a
42, és a 43. 4brin lathatjuk. Mar e hirom abra is azt mutatja,
hogy ahogyan a £,, &,, &5,... sorozat egyre tébb tagjit adjuk
Bssze, Ogy vilik egyre inkabb harang alakivi az Osszeg siriiség-
fiiggvénye. Emlékezziink arra, hogy a normalis eloszlds sliriiség-
fliggvényérdl is megallapitottuk, hogy geometriai képe ¢ nagy
vagy kicsiny voltatdl fiiggden lapos, ill. csicsos harang alaka
giorbe.

Ez persze nem bizonyiték amellett, hogy elég nagy n esetén
He=&, &£, + ... + &, sliriiségfiiggvénye kozel all egy normalis
eloszlas slirliséglliggvényéhez, mert harangalakid gérbe sok van.
Mégis bebizonyithatd, hogy elég nagy n esetén n, siirliségfiigg-
vénye kozeliten normalis, mégpedig a kiinduld eloszlistol fiig-
getleniil, tehdt nem csupéin egyenletes eloszlasa &,, &, ... valo-
szinliségl viltozdk esetén. Az egyediili feltétel, melyre a valo-
szinliségi valtozok fiiggetlenségén kiviil sziikségiink van, a szé-
rias létezése, bar vannak olyan tételek is, amelyekben még a
virhatd érték létezését sem tesszilk fel, ehelyett més kdvetel-
mény szerepel. Ismét mas tételben nem szerepel a fiiggetlenség
feltétele, Az

HHZE] +£;+ vua +Er|
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dsszegre azonban hatireloszlistételt nem mondhatunk ki, mert
ha n--oo, akkor g, eloszldsa M(&;,)=0 esetén egyre inkdbb a
4=, vagy a —eeo felé tolodik el, és a szimegyenesen egyre
inkdbb elkenddik. Mindkét jelenség érthetd, hiszen

M(n)=nM(5,);
D (n,)=nD*(£,),

pl. az elébbi, (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasi valo-
szintliségi valtozok esetén

= d T R A
M{J“l"] — 2 ] D (Hn} 12 s
lly modon tetszéleges véges (a, b) intervallum esetén
lim Pla=n,=b)=0.

B =

Ha azonban n, helvett ennek

« _ Na—nm
=

standardiziltjat vizsgdljuk, ahol m=M(E), o=D(E),
k=1,2, ..., akkor erre bebizonyithatd, hogy

L]

1 &
limPlasga=b=-—|e ?dx. (9.11.1)
— V2r .[

a

Elég nagy n esetén tehat ny kbzelitGen N(0, 1) eloszldsi. Alta-
liban n5 kozelitGen normailis eloszlidsiva vilik aranylag kis n
esetén, tehit mielStt az eloszlas nagyon eltolédnék és elkendd-
nék. Ezért mondhatjuk, hogy az

He = @ nq:+nm

valdszinliségi viltozd kdzelitben normalis eloszldsa M(n,) =nm
varhaté értékkel és D(n,) =o)n szbrissal,
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9,12. A Moivre—Laplace-tétel. Térténelmileg az els§, (9.11.1)
tipusi tételt MOIVRE és LAPLACE bizonyitottik be arra az esetre,
amikor £, £a, ... 2 0 és 1 értékeket veszik fel

P(§e=1)=p;
P(§,=0)=g=1-p,
valészinfiségekkel, amikor tehét n, binomillis eloszlasi. Ekkor
M(n,)=np;
D*(n,) = npq.
Fzt a tételt a kivetkezéképpen fogalmazzuk meg.

Tétel. Moivre—Laplace-tétel, Ha n, n-edrendd, p paraméterti
binomidlis eloszldst valészinfiségi vdltozd, ahol 0=p<1 és p
n-tél fiiggetlen dllands, akkor

. fw — NP =
hmP(u =——= b)
L ¥ npgq

k=1,2, ...

= lim b (:)p*q"" = (121
me= potalnpemt = np+ bl ape
b
= ri--[-ﬂ'-‘:_ dx.
2n

Nem téreksziink e tétel bizonyitfisira, megjegyezzitkk azon-
ban, hogy ez bebizonyithaté kizirélag a STmLING-formula
alabbi, a III. fiiggelék (7) formuldjindl élesebb

i ——
12n+6 =~ 12n

valtozata segitségével. A 9.13 pontban bebizonyitott tétel a
MorvRE—LAPLACE-tételt specidlis esetként tartalmazza.

nl~n"e="Y 2nnet;



292 A KOZPONTI HATARELOSZLASTETEL

Ami a normdilis eloszlishoz valé konvergencia sebességét illeti, meg-

emlitjiik a kivetkezdket. Tetszdleges a =156 ¢setén
T
n—1 O
P{{I‘Eﬂ —p:_-‘.b =— I e “dv+
npq Va=m ;

31
2

g—p
6 ¥ 2nnpq
ahol a és § az ng—afnpg, np + bYnpg szdmok tort részei és

0,2 - lp-gl =TV
= ] l'ﬂ..ljﬂ ql+£ 2 l' P4

Rpg

.
¥

I.(I —fe “=fl= a*}eT] +R,

|R|
feliéve, hogy mpg = 25,

Az 54, abran a p=0,3; n=35, az 55, dbrin pedig a p=0,3;
n=730 paraméteri binomialis eloszlas eloszlasfliggvényét lat-

hatjuk az N{np, Vnp(l —p)) eloszlasfiiggvényekkel,

______________

Mn
-
v skalg ---—-———J}———r———.——--.-__._-_,._-.-
f fy
v 2 7 4 5
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331-
4
v shaly p—-—|-—n-1--p—r—|-=|—.—|—jl|t?—|-|—|—|—;F—-l—|—l—l*-éE
"I-'-.'E.I ] et e bl B
Yaog -3 -2 -1 ¢ 2
P4
55. fabra

9.13. A karakterisztikus fiiggvény alkalmazdsa

Tétel. Ha &,, &5, ... azonos eloszldsi, fiiggetlen és véges szo-
vdsi valdsziniiségi vdltozdk, ME)=m, DE)=0, k=1,2, ...,
akkor )

e
; §y+&+... +5,—nm _u) = | & T 31
hmP( Tn Prl—'rr-T

Bizonyitds. Jeldlje p(t) a & —m valészinliségi valtozé karak-

terisztikus fiiggvényét. Ekkor E;;Emkamktnﬁszﬁkus fliggvénye

()
o atn)’

G+l t. thm _Gi—m fom oM g 59

a¥'n ~ ofn oln a¥'n
dsszeg karakterisztikus fiiggvénye pedig ennek n-edik hatva-

b
= L]

a zardjelen belill allé
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nya. Rogzitett ¢ esetén a 8. fejezet 11. szakaszanak 2. tételét
alkalmazva az adédik, hogy

! i 12 = I
—_— — ] —_—— —_— = —— —
()= 1= 5 volar) = 1-7+(3)
ahonnan a (9.13.2) dsszeg karakterisztikus figgvényére ¢
klasszikus analizis tétel alapjidn azt kapjuk, hngg}rgv S

E[:p(a—"ﬁ)]": Etni[l —§+u(%)]#=£_;_.. (9.13.3)

Ez pedig a B. fejezet 11. szakaszdnak 3. tétele szerint ekviva-
lens a (9.13.1) relicidval, tekintve hogy az N(0, 1) eloszlis
i

karakterisztikus fiiggvénye e

Egy, az eldbbinél részben ltalinosabb tétel, melyben nem
tételezziik fel, hogy &,, &,,... azonos eloszlasuak, a kdvetkezd,

Laplace—Ljapunov-tétel. Ha &, &,, ... fiiggetlen valdszintiségi
MHI:';:;E n;j;l_;rjknek harmadik (kivetkezésképpen minden ala-
csonyabbre momentumai léteznek, M(L,) = =
e ezne (£)=0, k=1,2,...,

2 By
k=1

Iim —— =10
LT 5-1 *

" 12
Sp = (t “5) y0 = DAE) B = ML, k=12, ..,
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9.14. A Lindeberg— Feller-tétel. A centralis hai&rt!uszlisté[el
egy érdekes feltételen alapuld valtozatit LINDEBERG l:[uun:,ritntta
he. Késtbb FELL=R kimutatta, hogy véges szorasu fliggetlen
valdsziniiségi valtozok esetén e feltétel nemcsak elegendd, de
sziikséges feltétele is a centrilis hatéreloszlastétel teljesiilésének.
A tételt az alibbiakban bizonyitas nélkil kozoljik.

Ha £, &, ... figgetlen, véges szdrdst valdszinfiségi vdltozok,
M(E)=0; D(E)=0f, k=12, ... 52 =12I a2, akkor ahhoz,
hogy teljesiilion a

&
e
R )=¢j-f¢m
E‘E"’( s, AT

reldcié, sziikséges és elegendd, hogy teljesiiljon az aldbbi, tn.
Lindeberg-féle feltétel:

1
lim I'::I.&RFE M (ER[|E] =eS) P(1&: =e5,) = 0. (9.14.1)
Ntos KFEA k
Folytonos eloszlasi valésziniiségi valtozok esetén a LINDE-
perG-feltétel a kivetkezd alakba irhato:

lim ma:r.—!i J x4 (x)dx =0, (9.14.2)
S t|.'1r|=_-:.|:'i'..

ahol fi(x) a £, valosziniiségi valtozé siiriségfiiggvenye.

Erdemes megemliteni, hogy ha a LINDEBERG-feltétel teljesil,
akkor sziikségképpen S, — . Ezt folytonos eloszlisi £~k ese-
tén konnyen belithatjuk. S ui. egy nem-negativ szdmokbdl
alkotott sor részletdsszege; ha ennek a sornak az Osszege v-:':gas
volna, mondjuk S2%, akkor &t megvilaszthatnink olyan kicsiny-
nek, hogy

x’_ﬁ[x]it:--ﬂ:—?.
|x] mes
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Mivel §, =S5, kivetkezik, hogy

| f@de= | 2f(0dx
|xl=meSs FTET
és igy (9.14.2) nem teljesiilhet.
Ha viszont S,—+==, ha n—= és a &, &,, ... valdszinliségi
valtozdk egyenletesen korlatosak, tehat van olyan K, hogy

|'EJ:|"""“H:- k-‘—];?, weng

akkor a LinDEBerRG-feltétel teljesiil, mert
Sfilx)=0, ha |x|=K, k=1,2, ...

és akdrmilyen kis rogzitett e=0 esetén egy bizonyos n-tdl
kezdve &5, = K. Kbvetkezésképpen erre a £,, &, ... valdszinii-
ségi valtozd-sorozatra teljesiil a kozponti hatireloszlastétel.

9.15. A kizponti hatireloszlistétel alkalmazdsa. Ami a koz-
ponti hatdreloszldstétel kiilonféle valtozatainak gyakorlati jelen-
tdségét illeti, a kivetkezGket mondhatjuk. Egyes esetekben
konkrét, ismert tulajdonsdgl valosziniiségi valtozok Osszegével
van dolgunk. Amennyiben ekkor a kdzponti hatireloszlastétel
valamelyik véltozatanak feltételei teljesiilnek, a tétel alapjén
jogosan kivetkeztetiink arra, hogy az Osszeg kozelitéleg nor-
maélis eloszlasi, hacsak az Gsszeadanddk szdma elég nagy. Més
esetekben viszont olyan valdsziniiségi valtozoval allunk szem-
ben, melyrdl feltételezzitk, hogy sok kis, véletlen hatds Sssze-
gezddése kovetkeztében jott létre és ennek alapjin kovetkez-
tetiink arra, hogy valdszin{isépi viltozénk normdlis eloszldsi.
Ez az eset fordul eld pl. méréseknél, ahol a mérési hiba sok
kis véletlen hatis Ssszegének tekinthet&. Ha azonban a sok kis
véletlen hatis szorzddik, mint pl. a tdrési és osztédési folya-
matoknal, akkor az eredmény logaritmusa lesz sok kis véletlen
hatas Osszege, tehdt valdsziniliségi viltozdnk kézelitGen loga-
ritmikus normalast kivet.

Eldirt pontossdgi kdzelitéshez sziikséges kisérletszdm megha-
tdrozdsa. Legyen 5, &,, ... azonos eloszlash, véges szorasu és
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valészintiségi valtozékbél alkotott sorozat. Jeldlje m
ﬁesﬁeggl;ﬁa véirhato Eélrtékét. A 9.10 szakaszban meghatiroz-
tuk, milyen nagynak kell n-nek lennie ahhoz, hogy &, By vz B
szAmtani 4tlaga el§irt pontossigl kozelitése legyen az m var-
haté értéknek., Most ugyanezzel a kérdéssel foglalkozunk, a
Csesisev-egyenldtlenség helyett a mutrilis_hatirelnsz.l&stételr:
tAmaszkodva. A (9.13) szakasz tétele szerint

} w
p( Sitfat .. +ia—nm {;.L)_.L IE'Tgx = 20() -1,

al'n V2n L

tehit elég nagy n esetén
P( §i+8:+.. +E—nm

aVn
Egyszerii trendezéssel az adddik, hogy
P(‘ fitEto ¥l {Ai) ~ 20(1) —1. (9.15.1)

P ) ~ 20(3) — 1.

m

n l'f;

Ha tehit elirt p, esetén A-t meghatirozzuk oly médon, hogy
1 —po=2®(4)— 1, majd elfirt e-hoz n értékét oly nagyra vé-

lasztjuk, hogy AF% =g, akkor azt kapjuk, hogy

—m

P(' E &+ +&,

]

":-E)E]._Fu.- {gq-iﬁtz]

Ehhez tehit n-nek ki kell elégitenie az alabbi feltételt:
n:,l=%+ (9.15.3)

Fel kell hivounk a figyelmet azonban arra, hogy n-re volt egy
koribbi feltételiink, nevezetesen az, hogy a (9.15.1) kériilbe-
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lili egyenlGség teljesiiljon. Ez azonban arinylag kis n esetén
mér fennéll. Mostani eljardsunk a 9.10 szakaszban ismertetett
eljardssal szemben nem mentes egy clhanyagolastol. Masrészt
azonban a (9.15.3) egvenlGtlenség jobb oldalan allo korlat lénye-
gesen kisebb, mint a (9.10) szakaszban n-re kapott megfelels alsé
korlat.

Ha azt kivanjuk, hogy a szdmtani atlag relativ eltérése m-16l
legalabb | — p, valdsziniiséggel kisebb legyen mint g, akkor az
n-re vonatkozd feltétel annyiban modosul, hogy (9.15.3) jobb-
oldalidn ¢ helyett o?/m?-et kell irnunk (természetesen fel kell
tenniink, hogy m=0).

Példa. Pragaban 1754 és 1386 kozdtt ugyanolyan rendszeril lottd mid-
kodott, mint a mostani magyar lottd, 90 szdm kozil kellett 5-o1 vdlasz-
tani {l. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. kiadds 1908, 1. kotet).
132 év alatt osszesen 2854 huzdsra keriilt sor. Tekintsiik vizsgalando
valosziniiségi viltozdként az cgy alkalommal kihdzott 5 szdm szdmtani
atlagit. Ennek vdrhatd ériéke 45,5, szordsnégyzele pedig (10.27.6) szerint

Ez(ﬂiﬂi‘?? i'f_-_t*:_*) = ='_’_[1 _4 ] =l
5 29 qo

5
ahol %, B, s, Na, §s Az egymdis utdn kihdzoll szamok szimjegyveit je-
lentik, a hizis sorrendjében és

=l B ol B8 %
lu g =g-1—}EJL' — Ek';::k _—"6‘1"1.9|7-

(9.15.4)

L]

A (9.15.4) szordsnégyzet numerikus értéke tehat 128,917.

Ar e=1 &5 pe =005 esetben a (9.10.5) formuldban szerepld alsd hatar
2579, tehat chhez a kbzelitéshez a 2854 kisérlet clegenddnek bizonyul.
Még kevesebbre van szilkség, ha a (9.15.3) alsd hatdrral dolgozunk
ugyancsak az £=1 és 2P(1) — | = 0.9 esetben. Ekkor ugyanis 4=1,96
es igy (9.15.3) korlatja 496. A mondotiakat a pragai lotd konkrél adatai
igazoljik. A 2B54 szamtani Atlagira wgyanis 45,534 adodott, ami igen
kizel 4ll a 45,5 elméleti értékhez.

A magyar lottdndl a kozelités még nem ilyen jé. A (10.21) szakasz
példdjdnak tdblija alapjdn 225 hizds eredményeként a 45,5 varhatd
érték kizelitésére 43,785 adddik.

MARKOV-LANCOK

: ov-linc definiciéja. Tegyiik fel, hogy egy fizikai
tﬁﬁrrﬂﬁmk szemben, ﬁtlynek lehetséges dllapotal egy
diszkrét halmazt alkotnak. Jeldljiik ezeket az allapotokat az
1,2, ... szAmokkal. A rendszer az idGben ?élat;cnszerﬂ alla-
potviltozdsokat végez, allapotait a r=0, 1, 2, ... id6pontokban
megfigyeljiik. Definidljuk a &5, &y, &2, - valdsziniiségi valto-
zékat a kiivetkezd médon: £, =1, ha a rendszer a t=n idépont-
ban az i dllapotban van. A rendszer allapotvaltozasait tehat a
Eo, £y, Eg, ... valbszinfiségi viltozék egyértelmiien leirjdk. £, a
kiindulé &llapotot jelzi, amely specidlis esetben lehet nem-
véletlenszer(i is.

A rendszer dllapotvdliozdsainak sorozatdt, vagy ami ugyanaz,
a Eqg, &1, Ea, .. valdsziniségi vdltozdk sorozatdt Markov-ldnc-

nak nevezziik, ha bdrmilyen egész értékli t=1;=...<Ily4y idd-
pontok &5 ky, Ky, ... knsy dllapotok esetén

'F['Elnn, = krl-;liE:i = kln sy Eh = k-} =
= P{Ehtl = H-+1|'El,. = '::_"]+

Ez a feltétel mas szdval annyit jelent, hogy a rendszer 4,
idGpont utini toriénetének valdszinfiségeit egyértelmiien meg-
hatirozza az az informécid, hogy milyen éllapotban van a 1,
idpontban és ehhez semmilyen, a rendszer korébbi térténeté-
r&l szl informdcié nem sziikséges.

(9.16.1)

1. példa. Fiiggetlen valdsziniségi vdltozok r!:ﬂalmuiﬂref. Ha egy pont
a szimegyenes 0 pontjdbél kiindulva mindig '3 valbsziniiséggel

szomszédos, egész-értékil pontokba, fuggetleniil attoh, hogy milyen
E?:Ejttmt oda, ahonnan most tovabbmegy, &5 £, a pont helyzetét l;:lm
az n-edik lépés utdn, akkor O0=PFas Evs €2y one Marxov-lincot a ali.
Ha 5y, fa, ... figgetlen valoszinfiség valtozdk, melyek csak a —1, +

értékeket veszik t‘nl.lz. % valészinfiségekkel, akkor €. eldallithatd a

kivetkezd mddon:
Erl.=nl "l-ﬂ.:-l_ ias +HJ||- "E ll
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Alaliban fuggetlen valdsziniiségi viltozék részletbsszegeinek a soro-
zata mindig Margov-lanc. Ugyanis

H*Er.ﬂ = k.-nlEl. — l’il--uEr.. = ku-} =

=P+ .. ., = K+ o=k oot = k) =
= Pl sa+ ...+, ., =.i:_¢,mk_|q,+.--+m,‘=k1,
nl'-"---""?fq- n.:.-

= Pl +14 ...+, = &, 1~ k,) =
= Ply+ .o =k lm + co Ty = K )= Pl =k aldn, = k).

2. példa. Bolvongds visszaverd falok kdzder. Ha az elfzb példiban a
bolyongd pont elé a — K és K pontokba visszaverd falakat 4llitunk,
ahonnan a pont 1 valiszindiségge] visszafelé halad, akkor szintén Markov-
lincot kapunk.

3. példa. Legyenek #o,%1,%2,... figgetlen valbszinliségi vdltozdk,
melvek a 0, 1, 2,...,N—1 értékeket veszik fel, ahol N rigzitett szam.
Definidljuk a £, valdszinGségi viltozdkat rekurzive a kévetkezd mbdon:

E:I:'T_Tn-
L ny h n _.,_-“H;
E_.Iz{-‘.’i—u a futn

9,16.2
fatnm—N, ha E =N ( )

Ez az eljirds nem egyéb, mint dllandé kerekités; ha az Osszeg

legalibb N nagysagl, N-et régtdn levonunk, Belathatd, hogy
a &,, £, &5, ... sorozat MArRKOv-lancot alkot.
Ugyancsak MArkov-lancot alkot a koévetkezd sorozat is

{o="o,
,{ £y ha §<N;
E..ii_ Enﬂn -Ni ha 'Enﬂnéﬁ'

9.17. Atmenet-valészinfiségek. Egy Markov-ldnccal kapcsolathan

az alabbi valészinfiségeket r-lépéses dimenetvaldszinliségeknek
nevezziik

(9.16.3)

nPi = P(Ensr=k|Ea=1). (9.17.1)
Ha P fiiggetlen n-t6l, a Markov-ldncot homogénnek nevezziik.

ATMENET-VALOSZINGSEGEK o

:ldaban a &, sorozat homogén MARKOV-linc abban
a,zhess{hgﬁd,dﬂa Na. My, N2, ... AZONOS eloszlasiak, e.g:;ébként .Ei,
inhomogén. A (9.17.1) valészinfiségeket egy matrixba foglal-
hatjuk dssze, amelyet ,II-rel jeléliink és az demenetvaldszini-
ségek mdtrixdnak neveziink:

Jpi GEEY .. _
(9.17.2)

,n,={nP‘¢;’}=(,p§'f P .

i then
Homogén Margov-lanc esetén az n index fglesIgF%, 8z ese
az dtmenetvaldszinliségek métrixat IT, -rel jeldljiik:

7 PIT ...
nr = Pg-i] EFL;I o {917.3]

R E EEE nEaE

‘ ' i -negativ szé-
A (9.17.2) métrix elemei valésziniiségek, tehdt nem-nega
mci:l-:, azui'\kiviil minden sor elemeinek az tsszege 1-gyel egyenld,

mert _
3P0 = 3P =klb=0=1 (174
k=1 k=1

3 3 i jx elemei
négyzetes (véges vagy végrelen rendii) rumimx e
nefx-!:::f:iﬁ: sij:imak, és minden sorban az elemek dsszege 1-gyel
egyenld, akkor azt sztochasztikus mdtrixnak neaezzuk.“ Ha még
az is teljesiil, hogy az egyes oszlopokban dllé elemek Osszege 1S
1-gyel egyenld, akkor a mdirixot kétszeresen sztochasztikusnak
nevezziik. i )
Az Olvasd kénnyen ellendrizheti, hogy sztochaszukus mat-
rixok szorzata is sztochasztikus es kétslzcresen sztu-chasztlk;s
métrixok szorzata kétszeresen sztpchaﬁzukus. Az =g:.rléﬁ5e:s : ;-
menetvalészinfiségeknél az r=1 indexet elhagyjuk, tehat jelo-
Iéseink a kovetkezdk:

uPEE-llzlPl’-Es J'Fn|-="n
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¢s a homogén esetben
P =Py, M =1I.
Bebizonyitjuk a kvetkezd alapvet§ tételt,
Tétel. Ha az egylépéses dtmenetvaldszintiségek n-t8l fiiggetle-

nek, akkor minden r esetén ugyanez telfesiil
valészinfiségekre is és ugyanez teljesiil az r-lépéses dtmenet-

0, =TT, (9.17.5)

vagyis az r-lépéses dimenetvaldsziniiségek mdtrixa lo
egylépéses dimenetvaldszinfiségek mdtrixdnak r-edik ﬁﬁlﬁ:}m‘:j‘:

Bizonyitds. Ha B, , B,, ... egy teljes esemén A

R (g yrendszer, tovibbi
A és C tetszBleges események (P{EJC}:G, j=1, 2, ...],ﬂ ;?ﬂ:ar

P(AC) = JE: P(ACB)) = ;Z'; P(A|B,C)P(B,C).
Mindkét oldalon P(C)-vel osztva, kévetkezik, hogy
P(A|C) = 3 P(A|B,
(A|C) f_Zl (A41B8,C)P(B)|C).
Végezziik el a kivetkezd helyettesitéseket
A Lyer=k;

"Ej:'En+r—] =.|'.i

iy ZEH =1,
Figyelembe véve, hogy £, Markov-14 i
el ov-lanc, az aliabbi egyenl§-

Ml
P = Y ner-iyPr Py~ = E B & e R

=l J=1
Ez ekvivalens a kovetkez8 mitrix-egyenl&séggel:

lnr = HH{,-_]]H

ERGODICITAS. MARKOV TETELE 103

Mivel ,JT=TI, az r=2 esetben azl kapjuk, hogy minden n-re

nn1 = nzs
amely n-t8l figgetlen. Az r=3 esetben ennek felhasznélasa-
val a
HHE = nnin = JI?

egyenldséget kapjuk. fgy tovibbhaladva, megkapjuk a tétel alli-

tasat.
Bar a I1,=TII" formulabdl nyilvanvaléan kivetkezik, mégis

megemlitjiikk, hogy a
n’ = n"n”, F= ri +r1

egyenldséget részletesen kiirva, a kijvetkezSkre jutunk:

P = 3 PYPRY. (9.17.6)
j=1

Ezt az egyenldséget Markov-féle egvenliségnek nevezzik.

Az atmenetvalosziniiségek feltételes valdsziniliségek. Minde-
gyik £, valoszinliségi valtozénak van azonban egy abszolit,
feltétel nélkiili eloszldsa. Ezeket a

Pm=P(E,=k), k=1,2,...; n=0,1,2, ... (9.17.7)
valdsziniiségeket abszolit valdszintiségeknek nevezzilk.

9.18. Ergodicitias. Markov tétele. Egy Markov-ldncot ergodikus-
nak neveziink, ha léteznek a

lim P = Ps (9.18.1)

LT

hatdrériékek, i-1él fiiggetlenek és

S5 P=1. (9.18.2)

k=1

Véges sok dllapot esetén az ut6bbi feltétel (9.18.1)-bdl mar
kidvetkezik, végtelen sok dllapot esetén azonban kiilén ki kell
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kétniink, mivel végtelen sok sorozat hatérértékének az tsszege
altalaban nem egyenld dsszegiik hatirértékével. Az alabbi ergo-
dicitdsi tételnek alapvetd szerepe van a MARrkov-lincok elmé-
letében.

Markov tétele. Egy véges sok dllapoti homogén Markov-ldne
akkor és csak akkor ergodikus, ha az dtmenetvalésziniiségek

Pl.l. Pll---PiH
m=| 721 32 Pa 9.18.3)

PHI "FHI +'rPh'.|'l'
mdtrixdnak van olyan IT" hatvdnya, amelynek legaldbb egy osz-

lopdban minden elem pozitiv. A P, hatdrériékhez vald konver-
gencia sebessége exponencidlis, pontosabban

|PS —Pi=s(1-N8) (9.18.4)

ahol Ny a II* midtrix pozitiv elemeket tartalmazé oszlopainak
szdma; & pedig az ezekben az oszlopokban dlld elemek leg-
kisebbike. (Nyilvdnvald, hogy 0<=N,6=1.)

Bizonyitds. Ha a Marxov-lanc ergodikus, akkor

Py i P
H,—i‘- .Fj, .-FI amm .FH
P, By .. P,

ahol az egy sorban &ll6 clemek osszege 1. Kivetkezésképpen legalibb
egy Pu.=0. Ekkor azonban elegendd nagy n esetén IT* k-adik oszlopd-
ban minden elemnek hatdrozottan pozitivnak kell lennie.

Kevésbé egyszeril a forditott 4llitds bizonyitdsa. Jeldlje MJ™, ill
mi™ a TI* mitrix j-edik oszlopiban Allé6 elemek maximumdt, ill. mini-
mumdt:

M{" = max P[;
1=isN

mi? = min P,
isimy Y
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A Marrov-féle egyenliség alapjdn
N

N

- )

" ] Ll — max Pkf"r:é max EP!&M} ]_M}!"
M‘:H:_.lrgxa:rrﬂ’ 1;15:-‘!:;1 B T T =y
3 >

— min Pirtil= mi P, Pini= min Pum{? =mi",
ml:tl:l_il-:ﬂ”rh# I;ﬂ::ﬁﬁ% ik lEe.l 1 EimN Eel

tehat
mi = m§? = .. = MY = MJY (9.18.5)

M = =MD —miP =
Vizsgaljuk a IT"-métrix a-adik és b-edik sonait, &s jeldlje ;‘ i, Z
azokra a k indexekre vonatkozo Beszegezést, amelyekre teljesill a
Pl = P,

ill. a

¥ L
-Fnl: = Pit

egyenldtlenség. Mivel IT¥ minden sordnak elemei 1 Gsszeget adnak, kd-
vetkezik, hogy

N N
2w —PR) + g (PR — PR = 2 Pp— 2 PR =1—-1=0,

ehd "
== 3w PRy = — T (20— PO

jeldl) i lyek
Riwzitett a és b esetén jeldlje s azoknak a k indexeknek a szamdt, amelyel
:méﬂ;zt a JT* mitrix pozitiv elemeket tartalmazo oszlopainak indexel,
masrészt pedig a Z'" dsszegezésben eléfordulnak. Ekkor
2 PR=as,
tovibba
1= 2" PR =W =93,

20 Prkkopi: Valdazrindskgelmélel...
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E két egyenldtlenséghdl kivetkezik, hogy
Z‘{H,:’ PSS =N =8 —s8=1—-N.6

Ennek alapjin
N

Miirt-l]uh_m-l;{-l.q}u:: max Z_F!:’_P};?']_..
lmasN k=1

i)

N
— min 2 PP =max (PR — PLY P =
I=bsNkai a b k=1

= r:ab; {;‘ . (P3P — PEEVPLT + ‘%_" T(Pip — PI-:]}F;.[-T:} =

= max {E (PR — PRYMI™ 4 X (PR~ P{:’]miﬂl} -

=max 2 (PR = PEN(MY™ — mir) = (1 — Nad) (M — mi™).
Ezt tovabb folytatva, azt kapjuk, hogy
M+ 0% — e+ M 5 (L = N (MJ” —mi™).  (9.18.6)
Mivel 1 — N, 8 =1, ebbd] mdr (9.18.5) alapjén kévetkezik, hogy létezik a
- Eﬂ’w”j= lim M = lim m{™ = P,

hathrérték. G o

Be kell még bizonyitanunk a (9.18.4) formuldt. Ehhez eléibb megje=
gyezzilk, hogy minden a és b esetén

Pip — P = 5 (P — PAR),
tehAt

M5 ~ m” = max(Py — Pip) 2 max Z (PR — PIR)Y=1-Nid.
a, a, k
Ext é:_':?.lﬂ,ﬁ}-m'l kombindlva art kapjuk, hogy minden pozitiv epész r*
L=
M — mirr = (1 - N8 (9.18.7)
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Legyen mérmost n tetszdleges egész szam. Ekkor van olyan r, hogy
rr=np=(r+1)»
A (9.18.5xb6l és (9.18.7)-bBl az adbdik, hogy

MI™ — mi = MG —my S — N8y SU—Nidy ™. (018.8)
Mivel pedig
mim = PPt =M™,

mi™ = Py = M{™;
fenndll a
|PEY — Pyl MP™ — mi™ (9.18.9)

16tlenség is. (9.18.8) és (9.18.9) egylitl megadja a (9.18.4) egyen-
fﬁ-%.:nménet. lé‘uel a tételt teljesen bebizonyitottuk.

9.19. Megjegyzések Markov tételehez.

1. megjegyzés. Az ergodicitis feltétele szemléletesen azt je-
lenti, hcﬁ;frgvan olyan v lépésszam és legalabb &g}r_ﬂlyan alla-
pot, melybe v 1épéssel minden més éllapotbdl pozitiv va]ﬁ;.u]-
niiséggel eljuthatunk. Természetesen olyan eset is eléfordul,
amikor van olyan v, hogy P}’ =0 minden i és k esetén. MARKOV
eredetileg csak azt bizonyitotta be, hogy az ergodicitds fennall,
ha ez a feltétel teljesiil. Ezt az 1906-bdl szArmazd tételt késdbb
masok élesitették, a most bebizonyitott tételt azonban tovabbra
is MarkoV tételének nevezziik.

2 megieeyzds. Az ergodicitds azt jelenti, hogy akérmilyen i
&ilapnth%f?gdu]unk is ki, nagyszami lépés esetén i-tGl i"ug;g:’r;;
len P, valésziniiséggel lesz a rendszer a k 4llapotban. *u’ﬁrhall]
tehat, hogy a Py(n) abszolit valdsziniliség is Py-hoz tart, ha
n--os, Ez igy is van, ui. a teljes valészinfiség tétele alapjan

PR{”} == I_-El P;[G}P::} [9.]9.1'.'!
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és ha n--oo, akkor
i
Pyin) - ig{' P(0)P, = P,.

3. megjegyzés. A MARrKov-féle egyenlfség szerint
1 N
PE*Y = ¥ PP
=1
Ha n—<=, akkor tehit azt kapjuk, hogy
N
P, = P,P,. 9.19.2
k J;: J* Jk ( ]

Ez a P,,P,..., Py valoszinfiségekre egy egyenletrendszert

szolgaltat. Bebizonyitjuk, hogy cnnek az egyenletrendszernek
csak egy olyan N szimbél 4116 megoldasrendszere van, melynek

Osszege 1, pontosabban ha @,. Q.. ..., Oy N olyan valds
szam, hogy teljesiilnek a

N
O = f=z; Q}th k=12 ..N, {9193_}

i 0;,=1 (9.19.4)

T

feltételek, akkor Qy=PF,, k=1,2, ..., N.

Szorozzuk meg (9.19.3) mindkét oldalat P,,-mel, és dssze-
gezziink k-ra. Ekkor azt kapjuk, hogy

N M N
Qu= 2 QPin= 2 .E EJlePkmz
k=1 km] je=1l

5 S P, P > 0, P
_J‘::E"tgi Ik h-—j,_z;ﬂj Jk .

EGY VIZFTAROLOKKAL KAPCSOLATOS PROBLEMA 09

Ezt az eljarast tovabb folytatva, minden n pozitiv egész szam
esetén fennall a

N
Ox= 3 QP, k=12 ..,N
Jm k

egyenldség. Elvégezve az n—e= hatiritmenetet, ¢s figyelembe
véve (9.19.4)-et, végiil azt kapjuk, hogy

N N
0. =1lim 3 0,Pf’= 3 Oh =P, k=12..N
J':

n—q-llll-_f;ll.

amivel az Allitast bebizonyitottuk. A (9-[9:2} -:qunletr:ndszer
megoldasa altaliban egyszeriisiti a Py valészinliségek megha-
tarozasat.

4. megjegyzés. Ha az egylépéses atmenetvalosziniiségek mat-
rixa kétszeresen sztohasztikus, és a Markov-lanc ergodikus,
akkor a I1", ennélfogva a

lim I1"
matrix is kétszeresen sztochasztikus. Igy a métrix minden osz-
lopa elemeinek az dsszege 1, mivel pedig a k-adik oszlop min-
den eleme P, tehat

1

= = . 8
N k l,!,

Fy

Mis széval: a hatareloszlas egyenletes az 1, 2, ..., NV szamokon,

9,20. Egy viztdrolokkal kapcsolatos probléma. Egyes ipari léte-
sitmények (pl. hferémiivek) vizellitisanak biztositasara viz-
tirolékat hasznilnak. A taroldt egy folyé vizével taplaljak,
mely tdlfolyik, ha.a tirolé megtelt. Id&nként a taroldbol bizo-
nyos mennyiségli-vizet elhaszndlnak, mikdzben eléfordulhat az
is, hogy a tarol6 kiiirill, vagy kevesebb viz van, mint kel-
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lene. Ezért a tarolok viztartalma wvaldsziniiségeloszlasinak
és ezen keresztill a valamilyen értelemben vett optimalis méret
meghatirozisa igen fontos feladat. Nem célunk, hogy ebbe az
irodalomban elég sokoldaltan tirgyalt kérdéskdrbe részletesen
belemenjiink, ezért csupan a legegyszeriibb modell targyalisa-
val foglalkozunk, mely bizonyos esetekben elég j61 meghkozeliti
a valdsagot és alkalmas a Markov-lancok elmélete gvakorlati
alkalmazasanak illusztralasara.

Jeldlje K a tdrolé kébtartalmat. Az egész folyamatot éves
periodusokra bontjuk és feltessziik, hogy minden évben azonos
M(M = K) mennyiségli vizet vesziink ki a tarolobol. Feltesz-
szilk tovabba, hogy a folyd minden évben bizonyos véletlen
mennyiségl vizet hoz, a r-edik évben £,-t és ez az M mennyi-
ségli viz kivételének kezdete eldtt teljesen (ill. gyakorlati szem-
pontbdl lényegében teljesen) befejezddik. A £, &,, ... valdszi-
niiségi valtozokrdl feltessziik, hogy fiiggetlenek, diszkrét és

azonos eloszlasuak, lehetséges értékeik a 0, 1, 2, ... egész sza-
mok, melyeket a

PI=P{'E:='!_}| ;':I,:".., s

valdsziniiségekkel veszi fel. M és K legyenek szintén egész
szamok, a £,-kel egyiitt egy és ugyanazon egység tobbszdrosei.
Jelslje {, a tdroléban a r-edik év végén levd viz mennyiségét.
£g. az indulé vizmennyiség lehet dllandd, vagy egy tetszdleges
eloszlash valdsziniliségi valtozd. [,., a kivetkezd mddon fe-
jezhets ki:

(e q =max {min({,+ {1, K)—M,0}. (9.20.1)

A Ly, 0y. L5, ... valGszinliségi valtozék homogén Markov-
lancot alkotnak, rbgzitett {, esetén ugyanis a folyamat jovdje
fiiggetlen a maltjatol, masrészt a homogenitast biztositja az,
hogy a &,-k figgetlenek és azonos eloszlastak. (, lehet-

séges értékei a 0,1, ..., K— M szimok. Igen egyszerli meg-
gondoldssal a

F[J=P{':lr+[=j|;r=i]

EGY VIZTAROLOKKAL KAPCSOLATOS PROBLEMA i1

stmenetvalésziniiségekre a kovetkezd kifejezések adédnak:

'Pg_'.lg = pPot o TPMs \
Pﬂ.l = Par+i

Po.k-m=-1 = Pr-1
Po.x-u = PxtPr+1t -
Pio=Pot . +Pu-1
Pi1= Pu»

Py g-p-1 = Px-2»
Py g-m = Pr=1FPxt -

Py.0 = Po-
Py = Pi»
il L (9.20.2)
Py x-m-1 = Pr-M-1»

Pug. x-m = Py TPE-M+1T s
PMH.I.‘!:D-

Py+1.1 = Po

Puysi k=-mM-1 = PE-M-2+
Puyii g-u = Pr-u-1+Pr-mt -

Pﬂ—”lﬂ L ﬁ!
-'::ff'j;—u.l =0,

Pl:-.H'.R-H'—l = Pyp=1»
Py—p.x-m=PutPu+rt -

feltéve, hogy M <K — M. (Az M = K — M esctben az dtmenet-
valdsziniiségek kissé médosulnak.)
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Ha a py, Prsy, - valGsziniliségek koziil legalibb az egyik
pozitiv, mésszdval, ha P(§,=M)=0, akkor a I1=(P,,) méat-
rixnak mar az elsd hatvinyaban is taldlunk csak pozitiv elemet
tartalmazé oszlopot; ilyen tulajdonsigl ugyanis az utolsd,
K—M-edik oszlop. Eszerint a Markov-ldnc ergodikus. A
Py, Py, ..., Pg_, hatireloszlist a

K=M
;'z-; 'PI:PL_.F=P_[* j=ﬂ, 1,. ..-,K"M,

K—M

P=1 (9.20.3)

egyenletekbé] egyértelmiien meghatdrozhatjuk. Erdemes meg-
jegyezni, hogy a P; valészinliségek nem fiiggnek kiilsn-kiilén
& PR Prsts e va]gsz[nﬁség:ktﬁ], hanem csak ezek Osszegétdl,
minthogy az dtmenetvalészinfiségek métrixdban is csak az Ssz-
szegilk szerepel.

Konkrét probléma esetén a (9.20.3) egyenletek megoldésa
elektronikus szdmitdgéppel térténhet, A szimitis csikkentése
érdekében célszerli 1 m? helyett alkalmas nagy egységet vilasz-
tani, hogy K— M ne legyen til nagy. Az egység nagyon nagy-
pak azonban hem valaszthatd, mert £, érickeit is eszerint va-
lasztjuk és a modell pontatlannd vilik. A P; valbsziniliségek
kizelitésére a IT mAtrix hatvAnyai is alkalmasak és hogy a hat-
vanyozésban meddig kell elmenniink, arra a (9.18.4) egyenléit-
lenség ad felvilagositést,

9.21. Feladatok. 1. Jelolje §. a 9.16. szakasz 2. példdjiban a bolyongd
pont helyzetét az n-edik lépés utdn. Legyen K pératlan és definidljuk

az 7. Gjabb Marxov-lincot a kbvetkezd mddon: 1;..=E—;-". frjuk fel

7 Gtmenetvaldszinliség-mdtrixdt. Ha K=2R4 1, akkor célszerfi az dlla-
potokat most a szokdsostdl eltérden a — R, ..., B szdamokkal jeltini.

ﬁ;ﬁmﬂsuk be, hogy a Markov-linc ergodikus és a hatdreloszlds egyen-

2. Irjuk fel a 9.16. szakasz 4. példéjdban szerepld £. MARKOV-linc

dtmenetvaldszinfliség-mdtrixdt, mondjok a Plpgn=D=p, i=0,1,...N—1 -

jeldlések felhaszndlisdval,
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kevés feltétel is elegendd mér ahhoz, hogy a hh?.:;nv-lﬁnc &r-
gn-flqm:mtn. Elegendd pl., ha p,=0, I=ﬂ....,H—l.|Bz:¢n:-,'Itm;lk$.
hogy ebben az esetben a Marxov-linc valbban ergodikus &5 a hatdr-
eloszlis egyenletes a 0,1, ..., N —1 sﬂrﬂﬂnkanm " T

3. Legyen o, £1,... ey kétdllapotd homo ARKOV- . €1
O-val, w.rﬁ:,r 1-gvel lehet egyenld (ilyen pl. egy véletlenszerfien mﬁkﬁﬂmﬁ
gép mikodésének és Alldsinak a folyamata; l-et irunk, ha mikddik,
0-t, ha 4ll). Az &tmenetvalészinlségek métrixa legyen a kovetkezd

[Pﬂn Pd-i]_.(l—ui .I. )
I ST Pii e g l—p
ahol 0<A=1, O0=pg-=1. Ebbdl rogton kivetkezik, hogy a Markov-

linc ergodikus. Hatdrozzuk meg a Po, P: hatdreloszlast.
4. Az eldzb feladathoz csatlakozva bizonyitsuk be, hogy

A i ]
i ] 1 2
F'{E}_-i_l 4 {1l — A4 — p) (P iﬂ)—i——

e . — 2 — vl Pot) — —— )
FnIIH}—A+#+I:l A P‘.r"[ {0} o

e (Samkoiivs Liscanieak b 1ok
B, LB+ .. +E, a
— = = -—-.u-i n ,u.'
6. Valasszunk egy szdmot a (0, 1) intervallumbél egyenletes eloszlis

szerint. Az n-edik ricidban 4lld szdmjegyet fn(x)-szel j-:li.'tlj.re. a 3.20
szakasz ll.nftladatgnmﬁnt az fi(x), fa(x), ... valdsziniiségi viltozdk

fliggetlenek. Legyen

1, ha fu(x)=4,
0, egvébként.
Mivel &.(x) fiilggvénye az fo(x) valészinfiségi véltozdnak, £,(x), #2(x), ...

fllggetlenck. Bizonyitsuk be ezt az llitdst kdzvetleniil az f.(x)-ek felhasz-
paldsa nélkiil. A nagy szdmok erds térvénye alapjdn bizonyitsuk be to-

P{ﬁmh{x}+a:{x‘j+ +.E.-.{.r:]=__ llu
M =8 "

Eszerint 1 annak a valdszinfisége, hogy a (0, 1) intervallumbd] talilomra

(X)) =

=]1.
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kivdlasztott szdm els® n tizedesjegye kozott levd 4-esek szdma n-nel osztva
1 :
ﬁ-hr.z. tart. Ugyanez természetesen vonatkozik a 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8,

9 srimokra is.

7. Altalinositsuk a 6. feladatot arra az esetre, amikor a szdmokat
az r-es szdmrendszerben fejtjilk ki, ahol r=2.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha & karakteriszlikus [lUggvénye g@(r), akkor
af + b karakterisztikus figgvénye e™plar), ahol a és b valés dllanddk.

9. Legyen &, Pomsson-eloszlisi valdszinfiségi vdltozd A paraméterrel.
Bizonyitsuk be a karakterisztikus fiiggvény felhaszndlisdval, hogy

. Ea—4A
lim P[ - - -::.r] = P{x).
A= P{A

10. Mutassuk meg, hogy ha &, §:, ... flggetlenck és CaucHy-elosz-

i |

lasnak, kozos slirliségfiggvénylik — - o
L x
nem érvényes a nagy szamok tdrvénye, mert az

_sitbt..t+ia
R

o akkor erre a sorozatra

n

sorozat nem konvergdl sztochasztikusan semmilyen konstanshoz. Mutas-

suk meg tovibbd, hogy Il"r_rlj.-ntlrc nincs hatdreloszldsa, tehdt a £y, &2, .-
sorozatra nem teljesiil a centrdlis hatdreloszlistétel sem.

|0. FEMEZET

A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

A statisztikai sokasdg
A mintavétel
A minta eloszlisa
Statisztikai becslések

Konfidencia-intervallumok
Statisztikai probak
A y* priobik
Regressziok
Mintavétel véges sokasigbol



A STATISZTIKAI SOKASAG

10.1. A statisztikai sokasdg fogalma. Statisztikai vizsgilatot
mindig bizonyos egyedek meghatirozott kategéridjiban vég-
ziink, mikozben ezeknek az egyedeknek egy (vagy tibb) nume-
rikus jellemz5 adatirdl akarunk részleges vagy teljes infor-
méci6t szerezni. Egyszeriiség kedvéért egyelbre tételezziik fel,
hogy minden egyedhez csak egy numerikus jellemz8 adat tar-
tozik, ill. csak egy ilyen adat irdnt érdekl&diink. Ekkor tehét
adott szimunkra egy halmaz, az egyedek Ssszessége és az ezek-
hez tartozd szAmértékek Osszessége, vagyis egy fliggvény az
egyedek halmazin.

A statisztikai vizsgdlar tdrgydt képezd egyedek dsszességeét
a megfeleld szdmértékekkel egyiitt statisztikai sokasdgnak
nevezziik.

Egy klasszikus példa statisztikai sokaségra a kovetkezd: bi-
zonyos termékek Osszességén belill a minSséget akarjuk ellen-
rizni. Minden egyes termékhez tartozik egy szdmérték (pl.
hengerek Atmérdje), melyet vizsghlunk. A termékeknek ez az
tsszessége, halmaza, a megfeleld szAmértékekkel egyiitt sta-
tisztikai sokasfgot alkot. Gyakran el&fordul olyan eset is, ami-
kor az egyes termékekkel kapesolatban nem mennyiségi, ha-
nem min&ségi ismeret érdekel benniinket, pl., hogy egy termék
selejt-e vagy sem. Ekkor azonban megtehetjilk azt, hogy egy
termékhez 1-et, ill. O-t rendeliink aszerint, hogy selejt-e vagy
sem, és igy a vizsgilatot miris numerikus jellemz8k vizsgala-
tira vezettilk vissza.

Egy misik példa statisztikai sokaségra egy széndrlemény
szemeséinek az Bsszessége, az egyes szemcsékhez hozzétartozo
silyokkal egyiitt.
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A fenti példikban a sokasig elképzelése kiilondsebb nehéz-
séget nem okoz, a sokasig egyedei szemiink elGtt vannak,
fizikailag léteznek. Vannak azonban mds természetli soka-
sigok is, amelyeknél az egyedeket csupan képzeletben gyiijt-
jik Bssze. Ezekre az jellemzd, hogy vizsgalataink sordn ko-
zillik barmelyik realizdlédhat, bar Ilehetséges, hogy egye-
sekre soha nem kerill sor. Ha pl. egy folyo havi (mondjuk
jliniusi) vizhozamat vizsgdljuk, akkor a lehetséges vizhoza-
mok, vagyis egy alsé és fels§ hatir kozti valdés szimok
Bsszessége alkotja a sokasdgot, ezek kozill azonban még tobb-
sziri vizsgilat sordn is természetesen csak véges sok valdsul
meg. A sokasig elemeihez tartozd szimértékek itt Gsszeesnek
a sokasdg elemeit meghatarozd szamertékekkel. Bar ez a meg-
kiildnbéztetés foldslegesnek tiinik, mégis célszerii, egyrészt a
statisztikai sokasig egységes definicidja érdekében, mésrészt
matematikai okokbdl. A sokasag elemeihez tartozd szamérté-
kek ui. egy fiiggvényt értelmeznek, melynek egy djabb fiigg-
vényét (pl. logaritmusat, négyzetét stb.) vehetjilk, amit egyéb-
ként a sokasig egyedeinek megviltoztatisa nélkill nem tehet-
nénk meg. Ugyanilyen értelemben képzeletbeli sokasigot alkot-
nak egy fizikai mérés lehetséges végeredményei, egy bizatdbla
adott évi lehetséges terméseredményei stb.

Ha vizsgalatunkban ugyanazok az egyedek szerepelnek, de
més szidmértékek irint érdeklfdiink, akkor mas statisztikai so-
kasiggal &llunk szemben. Ez a statisztikai sokasig definicio-
jabdl kivetkezik. Matematikai szempontbdl nézve az egyedek
természete tulajdonképpen lényegtelen, a megfeleld szamérté-
kek azok, amelyekre figyelmiinket koncentraljuk.

A statisztikai sokasdg tartalmazhat véges vagy végtelen sok
elemet. Az elSbbi kategbridba tartozik a mindségellendrzéssel
kapcsolatban emlitett sokasig, az utdbbira példa egy fizikai
mérés végeredményeibSl alkotott sokasag. Bar a mérési pon-
tossdg minden hatiron til nem fokozhatd, és igy gyakorlatilag
mindig csak véges sok lehetséges mérési eredmény jon szdmi-
tasba, matematikailag egyszeriisitést jelent,; ha a sokasagot vég-
telennek tekintjiik, mintsem igen sok egyméshoz kdzel 4llé
mérési eredményt tartsunk szamon.
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10.2. A statisztikai sokasig eloszlisa. Tekintsiik azt a kisér-
letet, mely a sokaség egy elemének véletlenszeri }uvﬂlasztﬁsﬁ-
ban 4ll. Konkrét gyakorlati problémék esetén minddssze egy
elem kivalasztasival semmilyen lényeges informaciot nem kap-
hatunk, most azonban ennek a fiktiv kisérletnek a tArgyalasaval
nem is ez a célunk, csupan egy fogalmat kivinunk bevezetn.
Egyes esetekben a kivilasztas autnmatikusnn_megvnlﬁsul, azaz
nem rajtunk mulik, a kivdlasztas tehat tulajdonképpen meg-
figyelést jelent. Errél van sz6 pl. egy folyd vizhozaménak a
vizsghlatakor. Az ilyen esetekben egyben adott egy, a f:ukasﬁg
A részhalmazain értelmezett P(A) valﬂs:ziuﬁségelnsz!,ﬁa is, ahol
P(A) annak a valosziniisége, hogy a kivalasztott egyed eleme
az A halmaznak. Tulajdonképpeni kivilasztds csak véges soka-
sag esetén fordul elf. Ez esetben tegy iik fel, hogy m}ndtq egyed
egyenls valoszinliséggel keriil kivalasztisra,!® ami ekvivalens
azzal, hogy ha a sokasig egyedeinek a szama N és a sokasdg
A részhalmaza k szdmi egyedet tartalmaz, akkor k/N annak
a valésziniisége, hogy az A részhalmazbdl valasztunk.

Egy elem kivalasztisa egy halmazbol matematikai szempont-
b6l pontosan azt jelenti, hogy a széban fmfgﬁ halmaz rész-
halmazain egy valdszinliségeloszlast értelmeziink. A

A mondottak alapjan tehat a statisztikai sokasag valoszi-
niiségi mezbvé, az :Félyedr:kﬂn értelmezett szAmértékekbdl fel-
épiild fliggvény pedig egy < valészinfiségi valtozéva lesz. Ennek
a £ valdszin(iségi vltozdnak az eloszlasat a statisztikai sokasdg
eloszldsdnak nevezziik.

Véges sokasag esetén a sokasdg eloszlasa egyben az egyedek-
hez tartozd szamértékek szazalékos megoszlasit szolgaltatja s
megforditva. Ezt a szézalékos megoszlast kozelithetjiik vala-
mely ismert valésziniiségeloszlassal, de fiiggetleniil attél, hogy
ezt megtesszilk-e vagy sem, a szhzalékos dsszetétel mindenkép-
pen felfoghatd valésziniiségeloszldsként. llyen értelemben mond-

exmel ondand, hogy véges sokaihg esetén mindig ilyen kivilasr-
mnljﬁlumm_ Ir:;nmhlﬁh.lﬂlﬂdl pronban mindig beszilhetlnk &5 ert most

" mupin egy fogalom beverstése érdckében neanrilk.



320 A MINTAVETEL

juk pl. azt, hogy Magyarorszdgon a munkés és alkalmazott
csalidok egy flre esd jovedelme lognormilis eloszlisi.

Vannak olyan esetek is, amikor minden egyedhez tébb jel-
lemz& adat tartozik. Pl. minden emberrel kapcsolatban beszél-
hetiink a testsiilyrél és a testmagassigrdl vagy esetleg még mas
adatokrél. Rijgzitve ezek szimat és sorrendjét, a § valdszin-
ségi viltozd helvét egy (&,, &, ..., &) valdszinliségi vektorval-
tozd foglalja el. Ekkor tébbdimenzids sokasagrél beszéliink, és
ak,, k..., & valdszinliségi viltozdk egyiittes eloszlisit nevez-
zilk a sokasdg eloszldsdnak.

A MINTAVETEL

Statisztikai vizsgilatot egy vagy tGbb sokasig eloszldsdra, ill.
eloszlisaira vonatkozd teljes vagy részleges informécié szer-
zése érdekében végziink. Lehetséges, hogy a sokasig eloszlasat,
de lehetséges, hogy ennek csak egyes paramétereit (varhato
érték, szbris sth.) akarjuk meghatirozni. Ezeken kiviil vannak
egvéb kérdések is, mint a késSbbiekben majd latjuk.

10.3. A mintavétel. Ahhoz, hogy ezekre a kérdésekre vélaszt
adhassunk, a sokasigbdl dn. mintdt vesziink. A mintavétel a
sokasfig n szdmi elemének wvéletlenszerd kivéilasztasabdl all.
Jeléljék

Ko Wi oy s (10.3.1)

a kivilasztott elemekhez tartozd szamértékeket a kivilasztas sor-
rendjében. A kivilasztis minden egyes lépésben véletlenszeril,
ezért bir mindig n konkrét szimot kapunk, kaphattunk volna
mésokat is, emiatt tehét x,, x,, ..., x, valosziniliségi valtozok.

Kivdlaszthatunk visszatevéssel és visszatevéds nélkiil. Az el8bbi
esetben minden egyes elem kivalasztisa utin a kivalasztott
elemet a sokasfgba visszatessziilk, a sokasig Gsszetétele tehat
a kovetkezd kivdlasztis sordn az elzd valasztasoktol fiigget-
len. Ha még azt is feltessziik, hogy a kivalasztis minden egyes
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lépésben ugyanolyan terv szerint megy végbe, akkor a (10.3.1)
valdsziniliségi valtozdk nemcsak fliggetlenek, hanem azonos el-
oszlasuak is, mégpedig eloszlisuk megegyezik a & valdszini-
ségi valtozd eloszlasaval.

Egves esetekben. sem kivalasztasra, sem visszatevésre nincs
szilkség; az a kisérlet, melynek eredményei a £ valdszintliségi
valtozo killonbozo értékent szolgaltatjak, tobbszir egymas utan,
egymastol fiiggetleniil reprodukélodik. n szimi kisérlet esetén
ekkor is n egyméstdl fiiggetlen és E-vel megegyezd eloszldsd
valosziniiségi valtozdt kapunk.

Ha a kivdlasztis visszatevés nélkili, akkor a 3.19. szakasz
szerint az x;, X3, ..., X, valosziniiségi valtozok azonos elosz-
lastiak ugyan, eloszlasuk megegyezik £ eloszlasival, st ekvi-
valensek is, azonban nem mindig fliggetlenek. Minden egyes
elem kivalasztasa ui. megvaltoztatja a sokasag Osszetételét.
Két specialis esetben azonban az x;, x5, ..., X, valosziniiségi
valtozdk fiiggetlenek, ill. fiiggetleneknek tekinthetdk, még-
pedig:

1. Ha a sokasig folytonos eloszlasia, akkor ui. véges sok
elem kivilasztisa utdn annak a valdsziniisége, hogy a kivet-
kezd elem kivalasztasdval kapott szamérték az elGbbiek vala-
melyike, O-val egyenld, x,, x,, ..., x, tehit fuggetlenek;

2. ha a sokasigban minden érték olyan nagy szimban for-
dul eld, hogy relative kevés szimi elem kivilasztisa az egyes
szamertékek szdzalékos Osszetétele szempontjabdl elhanyagol-
haté, ekkor x,, x5, ..., x, fliggetleneknek tekinthetdk.

Az elsd esetben a sokasig sziikségképpen végtelen, a méso-
dik esetben pedig végtelennek tekinthetd.

Bar elképzelhetd olvan végtelen sokasag is, amelyben egy
elem kivilasztisa a sokasig Osszetételét lényegesen megval-
toztatja, a gyakorlatban ilyen nem fordul el. Ezért azt mond-
hatjuk, hogy a (10.3.1) valésziniiségi valtozdk fiiggetlenek, ha:

1. A mintavétel visszavetéses, vagy 4altalinosabban fogal-
Mazva X, , X3, ..., X, egy kisérlet n-szeri fiiggetlen végrehajtdsa
soran keletkezett:

21 Prékopa: ValdszinGségelméles,
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2. a sokasig végtelen.

A 10.27, szakaszban latni fogjuk, hogy milyen esetekben
tekinthetS egy véges sokasdg gyakorlatilag végtelennek, milyen-
nek kell lennie a minta elemszima és 4 sokasag elemszama
arAnyanak ahhoz, hogy a (10.3.1) valoszinliség valtozdkat
fiiggetleneknek tekinthessilk. A 10.27 és a 10.28, szakaszoktdl
eltekintve azonban e fejezetben mindeniitt feltételezziik, hogy
Xy, X3, ..., X, figgetlen valdszinliségi valtozdk.

10.4. Az n-elemfi minta. Az egymdstd! fiiggetlen és E-vel meg-
egyezd eloszldsu x;, x,, ..., x, valdszinfiségi vdltozok dsszes-
ségét n-elemii mintdnak nevezziik. Ha & eloszldsfiiggvénye F(x),
akkor azt mondjuk, hogy xy,x;, ..., X, egy, az F(x) eloszldsu
sokasdghol veit (n-elemii véletlen) minta. Az x; valosziniiségi
vdltozokat mintabeli vdltozdknak vagy mintaelemeknek nevez-
ziik.

A mintdban szerepld valdszinliségi viltozdk egy konkrét
mintavétel esetén n szimil numerikus adatot szolgiltatnak. Ren-
dezzilk el ezeket nagysdg szerint, elre véve a legkisebbet.
Ha ezt az elrendezést minden konkrét esetben — legalibbis
gondolatban — elvégezziik, eziltal n szimd djabb valdszinii-
ségi valtozdt konstrudltunk. Jeldljék ezeket

x5.x3% ... x5

A konstrukcid kovetkeztében xT nem kisebb, mint x3, x%
nem kisebb, mint x%, s.i. t.

Az x{=x3=...=xa valdsziniiségi viltozok Osszességét n-ele-
mii rendezett mintdnak nevezziik.

A tobbdimenzids sokasdg esetén egy n-elemili minta ra szdmu

valdsziniiségi viltozdbdl All, ezeket az alibbi sémdba rendez-

ziik el:
Xy1 X2p -0 Xpy

*12 X22 - X2 (10.4.1)

A STATISZTIKAI KUVETKEZTETESROL k!

Az egyes sorokbdl alkotott (x;;, x;;, ..., %), i=1,2 ..,n
valdszinliségi vektorvaltozdk fiiggetlenck, azonos eloszlistak,
eloszlasuk megegyezik a (£,. &,. ..., &) valdsziniiségi vektor-
viltozd eloszlasival. A k-adik oszlop valdszinliségi valtozdi
egy, a £, valdszinliségi viltozdval kapcsolatos n elemil mintét
alkotnak.

10.5. A statisztikai kivetkeztetésril. A mintavétel célja, hogy
valamit megismerjink, valamire kdvetkeztessiink. A statiszti-
kai kivetkeztetések sémdja megegyezik a logikai kdvetkezte-
tések sémajaval, azzal a kiilonbséggel, hogy a kévetkezményt
nem logikai bizonyossaggal allitjuk, hanem csak valamilyen,
altalaban 1-hez kdzel all6 valosziniiséggel. EbbGl kovetkezik,
hogy adott esetben tévedhetiink is. Ha pl. valamit 95%; vald-
szinliséggel allitunk, akkor dtlagban minden 100 eset koziil
5 esetben tévediink; a bizonytalansig 59%. A bizonytalansig
valdszinliségét altaldban tetszés szerint csékkenthetjilk, ez
azonban tobbnyire azzal a wveszteséggel jar, hogy Allitdsunk
kevésbé értékessé vilik. Kovetkeztetési médszereinket tehét e
két ellentétes tendencia szabdlyozza.

A statisztikai médszereket két csoportba soroljuk, vannak
paraméteres €s nem-paraméieres modszerek. Az elGbbi cso-
portba azok tartoznak, melyekben a sokasig eloszldsdnak ti-
pusa (pl. normalis, Poisson-sth,) ismeretes, csupin az eloszlas
analitikus kifejezésében szerepl§ véges sok paraméter konkrét
értéke ismeretlen. Az eloszlis tipusit vagy elméleti iton ha-
tarozzuk meg (pl. véletlen eseményfolyamatokkal kapesolatban
bebizonyitottuk, hogy adott idSintervallumban bekovetkezd
események szima bizonyos feltételek mellett Poisson-eloszlasi,
vagy utaltunk arra, hogy a kdzponti hatireloszlistétel biz-
tositja a mérési eredménynek, mint valdszinfiségi valtozénak
azt a tulajdonsdgit, hogy normdlis eloszlasi sth.), vagy pedig
sok hasonlé esetben végzett numerikus vizsgilat alapjan te-
kintjilk ismertnek, A nem-paraméteres modszerek esetén a so-
kasig eloszldsira ilyen jellegii feltevéssel nem éliink,

_ Els8 kizelitésében a statisztikai tevékenységeket jellegiik sze-
rint hiirom csoportba sorolhatjuk: lefrds, analfzis, jéslds (extra
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poldcio ). A leirds a mintiban szereplS adatok elrendezésében,
csoportositdsiban 4ll, és az a célja, hogy dttekintést adjon a
rendelkezésre All6 adathalmazrdl. Az analizis minden olyan
modszer gyiijténeve, mellyel a sokasig eloszlisira kévetkez-
tetilnk. Végiil a joslds elsGsorban azokat a mddszereket fog-
lalja magaban, amelyekkel egyes valdsziniiségi valtozdk alap-
jdn tovdbbi valdsziniiségi valtozdk értékeire kovetkeztetiink.
Eles hatirvonalat e hirom csoport kézitt azonban nem von-
hatunk.

A MINTA ELOSZLASA

10.6. Empirikus eloszlas. Tekintsiink egy x,, x;, ..., x, #-clemi
mintit, és jeldlje F(x) a sokasag eloszlasfiiggvényét. Az
Xy, Xz, ..oy X, értékek a szimegyenesen véletlenszeriien helyez-
kednek el, minden konkrét esetben azonban kapunk n meg-
hatirozott pontot. Ha az igy kapott pontok mindegyikéhez

hﬂzzﬁrendalﬁnk% valoszinliséget, akkor egy diszkrét vald-

szinliségeloszlist kapunk, melyet empirikus eloszldsnak neve-
zilnk. Az ehhez tartozd eloszlasfiiggvényt (1. az 56. abrit)
F, (x)-szel jeldlve, nyilvinvalé, hogy

Vx

Fy(x) = =% (10.6.1)

ahol v, azoknak az x;-knek a szima, melyvek x-nél kisebbek,
L5

-

|

s

Xy Xr a;’g.'-.'l'a X .!r'_-; 56. dbra
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Az empirikus eloszldshoz tartozo jellemzé adatokat empirikus
fellemzd adatoknak nevezziik, Ezek kozill legfontosabbak az
empirikus vdrhato érték és az empirikus szordsnégyzet, melye-
ket %, ill. s* jeldl:

5= BT en iy (10.6.2)

5 = I::""-I. = E}= -+ {:"r'.! "'f}z + . .-i-{xﬂ_.-..-fjl : {lﬂ.ﬁ.?r}

Analéog médon nyerjilk a tébbi empirikus momentum (cent-
rilis, abszolit, centrilis abszolit) képletét is. Ugyanilyen érte-
lemben beszéliink empirikus medidnrél, terjedelemrdl stb. Az
elébbi pdratlan n esetén a nagysdg szerint rendezett x:-k
kozill a kozépsdvel, paros n esetén a két kozépsé szimtani
atlagival egyenlé. Az utobbi a legnagyobb és legkisebb minta-
elem killonbsége.

Az empirikus eloszlasfiiggvényt és jellemzd adatokat a soka-
sag eloszlasfiiggvénye és jellemz8 adatai kozelitésére haszndl-
juk, ez utdbbiakat megkillinbéztetés céljabol elméleti adatok-
nak is nevezziik. Ilyen értelemben beszéliink elméleti eloszlds-
rdl, elméleti vdrhaté értékrdl, elméleti szordsrol stb. Az empi-
rikus adatok legfébb rendeltetése éppen a megfeleld elméleti
adatok kozelitése, becslése. Az alibbiakban e becslés elméleti
vonatkozasaira tériink ki.

Mivel x,, x,, ..., x, valésziniiségi valtozdk, ezért rogzitett
X eseten F (x), tovibba az empirikus jellemz6 adatok is mind
valdsziniiségi viltozdk. Ezek egyben az x,, x;, ..., X, mintabeli
viltozdk fiigavényei, Az nF,(x) érték a & =x esemény gyakori-
siga, mely tehit binomiilis eloszlast valdsziniiségi valtozd
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P(& <=x)= F(x) paraméterrel. Ebbdl kovetkezik, hogy

P(nF,(x) = K) = P(F,{x} - £).
(10.6.4)

= (:) FH(x)((1 — F)P-",

M(F,(x)) = F(x). (10.6.5)

A nagy szAmok BernouLLi-féle térvénye értelmében igaz to-
vibbd az, hogy minden x esetén

Fo(x)=F(x),
st BOREL tétele szerint minden x-re!*
P(F,(x) ~ F(9) =1.

Tegyiik fel, hogy létezik az elméleti eloszlis varhatd értéke,
és jeldljik m-mel. Ekkor

M) = - MG+ +x) = ~nm=m, (1065)
tovabba

a=m,

feltéve, hogy létezik o=D(£); sbt a nagy szdmok erds tor-
vényei értelmében bizonyos feltételek mellett

P{l.imi:m:l= I. (10.6.7)

A=+

Ez utébbihoz Kolmogorov tétele (l. a 9.9. szakaszt) szerint
elegendd D(&) létezése, a (10.6.7) relacié azonban a 9.8. sza-
kaszban 4ltalunk teljesen bebizonyitott tételbdl is kibvetkezik,
ha létezik az M(£*) negyedik momentum. Az empirikus var-

M Guivenko egy tétele srerint még nz is igaz, hogy
FiHm sup [Fale)=Fix)|=0)=1.
[ T
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haté érték szérdsa n novelésével n aranyban csokken, ui.

1 r 3
D}®) = 3 DAy +xy+ . +x,) = Eli not = dJ_I (10.6.8)

a
D(X) = —.
() Ve
Az empirikus szorasnégyzetre nyilvanvaléan fenndll a ko-
vetkezd egyenliség:

(10.6.9)
=& jx*— L jx 1= L j,’xf—-;:_r?.
i = i n A
A (10.6.9) formula alapjdn meghatirozzuk s* virhatd értékeét.
El6bb azonban megjegyezzilk, hogy ha z; = x;—m;i=1,2, ...,
n, akkor nyilvinvaldan fennall az

i -:;{é'(zl—i}‘ - %‘ng‘-f (10.6.10)

egyenldség, ahol Z a zy, 2;, ..., Z, valészinliségi valtozok szdm-
tam atlaga. Ez az cgy:nlt%ég akkor is fenndll, ha m tetszdleges
valos szam, nem feltétleniil az m = M(%) érték. Legyen azon-
ban most m= M (£). Ekkor (10.6.10) alapjin

n n 2
M(s?) = %M(E:.’)- M(zY) = -&m*—%ﬂf[(zzt) ]z

=1 i=]

= a’— %M( _ﬁ'zi' +2;‘E; z;z;) = (10.6.11)

imi

= cr‘—izun“ =Z=0cs
R H
Itt felhasznaltuk azt, hogy z,, z,, ..., z, figgetlenek, tovibba
M{z)=0, i=1,2, ..., n. (10.6.11) szerint az empirikus szords-
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négyzetnek megvan az a szépséghibdja, hogy virhaté értéke
nem egyenld az elméleti szdrasnégyzettel., Ezért o* kozelité-
sére s* helyett az

| i
n—1 —— tg‘i' (x;=x)* - (10.6.12)

2;

3*2 =

un. korrigdlt empirikus szordsnégyzetet hasznaljuk, melyre
(10.6.11) szerint teljesiil, hogy

M(s*?)=g?, (10.6.13)
Valamivel nehezebb szimolissal megmutathatd, hogy
1 n—3
Tl . 2 -
D?(s*?) = = (y.,, n_la*), (10.6.14)

ahol py = M[(§—m)*], a § valdszinliségi viltozd negyedik
centrilis momentuma. Mivel a jobb oldal 0O-hoz tart, ha
n—oo, a CSEBISEV-egyenltlenségbdl rigtin kivetkezik, hogy

s¥l— g2 (10.6.15)
amib6&l a (10.6.12) alapjian az is kovetkezik, hogy
sizgl, (10.6.16)

Nagy mintaelemszdm esetén s? és s*2 eltérése elhanyagol-
hatova lesz.

Az empirikus eloszlis diszkrét eloszlds, siirliségfligegvényrél
tehdt ez esetben 'mem beszélhetiink. Ha azonban a mintét
folytonos eloszlisi sokasighdl vettilk, akkor az f(x) elméleti
sirliségfiiggvényt mégis tudjuk kdzeliteni. Erre a célra szol-
gil a hisztogram, melyet a 3.5. szakaszban mér bevezettiink,

Tébbdimenzids sokasag esetén az empirikus eloszlast a ko-
vetkezé médon értelmezziik. Vizsgiljuk az n-elem{i mintét,
ezek az r-dimenzids tér egy-egy pontjit hatirozzdk meg. Az igy

kapott n szdm pont mindegyikéhez hozzirendeliink :Tl- vald-

szinliséget. Az r-dimenzids térben ily médon értelmezett valo-
szinliségeloszlist nevezzilk empirikus eloszldsnak. Ebbél az em-
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pirikus jellemz8 adatokat ugyanigy szdrmaztatjuk, mint ahogy
egy clméleti (diszkrét) eloszlasbol az elméleti jellemzd adatokat.

10.7. Az % és az 5* eloszlisa normilis eloszldsi sokasig esetén.
Tegyilk fel, hogy a sokasig N(m, o)-eloszlash. Ekkor X fiig-
getlen, normdlis eloszlist valdszinliségi vaAltozdk Osszege, te-
hat maga is normalis eloszlasi, A (10.6.6) ¢és (10.6.8) formulik
figyelembevételével az adddik tehdt, hogy az X empirikus var-

hatéd érték Nim, a/}n)-eloszlasi.
Kevéshé egyszer(i s° eloszldsinak a meghatdrozdsa. Legyen

Xys Xa, ooy X, €gy n-elemi minta, és tekintsiik a z; = x;—m;
i=1,2, ..., n valdszinfiségi viltozékat, amelyek fiiggetlenek és
N{(0, o) eloszlastak. Vezessilk be ezek

n
M= Z T Ty 1= 1,1. sasy M0 Ilﬂ.?.]]
kml

transzforméltjait, ahol A4 =(a;) olyan ortogondlis mdtrix'?,
amelynek elsé sordban minden elem 1/)n. Ilyen métrix kénnyen
konstrudlhatd; feltételiinknek eleget tesz pl. az aldbbi ortogo-
nalis métrix:

1 1 1 &
Vn Vi Vi Vi
| 1
— —_— 0 0
V2 V2

=1 & i _2 o
V6 V6 V6

Vatn—1) Va(i—1) ¥Yam—1) " Va(m—1)

. 1Y Egy A mitrivot ortogondlisnak neverdnk, ba AA"=E, shol A" az A mit-

Tix transrpondloin jelenti. A oriogonalidsabd]l kivelkezik, bogy A=A =1és |A]=1 vagy

4= —1. Az, hogy 4 ertogondlis mdtrix, misképpen kifejezve azt jelentl, hogy a mdtrix

:I'ﬂ'“ll- alkons vektorok pdronként ortogondlis, egységnyl hosszisdgh vektorok, Ugyas-
vei tulajdonsdgiak sz estlopokat alkotd vektorok is,
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A 7.8. szakasz 3. feladataban mondottak szerint az ¥y, Y2, -0 ¥
valdszinfiségi valtozok egyiittes eloszldsa normalis. Mivel to-
vibba M(y)=0;i=1,2, ..., n és 4 ortogonalitisabdl kifolyd-
lag

] 1]
M(y¥) = M(t.E: & S rEl a;, =,) =

A

= M(E = ﬂllﬂjrziizr) =2 Z ayd;, M(z2,2,) =
K

wlrml k=1 r=1

" o, ha i =j;

— Uz ‘?Efkajk = - 2
A=l 0, ha i =

vagyis ¥y, ¥i, ..., ¥. paronként korreldlatlanok, és igy fiig-
getlenek is.

A (10.7.1) formulit témér alakban a kovetkezéképpen is
felirhatjuk :

y= Az, (10.7.2)
ahol y € z az y,, ¥z, .0 Y, ill. @ 2y, 25, .., 2, komponen-
sekbél alkotott oszlopvektorok. (10.7.2)-bél kovetkezik, hogy

Sy =yy=(Aydz =AMz =zz= 3z (1013
fml S i=1

Vegylk figyelembe a (10.6.10) egyenldséget, és fejezziik ki
s2-et az ¥y, ¥a, ..., ¥, valOszinliségr valtozdkkal. Az 4 matnx
elsé soriban minden elem 1/yn, tehit

2, +2+...+2,

= = ¥nz. A4
¥1 Vi Ynuz (10.7.4)
(10.7.3) és (10.7.4) alapjan
1 i _ 1 H },i 1 L]
I 2 _51 o — L= — z 10.7.5
s n;;';z' z .H;‘;[.P' = H:%y[ ( )
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Mivel az y,/o, ..., ¥,/o valosziniiségi valtozdk N(0, 1) elosz-
lastiak, innen régtén adddik az

I. tétel. N(m, a)-eloszldsu sokasdg esetén :42 5% n—1-szabad-
sdgfoki y*-eloszldst valdsziniiségi vdltozo.

Megjegyzés. Tekintettel arra, hogy s** = 52, e tétel-

n
n—1
bdl kovetkezik, hogy H;l 5*2 is n— l-szabadségfoki, x*-él-

oszlasi valdszinliségi valtozd.
Vegyiik figyelembe, hogy

I|+..r+2.= xi-m1+-+.+x-_m" - -
n n

Ezt (10.7.4)-be helvettesitve és X-t kifejezve, azt kapjuk, hogy

T =

%=2L4+m. (10.7.6)

Vn

Mivel % csak az y,, s* pedig csak az y,, ..., ¥, valdsziniiségi
viltozék filggvénye, tovibbd y,, ¥z, ..., ¥, fiiggetlenck, ebbdl
adodik a kovetkezd fontos

2. tétel. Normdlis eloszldsi sokasdg esetén X és s* fiiggetlen
valdsziniiségi vdltozok.

Megjegyzés. s* és s*? csak egy konstans faktorban killén-
boznek, tehit % és s*2? is fuiggetlenek.

E tétel megforditottjira a tovibbiakban nem lesz sziiksé-
glink. Megemlitjiik azonban, hogy igaz a kbvetkezd é.ll.lt.ﬁ_s:
ha van olyan n, hogy a minta % vdrhatd értéke, és 5* szdrds-
négyzete fiiggetlenek egymdstdl, akkor az x,, X3, ..., X, vald-
szinliségi vdltozdk normdlis eloszldstak, vagyis a sokasdg nor-
mdlis eloszidsi.
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10.8. Becslések tulajdonsdgai. Tegyilk fel, hogy ismerjiik a
statisztikai sokasdg eloszlisanak a tipusit, de nem ismerjiik
az eloszlis analitikus kifejezésében szerepld paraméterek konkrét
ertckeit. E paramétereket egy n-elemil minta alapjin kozelit-
Jik, becsiiljiilk. Egyszerliség kedvéért egyelSre tételezziik fel,
hogy csak egy paramétert kell becsiilniink, a sokasig eloszlis-
fliggvénye tehit egy F(x, a) fiiggvény, ahol a valés allandd,
melynek értékét azonban nem ismerjiik.

Az a paraméter ,,valdédi” értékének a becslésére az
Xy, X3, ..., X, mintaelemek egy

d = d(xy, Xz, ..., X,) (10.8.1)

fiiggvényét haszniljuk. A (10.8.1) fiiggvény természetesen nem
lehet tetszéleges; ahhoz, hogy ezzel az a értéket j6l becsiil-
hessiik, az 4 fiiggvénynek bizonyos jo tulajdonsigokkal kell
birnia.

Az xy, x;, ..., x, mintabeli viltozok egy ietszdleges fiiggué-
nyét statisztikai fiiggvénynek vagy réviden statisztikdnak nevez-
zitk. Az a paraméter kizelitésére konstrudlt statisztikdt az a
paraméter becslésének nevezziik,

Minden becslés természetesen valdsziniiségi valtozé, amely-
nek van egy valdsziniliségeloszlisa. Mivel az XXy arey Xy
valdszinliségi viltozdk eloszlisa filgg az a paramétertdl, ez a
paraméter az 4 becslés eloszldsdban is jelentkezik, Nyilvin-
vald, hogy az @ paraméter 4 becslése anndl jobb, minél inkabb
koncentrilédik 4 eloszlasa az a paraméter valédi értéke koriil,

Az a paraméter & becslését torzitatlannak nevezziik, ha &
vdrhato ertéke ag-val egyenls:

M(d)=a. (10.8.2)
Ha &, és 4, az a paraméter két torzitatlan becslése és
D*(a,)< D*(dy), (10.8.3)

akkor az d, becslést az 4, becslésnél hatdsosabbnak nevezziik.
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Két torzitatlan becslés koziil azt tekintjilk jobbnak, ame-
lyiknek kisebb a szérisa. Ha azonban két becslés kozill az
egyik forzitott, mas széval: M(d)=a, a méasik pedig torzitat-
lan, akkor a déntés mar nem ilyen egyértelmil. Okvetleniil a
torzitatlan becslés javéra déntiink, ha ennek szorasa klseh!;:
a torzitott becslés szdrasdnal, mig forditott esetben barmelyi-
ket elényben részesithetjilk a masikkal szemben. Ez elsosor-
ban azon milik, hogy milyen nagy a forzitds, vagyis az M{d) —a
killénbség és milyen a szdriasok viszonya. Kis tnrzités'r.r szive-
sen megengediink, ha eziltal lényegesen kisebb szordsu becs-
léshez jutunk. , .

Ha van olyan d, torzitatlan becslés, amelynek szordsa mini-
milis az & paraméter Ssszes torzitatlan becslései kdreben, akkor
ezt hatdsos becslésnek nevezzilk, AKAr van ilyen, akdr nincsen,
mindenképpen létezik az a paraméter 4 torzitatlan becsléseire
vett

D2 = inf D?(d)

AMia)=a

alsé hatir. Egy konkrét a becsiés esetén a
Dg
D(a)

hdnyadost az d becslés hatdsfokdnak nevezzilk. Egy d, becs-
lés d; becsléshez viszonyitott relativ hatdsfokdn pedig a

D*(a,)
D?(ay)

hianyadost értjiik.

Ha az @ paraméter az Fix, a) eloszlds virhatd értéke, akkor x az a

torzitatlan becslése. Ez egyben hatdsosabb, mint az a paraméter birmely
s

Xy FPaxz:+ ..o PaXa (10.8.4)
linedris becslése, ahol py, pa, ....Pn 8
Pr¥prt..+p=1 (10.8.5)
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feltételnek eleget tevi tetszdleges valds szdmok. Beldthatd, hogy a (10.8.4)
becslés mindig torzitatlan. Masrészt, bevezetve az

1
gi=py——, I=1,2,....1
"

jelislést és figyelembe véve, hogy (10.8.5) mialt

Ii"|'31+ -n'E"En:ﬂn
azt kapjuk, hogy

D pyxy + paxs 4 . b PaXa) =g¥pi+pi+..+pr)=

e e

1 1
=“+’F +2— (e de:+ ... Fe)telFeid .+ EE]‘—-
| n

-

1 g ol
=ﬂ't[_+ﬂ¥+$i+”,+!‘|i]E"-l
n ] H
Egyenliiség akkor és csak akkor dll fenn, ha &, =8 = ... = éa =0, vagyis

ha _p:ml, i=1,2, ..., n Ez esetben pedig (10.8.4) x-sal egyenlo.
i

Ha a=o2, ahol ¢* a sokasdg szérdsnégyzete, akkor s*?
ennek torzitatlan becslése, szemben az s becsléssel, amely
torzitott, Torzitott becslések alkalmas korrekciéval gyakran
torzitatlanokka tehetdk.

Egy, az ismeretlen paraméter becslésére szolgildé formuld-
ban a mintaelemszim #ltaliban nem régzitett numerikus ér-
ték. Ennek igy is kell lennie, mert azt akarjuk, hogy formu-
lank készen 4lljon minden egyes n esetére. Eziltal tehat nem
csupdn egy becslésiink, hanem egy becsléssorozatunk van,
amelynek elst, mésodik, ... tagjai megfelelnek az n= | [ g
eseteknek. Marmost lehetséges, hogy az alacsony index{i becs-
lések még nem elég j6 tulajdonsagiak, azonban n ndveked-
tével egyre jobbd vilnak.
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Az a paraméter egy d,, &, ... becsléssorozatdt aszimploti-
kusan torzitatlannak nevezziik, ha

lim M(a,)=a.
A=
Belathatd, hogy az empirikus szérdsnégyzetekbdl alkotott
s* becsléssorozat aszimptotikusan torzitatlan becsléssorozata
a o elméleti szdrasnégyzetnek,

Az a paraméternek egy d,, d,, ... becsléssorozatdt konzisz-
tensnek nevezziik, ha a,=ra.

Ha az 4, becslések mind torzitatlanok ésilim D*(4,) =0

[ Bl

zkkor &, konzisztens becsléssorozata az a paraméternek.
A Csemisev-egyenlStlenség szerint ui, minden &=0 esetén

. : . D?*(a,
P(|d,—a|=¢) = P(la,—~M(a)|=¢) = 5(2 },

tehat a bal oldalon allé valdsziniiség is 0-hoz tart, ha n —+ oo,
ami éppen azt jelenti, hogy a,=a. A (10.6.8) és (10.6.4) for-
muldk szerint X é s*? konzisztens becsléssorozatai m-nek,
ill. o*-nek. Belithatd, hogy s* is konzisztens becsléssorozata
7 -nek,

Yegiil még egy fontos fogalmat emlitiink meg, az elégséges
beeslés fogalméat,

Ha az a paraméter d=a (x,, x5, ..., X,,) becslésének megvan
az a tulajdonsdga, hogy az xy, X3, ..., x, valdszinfiségi vditozdk
egyuttes feltételes eloszldsa bdrmely d=y feltétel esetén nem

tartalmazza az a paramétert, akkor az d becslést elégségesnek
hevezziik,

Ennek a fogalomnak a jelent8ségét kissé kozelebbrSl meg
kell viligitanunk. Tegyiik fel, hogy & elégséges becslése a-nak,
“% 4 minta alapjin meghataroztuk 4 értékét. Mi tdrténik
akkor, ha & ismeretében az a paraméterre tovébbi informacit
akarunk kapni? Minden gyakorlati statisztikai tevékenységet
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megeldz egy elméleti meggondolds, amelynek alapjan teve-
kenységiinket illetSen tdjékozédunk. Ehhez viszont a legtébb
informécié, amit felhasznilhatunk, a mintaelemek egyiittes
closzlisinak ismerete, mikozben a paramétert az egyiittes el-
oszlas képletében formalisan feltiintetjiik (numerikus értékét
ui. nem ismerjiik). Méarmost, ha x,, x;, ..., X, feltételes egyittes
eloszlisa minden 4=y feltétel mellett figgetlen az a paramé-
tertdl, akkor az a paramétert illetSen semmilyen tovdbbi el-
méleti megfontoldsra.nincs lehetdségiink, az 4 becslés tehat
az tsszes informiciét tartalmazza, amit a mintabdl a-ra nyer-
hetiink, legyen ez az informicié szimunkra kevés vagy sok.
Bizonyitds nélkiil megemlitjiik még, hogy ha létezik az a para-
méternek hatdsos becslése, akkor az valamely elégséges becs-
lés egy fiiggvénye. Ez a tény még jobban megvildgitja az elég-
séges bevslés fogalmat.

I. példa. Megmutatjuk, hogy Porsson-eloszldsi sokasig esetén X elég-
séges becslése az eloszlds 4 paraméterének, Ha ui. xq, %1, ..., Xn €8Y n-elemii
minta, akkor nx egy nA-paraméterii Porsson-closzlasd valdszinliségi vil-

tozh, és

= j:] P{x.=k:.-.a,xn=kn.ﬂ5_—k)
== —
n

P[.l':. =k11--r ..H'-=-il'n

P(nx = k)
] 1"' %
”‘1=k“"""“:"":'_'.£k‘!£ ha Z-'k,_i:
- Pinz=k) Ay =1 )
=1 i
0 . hd Z;k.sﬁk
I=
tehat
Fdl -
k AT A ,_1"‘=k'
P[A':-——-‘!’:..--.x.=kﬂ E=—}=
n

ami minden k/n esetén figgetlen A-tdl.
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2. példa. Tegyilk fel, hogy rendelkezésiinkre 41l az az informécid, h
a sokasdg egyenletes eloszlish valamely (¢, d) intervallumban, nem ':l.ln:llE
jik azonban a ¢, dhatdrokat. Egy n-elemf{i minta alapjdn becsiilni akarjuk

d
centrumit, amely egyben a sokasdg wvirhatd

értéke. Kézenfekvl volna erre a célra az X empirikus virhatd értéket
haszndlni. Ez esetben aronban X-ndl hatds i
- A : osabb becslés a minta két

, e
az intervallum a=

x] 4+ an
a=22 (10.8.6)
Erre teljesil] az M(d)=a feltétel, tovibbi
6o e
D3(d) | (10.8.7)

“erhary " T 12

Az ¥ empirikus virhatd ériék szordsnégyzete oifn, ami # =2 esetén meg-
egyezik D2(d)-val, n>2 esetén pedig ennél nagyobb. Ha n=2, akkor
természetesen 4 =1Xx.

Valamely a elméleti érték becslésére egy tbbdimenziés soka-
shg {nlnmelemel is felhaszndlhaték, Ha a sokasig r-dimenzids,
a minta elemszima pedig n, akkor a becslések rn-viltozés
fiiggvényei a mintdban szerepl§ valdszinfiségi véltozéknak.
A fenti definiciék erre az esetre értelemszerfien Atirhatdk,

10.9. A maximum-likelihood médszer. FelvetSdik a kérdés,
hogyan lehet olyan becsléseket konstruflni, amelyeknek meg-
vannak az emlitett jo tulajdonsigai, ill. ezek kizill minél
tdbb. A legfontosabb erre a célra szolgilé médszer a maximum-
likelihood (legnagyobb valésziniiség) médszer nevet viseli,

A mbdszer lényege a kivetkezS. Tegyilk fel eldszbr, hogy

i&ﬁ]s;:tk.asﬁg diszkrét eloszlasi, és vezessilk be a kdvetkezd je-

P(¢=x)=p(x, a), (10.9.1)

ahol @ az ismeretlen paraméter. Egy konkrét x,, x;, ..., X
tehit n-elem@i minta esetén vizsghliuk meg az .

L=p(x,, Q)p(xz, a)+-p(,, @) (10.9.2)
szorzatot, mint a fliggvényét, amely valamilyen, az x,, X3, ...,%,

21 Prékopa: Valésrindségelmélet. ..
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értékektsl fliggd a=d=4d(x,, x;, ..., x,) helyen felveszi a
maximumét. Az @ paraméter valodi értékére ez az egyenlfség
természetesen Altaliban nem teljesiil, mégis az

=

A=0(Xy, X34 «+17 Xg) (10.9.3)

statisztikdt tekintjiik a valédi ériék becslésének. A (10.9.2)
szorzat annak a valésziniiségét adja meg, hogy éppen a ren-
delkezésre allé mintdt kapjuk egy véletlen mintavétel soran.
A maximum-likelihood- médszer alapgondolata tehdt abban dll,
hogy az a paraméter valddi értékét azzal a specidlis & értékkel
becsiiljiik, mely ha paraméteriink valédi értéke volna, akkor
éppen az adott minta bekivetkezése volna a legvaldsziniibb az
isszes leheiséges n-elemii mintdk kézéitt,
Folytonos eloszldsi sokasig esetén (10.9.2) helyett az

L=f(x,,alf(x,, a)-f(x,, a) (10.9.4)

fliggvény maximumét keressiik, ahol f(x, a) a sokasag siirli-
ségfiiggvénye. Jelen esetben minden konkrét x4, x3, ..., X, n-
elemii minta bekovetkezésének a val6sziniisége 0, rdgzitett
Ax,, Axs, ..., Ax, esetén azonban beszélhetiink annak a valé-
sziniiségérSl, hogy a minta elemei rendre az (x;.x; +Axy),
(x;, X3 + Ax3), ..., (x,, x, + Ax,) intervallumokba essenek. Ez a
valdsziniiség pedig kis Ax-ek esetén jo kozelitésben:

flx,, a)f(x,, a)---f(x,, a)Ax; Axy---Ax,.

llyen értelemben, ha a valédi értéke becsléseként azt az
a=d=4a(x,, X3, ..., X,) értéket fogadjuk el, melyet (10.9.4)-
ben a helyébe téve, a szorzat maximdlis, lényegében ugyan-
azon elv alapjén jarunk el, mint a diszkrét eloszlas esetében.

A (109.2) és (10.9.4) fiigguényeket likelihood-filggvényeknek
nevezziik. Ezek az a paraméter és az x,, X3, ..., X, valészinG-
ségi véltozék fiiggvényei. Minden konkrét minta esetén a
likelihood-fiiggvények azonban csupén az a valtozo f uggvényei.

A (10.9.2) és (10.9.4) szorzatok maximumhelyét meghataroz-
hatjuk valamilyen k&zvetlen meggondoldssal, de sok esctben
e fiiggvények differenciélhaték a szerint, tehdt célszerli a dif-
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ferencidlszdmitds médszerének az alkalmazésa. Altaliban egy-
szer(ibbé vilik a feladat, ha a (10.9.2) és (10.9.4) szorzatok
helyett ezek

InL = Ié’lnp{x,,a]: (10.9.5)
nLZ= 3Inf(x,a) (10.9.6)

logaritmusaival dolgozunk. Mivel a logaritmusfii ny mono-
ton névekvd, a (10.9.5) és (10.9.6) mggvényfi rnayximum+
helyer megegyeznek a megfelel§ likelihood-fiiggvények maxi-
mumhelyeivel. Az g paraméter valédi értékének becslését te-
héit Altaliban a

dlmL _
T (10.9.7)

un. likelihood-egyenlet a-ra valé me )
golddséval hatirozhatjuk
meg legegyszer(ibben, feltéve hogy In L az a véltozd difft?tﬂ-
ﬁ;.tlh“tﬁ Fﬁggv&n_va és a (10.9.7) egyenlet megoldisa a-ra va-
an a maximumhelyet szolgéltatja (ez teljesiil akkor, ha csak

d2In L
cgy megoldis van és 3.:1 =0 a megoldds helyén).

Bizonyftis nélkill kbzdljilk az aldbbi tételeket.
re&d:Hi a:if::k ﬁ ;;:' mr%mekhkegf 4 minimdlis szdrdsi,
siése, a likeli
mfﬂ;gﬁ.rg van €s ez egyenld d-val, M GENECE ey
a d az a paraméter elégséges becslése, akkor a likeli
FEPS-I:H-’H ‘minden megolddsa az & becslés egy ﬁfggvdfn;tfmwd
g .dm.m’l?"“ lényeges véltoztatéist nem jelent t8bb paraméter
kﬁﬂ EJEkbmlﬁc a maximum-likelihood elv alapjin. Ha a so-
o E:;h r szimi paramétere van, amelyek a,, ..., a,, akkor
iy ]?lr-:}tp(x, ay, ..., a,)-et, f(x, a) helyett f(x, a, , ..., a,)-et
tozdlka kelihood-fiiggvény is tartalmazza ugyanezeket a vél-
t. A tdbbvéltozés filggvények elmélete szerint a likeli-
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hood-fiiggvény logaritmusat, tehdt egyben a likelihood-fiige-
.,:wén:,rt is maximilizdlé a, =4d,, ..., a, =4, értékeket a
dln L ¢ln L
=0; ... =0 10.9.
=% o (10.9.8)
egyenletrendszer megoldasa Utjan nyerjiik, feltéve hogy In L
differencidlhaté az a,, ..., a, véltozdk szerint és a (10.9.8)
egyenletrendszer megoldasrendszere valéban a maximumbelyet
adja. (Ezt kbzvetlenill, vagy annak a kritériumnak az alap-
2

jan donthetjilk el, hogy a iﬂlgi:' elemekbdl alkotott deter-

[ Sy - i
mindns negativ definit. Az aldbbi példdkban e kritérium min-
deniitt teljesiil, ezt azonban nem részletezziik.)

" 1. példa. Hatdrozzuk meg a

p{x,ﬂ]=[f]ﬂr{'| —a* x=0,1,2,..., N

binomidlis eloszlis a (0=g-=1) paraméterének maximum likelihood-
becslését. A likelihood-fllggvény jelen esetben a kivetkezi:

n

L= H[H]a*'u —a)¥ ==,
il L Xy

a likelihood-egyenlet pedig (x:,..., x. a differencidlis sorin Allanddk):

dInL @ < N
3 =Ei§ []_n(h]-i—x.lnﬂ-i—[h’—x.]ln(l-a)]_

- [.r, H—x-]_ E"r,{l — a)x,— a(N —x1) _

=!=r1 a 1—a) S a(l —a)
! "
= ﬂ{]—ﬂ] E-Z:.(Ir—-ﬂ.”]—ﬂ.

Ezen egyenlet megolddsa az

Eﬂxl + X3+ ...+ Xn (10.9.9)
nN

filggvény, ez az a paraméter maximum-likelihood-becslése. Mivel a bino-
midlis eloszlis vdrhatd értéke Na, a tehdt a virhatd érték N-edrésze,
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¢és igy (10.9.9) dsszhangban van a vérhatd értéknek az empirikus vdrhatéd
ériékkel vald becslésével.

2. példa. Hatdrozruk meg egy normdlis eloszldsh sokasdg m vdrhatd
értékének és g =g? szbrisnégyzetének egyidejll maximum-likelihood becs-
léseit, A siir(ségfiiggvény mostani jeléiléseinkkel a kéivetkezd:

_ix=my?
a

e
e ’

flx, m, a)= e

ahonnan a likelihood-flggvény logaritmusdra az adédik, hogy

_ (mp =) ?

- | B (x— m)®
R L

h L]
Ebsfl m &5 a szerinti parcidlis differenciflissal kapjuk a likelihood-egyen-
teket:

dnLl M xi—m T L n o a—m
dm & a o da =_‘£+f§;(xihll=u'
E két egyenlet megolddsrendszere a kivetkezd

.12 _ 1

= s =X M= _I(I-—-'F!II‘=;I§ (e — X)) =42,

}.']hfﬂﬂf s iﬁmﬂkgﬂ csak m-et becsiiljiik, akkor is ¥ adédik maximum-
ood becs nt. Ha azonban m-et ismerjilk és csak a-t becsiilj
akkor azt kapjuk, hogy & ljik,
1 "
d=— — m)?
N I‘IZI l:.l'| M} #
ami o? torzitatlan becslése.
4. példa. Ha § lognormélis eloszlsti, akkor

a=M@)=¢""T; b =DiE) =™+ (e — 1),

ahol m= Af 1
kﬁwmzakéjf';mﬂ}élm Diing). Az a & b parambterekkel m &s o7 a

a at 4 b2
5 *=1n
Va* + b? ﬂ a®

m=In

(10.9.10)
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A lognormilis eloszlis siirlistgfuggvénye tehdt a kovetkezd alaku:

o= m
fix, a, b)=——¢ W=
2nax
= 5
1 1 —’T'Inl-"'..k:..f?ltnﬂ:' -
=F—I.__—-T|_F‘i—t ’
S ['" a ] (10.9.11)

és b2 paraméterek egyvidejii maximum-likelihood becsléseinek meg-
ha{:'tmz&sa tn:]nsz-::ndans egyenlethez vezet. Ismert b esetén egyszerfien mlﬁ-
hatérozhat® az a paraméter maximum-likelihood becslése. A sz&me?k_;i
elvégzését gyakorld feladatként az Olvasdra bizzuk. IBumnyltis nélkii
kdziljik az a és b* paraméterek alibbi maximume-likelihood, torzitatlan

¢ minimalis szdrdsid, tehat hatdsos becsléseit:
= i
=e"in [ (10.9.12)
e (z]

bt = ¥y (s3%), (10.9.13)
ahol
-} -
= " [;‘I.J'rh
J'==—l' 2..: (=34
d n=—1fal

mw=lax, i=1, 2,.., B,

X3, X3,00.s Xn @ loOgnormilis eloszlisi sokasdghol vett n-clemd minta, x.r)
és ya(1) pedig a kivetkezb fuggvények:

-
2ulf) = pal20) — ¥n (:j: :] : (10.9.14)

—_1d c—.  (105.15)
palt) =1+ S Rn—-D@+D - (m—3+2) J!
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A walr) fliggvény eléggé lassan konvergdl, egy alkalmas kBzelitd formula a
kovetkezd:

o Mes=1) P22 421) 1
yaltl=¢ [1— = -+ = ]+u[;], (10.9.16)

A (1) €s xa{t) flggvényeknek pontos, tehdt nem az elébbi kdzelitd formuldi
felhaszndldsdval készlilt tdblizatait megtaldljuk [1] 156, 159 oldalain.
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10.10. A konfidencia-intervallum fogalma. A statisztikai becs-
Iések még a legjobb tulajdonsigok esetén sem adnak teljes
vilaszt a felvetett problémékra. A becslés és az elméleti ériék
kozott altalaban van egy véletlen jelleg(i eltérés, melynek nagy-
sagira valamit mondanunk kell. Ha az a paraméter 4§ becs-
lése torzitatlan, és az a—4 eltérés eloszlasa semmilyen isme-
retlen paramétert nem tartalmaz (a-t is beleértve), akkor tet-

;zﬁle:ges kis, altalunk vilasztott £ esetén talilhaté olyan 4,
'DE}"I""

P(-dsa-a=d)=Plé-d=a=d+d) =1-p (10.10.1)

Az (4 —d, 44 d) véletlen helyzetl intervallum 1 —p valészind-
séggel lefedi az a paraméter valddi értékét. Nyilvanvalo, hogy
minél kisebbre vélasztjuk e-t, annél nagyobb lesz d. Ez a tény
hatért szab p cs8kkentésének.

A fenti eset azonban a gyakorlatban legritkdbban fordul
¢l8. Mégis, a legttibb esetben az x,, x,, ..., x, mintira timasz-
kodva, lehetdséglink van olyan 4, és 4, statisztikdk konstrud-
lasdra, amelyekre teljesiil a

P, =a=dy)=1-p (10.10.2)

€gyenldség, ahol p most is dltalunk tetszGlegesen megvilasztott

* Ha a=d elostliss folytoncs, skkor ilyen o mindig van. Diszkrét e

aronban -lil-l-lb-n Imﬂl ‘h. _I“ll:
I636g kozeliifen fﬂll:““ﬂlm elégednink azzal, hogy slkaimas o esetén & (10.10.1) agyen
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pozitiv szdm, melyt6l az 4; és 4, statisztikék fliggnek. Jelen
esetben tehdt az a paramétert egy intervallummal beesiiljiik,
a becslésnek ezt a mddjit intervallumbecsiésnek nevezziik,

Az (d4,, d,) véletlen helyzeti intervallumot konfidencia-(meg-
bizhatdsdgi) intervallumnak, az (1 —p) 100%;-0t a megbizhatd-
sdg szintfének, az intervallum kezdd- és végpontjdt pedig kon-
fidencia hatdroknak nevezziik.

A leggyakoribb megbizhatdsigi szintek, melyekkel a gyakor-
latban dolgozunk: 90%, 95%, 99%. Ezek megfelelnek az
p=0,1; p=0,05; p=0,01 vélasztisoknak. Tilzottan magas
megbizhatdséigi szintet nem érdemes elSirni, mert ezdltal az
(4,, d,) intervallum hossza dltaliban ndvekszik. Az aldbbiak-
ban négy konfidencia-intervallum-konstrukciét mutatunk be,
Ezek részint a legfontosabbak, részint a legjobban illusztraljak
az alapgondolatot.

10.11. Konfidencia-intervallum a sokasdg m viArhatd értékére
Nim, o) eloszlis é&s ismert o esetén. Ha x;, x;,..., X, €gy
n-elem{l minta, akkor az

X—m X—m
a"ﬁﬂ

Vn

valdszinfiségi viltozdnak N(0, 1) eloszlésa van. Az N(0, 1) el-
oszlds tdblizatdbdl adott p=0 esetén meghatirozhaté az az
u, szm, melyre teljesill, hogy

u= (10.11.1)

a I
P(u] = u) = %IE_T# =1-p, (10.11.2)

(Az p=0,05 esetben u,=196; 1. az 57. &brit.) Az |uj=u
egyenlGtlenség ekvivalens azzal, hogy

i-u,-f% =ms=% (10.11.3)

[
+HF'F_-E}
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= - ;
vagyis, hogy az [.'E _H"ﬁ' X4+u -;;1—_} véletlen helyzetll inter-

vallum lefedi m-et. Ez tehAt m-re egy (1—p) 100% szint(i
konfidencia-intervallum.

i 2

YT e

aors B025
-3 -2-ts6 -1 8 1 iz 3 -

57. dbra

Ha a konfidencia-intervallum lefedi m-et, akkor m és %
maximdlis abszolit eltérése legfeljebb a konfidencia-interval-

lum u,pii félhossza, ami O-hoz tart, ha n— o, Felvethetjiik

azt a kérdést is, hogy milyen nagynak kell lennie a minta
elemsziménak ahhoz, hogy elfirt p esetén a konfidencia-inter-
vallum félhossza legfeljebb d legyen, amit szintén magunk vé-
lasztunk. Ekkor n-re az

=d

Up

=i

tgyenlOtlenségbbl azt a mér ismert feltételt kapjuk, (vd. a
9.13. szakasszal), hogy
ol i

nEuiF. (10.11.4)

. Példa. Valamilyen szerves vegylilet oxigéntartalmét hatdrozzuk meg, az
'Smert szords o =0,30%4. 12 mérésbl az X =3,25% Atlagot kaptuk. A
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95%.-08 megbizhatosdgi hatirok a kévetkezbk:
0,30

X — Wo,08 — = 13,25 — 1,96 — = 3,082,
l'"n ¥i2
0,30
% o oj0s —= = 3,25 + 1,96 —— = 3,42%.
¥n Viz

10.12. Konfidencia-intervallum m-re N(m, o) eloszlisi sokasdg
és ismeretlen o esetén. A 10.11. pontban targyalt esettel szem-
ben sokkal gyakoribb az az eset, amikor a ¢ paraméter is
ismeretlen, Ekkor a kdvetkezfképpen jirunk el, A (10.11.1)
helyett tekintjilk a

t=Vn— (10.12.1)

statisztikdt, mely abban killénbtzik w-tél, hogy az ismeretlen
o helyett itt s* szerepel. (10.12.1) felirhaté a k8vetkezS for-

méban is
oy x—m/l’ﬂ—l 5%
a L+

(10.12.2)

Va

A szdmliléban egy N(0, 1) eloszldsi valdsziniiségi véltozd
yn —T-szerese szerepel, a nevezdben &llé valdszinfiségi véltozd
pedig a 10.7. szakasz 1. tétele szerint n— l-szabadsdgfokii,
p3-eloszlfist, Ezenkivill ¥ és s* flggetlenségébdl kifolyélag
(10.7. szakasz 2. tétel) a szAmldlé és a nevezS fliggetlenek.
Kbvetkezésképpen ¢ egy n— l-szabadségfokli, STUDENT-el-
oszlisti valészinfiségi viltozd.

A STuDENT-eloszlds tibldzatibdl adott p-hez meghatérozhatd
az a f, szdm, melyre teljesill a

P(tl=t)=8,-,(t)) = 1—p
egyenlség. A ¢ valészinfiségi valtozd definicidjét figyelembe
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véve, ez ekvivalens azzal, hogy

R J*
P( _:,? =ms x+r,ﬁ) =1-p. (10.12.3)

Ilyenformén az m paraméterre egy konfidencia-intervallumot
nyertink, amelynek hatdrai (1 —p] 10057 szint esetén

xi:, P,_
Jelen esetben nemcsak a konfidencia-intervallum centruma,
hanem a hossza is valészinliségi véltozd. Ha n—e=, akkor
s* =g, kivetkezésképpen adott p esetén

J*

I —_=‘ﬂ

"¥n
A mintaelemszim minden hatiron tali nSvelésével tehit a kon-
fidencia-intervallum hossza sztohasztikusan O-hoz tart. A p
valdszinfiség értelmezése a kivetkez: ha igen sokszor vesziink
egyméstél figgetlen n-elem(i mintdkat, és minden egyes eset-
ben meghatérozzuk az m paraméter (1 —p)100%; szint{i kon-
fidencia-intervallumét, akkor az esetek kb. 100p%;-dban m ki-
vill, kb. (1 —p)100%-4ban pedig belill fekszik a konfidencia--
intervallumon.

Adott p-hez tartozd ¢, szimot a IV, tdbldzatbdl olvashatjuk
le. A téblézat fels§ sora a 100p értékeket, bal oldali oszlopa
pedig a szabadségfokok szdmit tartalmazza. Adott p és sza-

ok esetén a #, szhmot a megfeleld oszlop €s sor keresz-
tez8désében taldljuk. "A tblézat utolsé mrﬁbnn” = szabadsdg-

17 A 3, fggebdk 8. formuléjéban h balyébe -st, p balyébe J-t irva, azt kapjuk, bogy

n&l
"= ,

Lien --- A (1.5.2) egvenidedg szerint tehdt sz m-scxabadsdgfokd STupenT-sl

" r3)vs

oRelks 5. (x) adrdsdgl ya m=== gaeién & staodard pormillis
Lﬂhu konvergil, & standird norcdlls eloselds a mmm

M-
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fok mellett a normélis eloszlishoz tartozd értékek foglalnak

helyet. Itt taléljuk meg tehit az u, értékeket, melyekrd]l az
el6z6 pontban tettiink emlitést.

Példa. Villanyéghk vizsgilatindl egy adott tételbdl 15 db-nak mérték

meg az égési idBtartamét, mely kdzelitbleg normidlis eloszldsd volt. Az

i virhatd értékre és a korrigdlt empirikus szérdsra az X = 1200

ora, #* = 186 bra adddott. A szabadsdgfokok szdma 14, a 99%/-0s meg-
bizhatésdgi hatdrok a kivetkezdk:

™ 186
X—to01 — =1200— 2977 — = 1057
8,01 ]": F,” dra,

X+ fo,01 ﬁ_= liﬂﬂ+m?ﬂ

Va ¥is

10.13. Konfidencia-intervallum két normdlis eloszlish sokasdig
virhaté értékeinek eltérésére, egyenld, de ismeretlen szérdsok
esetén. Tegyiik fel, hogy van két egyméstdl fiiggetlen minténk:

xl‘l, xl 1 ¥ mnmgy x:ni

(10.13.1)
X215 X225 o05 Xangs

ahol n, és n, lehetnek egyenlSk, de killonboz6k is; az egyiket
egy N(m,, ), a méisikat egy N(m,, ¢,) eloszldsi sokaségbél
vettiik, és bir oy, o, ismeretlenek, de tudjuk, hogy o, =0,.
Az, hogy e két minta fiiggetlen, matematikailag gy fogalmaz-
haté meg, hogy a (10.13.1)-ben felirt n, +n, szdmi valdszin-
ségi valtozd fllggetlen. Vezessiik be a kivetkezd jelsléseket:

1 m - 1 = =
5i = ?1 lg(xu—x:}:- 53 = u—; i; (x3,—X,)%,
€3 tekintsilkk a kovetkezd statisztikit:

t = V myny(ny +ny—2) X =Xy —(my—my)
ny +ny Vi, 52 +ns?

(10.13.2)
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Bebizonyithatd, hogy r egy n, +n; —2-szabadsigfoka StuU-
DENT-eloszldsi valdszinliségi valtozé, Ha tehdt a STUDENT-
eloszlas tiblizatibdl adott p-hez meghatdrozzuk azt a ¢, sza-
mot, melyre teljesiil, hogy

P(=1,)=1-p,
akkor az

R -Fyti, V‘";;’::;‘i“_:i"‘_";? (10.13.3)

hatdrpontokkal rendelkezé intervallum 1—p valdszinfiséggel
lefedi az m, —m, kiilonbségnek megfelel§ pontot a szidmegye-
nesen. Ez tehat egy (1 — p) 100% szintli konfidencia-intervallum
az m; —m, kiilinbségre,

10.14. Konfidencia-intervallum o-ra N(m, o) eloszlds esetén,
Ha van egy n-elemii mintdnk egy N (m, o) eloszlésii sokasagbél,
akkm; akirmilyen legyen is m, a 107. szakasz 1. tétele szerint

az — valésziniiségi valtozé n— 1-szabadségfokii y? eloszlés,
a

Olyan intervallumot, amelybe ez 1—p valbszinfiséggel esik,
végtelen sok killénb3zd mdédon wvilaszthatunk, Ugyanez a
megjegyzés vonatkozik a 10.11., 10.12., 10.13, pontokban em-
litett u és r valdszinliségi valtozdkra is. Mig azonban u és ¢
¢loszldsai szimmetrikusak a 0 pontra, aminek alapjin kézen-
fekvé egy a 0 pontra szimmetrikus intervallumot vélasztani,
addig a y*-eloszlis nem szimmetrikus a szimegyenes egy pont-
jara nézve sem. Eléggé természetesnek tlinik azonban olyan
Xpa €5 x3_pa (xBa>x3_p2 kis p esetén) hatdrokat vilasz-
tani, melyekre teljesiilnek az alidbbi feltételek:

e
P(ﬁ"“ﬂ-n:) =1 _gi

5 (10.14.1)
ik
P(F"Ii.li) = %
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E két hatért kiilon-kiilsn az n— 1-szabadségfoki eloszlds tédb-
lizata alapjén hatfrozzuk meg. A fenti egyenlStlenségbfl kd-
vetkezik, hogy

m:
P(If-ruz" = !Iiﬂ) = 1—p,

amivel ekvivalens az aldbbi reldcid

2 2
.P('“ =a= ,;“_) =1-p.  (10.142)

XFi2 Xi_pi2

Azt kaptuk techat, hogy az

X2 "X i sz

intervallum (1 —p) 100%, szinti konfidencia-intervallum az
ismeretien o? paraméterre. Ugyanilyen szintQ konfidencia-inter-

vallum " N
( Vns r’us)
Xpa | Xi-pia
a sokasig o szdréséra.

Ha p=0,05, akkor a x§, és xi_.p, értékeket a tdblazatbél
esctleg nem tudjuk kézvetleniil kiolvasni, e két szdmot ui.
kiilbn-kiildn kell meghatiroznunk a (10.14.1) egyenlfségek
alapién, mérpedig az & =0,025 és 1—§=u,915 valészind-
ségekhez tartozd értékeket nem minden tablazat tartalmazza.
Ekkor és més hasonld esetben is linediris interpolicift alkal-
mazunk.

Példa. Egyik egyorsbs automata gép dltal készitett alkatrészek kozil
10-¢t kivélasztva, az alébbi sredményeket kapték

2,18 2,12
2,14 2,15
2,17 2,14
2,13 2,10
2,21 2,14.
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Ennek alapjin x = 2,148, 5=0,032. A o-ra vonatkozd 95%-0s konfiden-
cia hatdrok a ktvetkezdk:

alsh —FEE = 0,022,
il
fulso = 0,058.
X L= pi2

10.15. Konfidencia-intervallum a binomidlis eloszlis ismeretlen
paraméterére. Legven 4 egy esemény és jeldlje p ennek valé-
szinliségét: p = P(4). n fliggetlen kisérletet végezve, a p valbszi-
niiség becslésére a

X4 X3+ o +X,

n

relativ gyakorisagot haszndljuk, ahol x,=1, vagy 0, aszerint,
amint az A esemény az i-edik kisérlet sorin bekivetkezik vagy
nem. Az np valdszinlisém véltozd binomidlis eloszlisi,

M (np) =np,
D*(np)=npq, q=1—p.
A centrilis hatireloszlistétel szerint eléggé nagy n esetén az
p—np _ PP
¥npg Vg

sl;gdardiz&lt valdsziniiségi valtozd kdzelitben N(0, 1) eloszlasq,
tchat

p[ﬁ ?% = A) ~ 20(4) — 1.

Pq
A baloldalon a zardjelben 4ll6 esemény ekvivalens azzal, hogy

(p-pyr=2H.
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Négyzetreemelés és rendezés utdn az

A% 5 S 2
1+ )p? - 2p+?)p+,p§ﬂ (10.15.1)

egyenlStlenség adddik. Itt bal oldalon, rdgzitett p esetén a p
valtozé egy méasodfokil fiiggvénye szerepel, amelynek grafikonja
a p-tengelyt a megfelel§ masodfoki egyenlet gybtkeiben metszi,
a gybkdk kdzdtti p értékekre pedig teljesiil a (10.15.1) egyenl&t-
lenség. E két gybk a kdvetkezs:

g =45 4 . 5 2
sy PP
= 4

Py = » o (10.15.2)
l+—
H
"+£+—‘-1-V‘1 =
., PryptEfit-nig
P2 = T (10.15.3)

14+—
n
A mondottakbél kévetkezik, hogy
P(p,=p=p,)=~20(1) -1. (10.15.4)
A (P, p;) intervallum tehét jé kizelitésben (1 — &) 100%, szintii

konfidencia-intervallum a p améterre, ha A-t ol
vilasztjuk, hogy = . sk

20() =1 = 1—g;
2{1—@{1]] = g

1
Ha n eléggé nagy, akkor = elhanyagolhatd %-hﬁz képest,
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ennélfogva a konfidencia hatdrokra az alibbi kozelités adodik :

5, gﬁ_,t-l/ﬂla:ﬂ; (10.15.5)

B2 ﬁﬁHVLl;F—]'. (10.15.6)
Az 58. &brén feltiintettiik néhany p relativ gyakorisaghoz tartozé

Py és p, konfidencia-hatirokat. Az &bra a (10.15.2 és 3) pon-
tos értékeket tartalmazza n=10; 20; 50; 100: 1000 esetén,

0 F
10 = g
09 A A L o
ll "_,.-" ffﬂj’
08 A AL AL 6.2
’ r..-"" s ¥ il
a7 P L] X Iy 0.3
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Relativ gyakorisdg: kin=p 58, &bra
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A statisztikai probdk egy vagy tibb statisztikai sokasig el-
oszlasaival kapcsolatos hipotézisek ellenGrzésére valék. Ebben
a szakaszbarn a szoban forgd sokasigok eloszlasainak a tipusdr
lsmergne.l: tqteie::a:w: fel, az eloszlis egyes ismeretlen paramétereire
tett hipotézisek ellendrzésével foglalkozunk, Az e célra alkal-
mas probak kozill hirmat ragadunk ki. Minden egyes probat
megeloz egy elméleti meggondolds, amely eljdrdsunk indokli-
sara szolgil. E helyen a prébik menetét illetSen nem bocsét-
kozunk részletes elfzetes magyarazatokba, csupdn megjegyez-
ziik, hogy az alapgondolat lényegében mindig ugyanaz, és ez
akarmelyik probibdl megérthets. Az Olvaséd szimara azt ajanl-
Juk, hogy a matematikai szempontbél legegyszeriibb u-probat
gondosan tanulminyozza at, eziltal a tébbieket is kénnyen
megértheti,

lﬂ.lﬁ.’..u u-proba. Tegyilk fel, hogy a sokasig normalis el-
uszi@u, és ismerjiik a szords szdmszer(i értékét: ez az infor-
macio valamilyen kordbbi vizsgilat alapjin rendelkezésiinkre
ﬁ!l, Ellqnﬁrlzni akarunk egy, a sokasig m vérhatd értékére tett
hlpﬂtéiftﬁt, mely abban 4ll, hogy m egy meghatirozott szimmal
egyenld, m=m,. Misképpen megfogalmazva: a hipotézis abban
tfa_’f,' }fﬂgy a sokasdg vdrhatd értéke és az m, szdm kizétt az
etteres O-val egyenld. Emiatt a kiindulé hipotézist null-hipoté-
zisnek is szoktak nevezni. Legyen x,, a5, ..., x, egy, a sokasig-
bol vett n-elemi minta. Ezek most az el8zetes elméleti Tejte-
getés soran még nem konkrét szimszer(i értékek, hanem valé-
szinlségi viltozék. Ha helyes az m=m, hipotézis, akkor az

u=Vn x‘:“"’ﬁ (10.16,1)

valosziniiségi viltozé N(0, 1) eloszlast. Marmost a standard
normilis eloszlds tAblazatabél adott 0<p <1 szimhoz meg-
hatarozzuk azt az up-t, amelyre teljesiil a

P(lu) =u,)=p
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relacid!®, u,-t olyan kicsinek valasztjuk, hogy a p valdszinii-
ségli esemény gyakorlatilag elhanyagolhatd legyen, vagyis gya-
korlatilag biztos legyen az |u|=u, esemény, ;ltalﬂban az
p=0,05 p=0,01, p=0,001 értékek hasznilatosak.

Ha most egy n konkrét numerikus értékbdl allé6 mintdnk van.
akkor ezek X sridmtani atlagit a (10.16.1) képletbe helyette-
sitve w-ra egy numerikus értéke kapunk. Két eset van: vagy
| =wu,, vagy |u|=u,. Az elsd esetben olyan esemény kivet-
kezett be, melyet gyakorlatilag lehetetlennek mindsitettiink, és
ebbdl (az indirekt bizonyitis elvéhez hasonldéan) arra kdvet-
keztetiink, hogy helytelen a kiindulé hipotézis. Az m=m,
hipotézist ez esetben elvetjilk, és azt mondjuk, hogy a sokaség
tényleges m varhaté értéke és a hipotétikus m, kézotti eltérés
lényeges, szignifikdns az (1 —p) 100%;-05 szinten. Az |w|=u,
esetben nincs semmi indokunk a hipotézis elvetésére, nincs
ellentmondés adataink, a konkrét minta é az m=m, hipo-
tézis kozott.

Példa. Egy csévigd automatagépnek 1200 mm hosszisdgl csddarabokat
kell levégnia. Ellendrizni akarjuk, hogy a gép dltal gydrtott darabok hossz-
mérete megfelel-e az eldirt méretnek. Eldz0 adatfelvételekbél tudjuk, hogy
a szdban forgd gép dltal gyartott darabok hossza normilis eloszlisd
valdszinlségl valtozd o =3 mm szdrdssal. A vizsgilat célidbdl a legydrtott
darabok kizill véletlenszeriicn kivdlasztunk 16 db-ot, és az w-probit al-
kalmazruk annak eldéntésére, hogy nincs-e szignifikdns eltérés az eldirt
méreitdl. A kivilasztott 16 db hosszméretére a kivetkezd értékeket
kaptuk (mm-ben): 1193, 1198, 1203, 1191, 1195, 1196, 1199, 1191, 1201,
1196, 1193, 1198, 1204, 1196, 1198, 1200. Eszerint myp= 1200 mm,
g=3mm, X=1197 mm, }n=4, tehit

X — Mo

'":.Fﬁ = —4: |u|=4ﬁ'ﬂu,nn|=31191.

A proba alapidn magas szignifikancia szinten el kell vetniink azt a felte-
vést, hogy a gép dltal gydrtott darabok 4tlagos hosszmérete 1200 mm. A
Byartdst tehdt le kell dllitani, és a gépet djra bedllitani a helves méretre.

A szignifikancia szintjét mindig meg kell emliteniink. Az
eltérés ui, lehet szignifikins 95%-0s szinten, de nem szignifi-

W Ez az yp upyanaz, miot &z s-proba drgyvelisakor bevezstett wp.
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kins a 99%-0s szinten. Ha a hipotézist elvetjiik, fennforog a
tévedés lehetSsége, mégpedig mivel P(lu| =u,)=p, ezt a prébat
egymdstdl fiiggetleniil igen sokszor elvégezve, atlaghan minden
100 préba kozil 100p esetben tévediink.

Ha |u| =u,, akkor a hipotézist nem vetjiik el, az elfogadésra
azonban minden tovabbi nélkill nincs elegendd alapunk. Az
lu| =u,, ill. az ezzel ekvivalens

My —t, = = ¥ = Mo + Uy~ (10.16.2)

n Vn

esemeény nagy valdszinliséggel bekivetkezhet akkor is, ha
m#=mgy, de m és m, eltérése kicsiny. m értékét nem ismerjik
ugyan, forméilisan azonban meg tudjuk hatidrozni annak a vald-
szinfiségét, hogy a (10.16.2) relacid teljesiiljén. Mindhirom tag-
b6l m-et levonva, majd o/yn-nel osztva azt kapjuk, hogy

Mmy—m X — -
Vn—o——u,= Vn =" s Vn " 1,

és mivel kdzépen egy N(0, 1) eloszldst valdsziniiségi véltozd
&ll, a (10.16.2) relacié teljesiilésének a valésziniisége

m(ﬁ Mo ‘”’+u,)— n::-(r’?: ""“:"rup). (10.16.3)

o

Ez egyben annak a val6szin(isége, hogy tévediink, ha az |u| = i,

esetben elfogadjuk a hipotézist. Mérmost akir m,=m, akar

my-=m, a (10.16.3) valdszin{iség mindenképpen 0-hoz tart, ha

n-+oo, Nagy mintaelemszam esetén tehat az |u| = u, esetben el-

thga_ﬂhatjuk a hipotézist, mert a tévedés valﬁszin&ség& eléggé
csiny.

Egy statisztikai prébinal kétféle hibit kdvethetiink el: clvet-
jiik a hipotézist, holott az igaz, ill. elfogadjuk a hipotézist, ho-
lott az nem igaz. Ezeket elsd ill. misodik fajta hibiknak nevez-
ziik. Az elsGfajta hiba valészinlisége éppen p. Fzt tetszés sze-
rnt cstkkenthetjilk, hiszen a szignifikancia szintjét magunk
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irjuk eldé. A masodik fajta hiba valdszinilisége attél fiigg, hogy
milyen alternativ hipotézis teljesiil. Ha a minta elemsziménak
minden hatiaron tul valé nbvelése esetén a mésodik fajta hiba
minden alternativ hipotézis esetén O-hoz tart, akkor a prébat
konzisztensnek nevezziik, Az el6bb bebizonyitottuk, hogy az u-
proba konzisztens. Ugyanez all valamennyi, ebben a kdnyvben
tArgyalt prébara,

10.17. A t-préba. Feltesszitk, hogy a sokasig normailis elosz-
list, azonban sem a sokasdg virhato értéke (m), sem a szordsa
(o) nem ismeretes. Ellendrizni akarjuk az m=m, hipotézist. A
10.12. szakasz szerint a

t=VnZ 3:"" (10.17.1)
valdszinfiségi valtozd n—1-
szabadsagfokn STUDENT-elosz-
lasi. Adott p-hez a STUDENT-
¢loszlas tablizatdbdl megha-
tirozhaté olyan ¢,, amelyre
teljesiil a

P(lt| =t,)=p

egyenldség (l. az 59. Abrdt). Ha most a mintabdl szdmitott
konkrét ¢ érték abszoliit értéke nagyobb, mint 1,, az m=myg
hipotézist elvetjiik, Ellenkez8 esetben nincs ellentmondas a
minta és a hipotézis kozott, s6t eléggé nagy mintaclemszdm
esetén a hipotézist elfogadhatjuk, ha 7| =1,. Az ezdlta] elkbve-
tett hiba valdszinlisége uwi. az u-probahoz ‘hasonléan a minta-
elemszam novelésével tetszGlegesen kicsivé tehetd.

Péida. ArammérBket gy igazitanak be, hogy a mérdket szinkron mii-
kidtetik egy standard drammérdvel. Beigazitds utdn 10 drammér(t tar-
talmazé mintdt vesziink, és ellendrizzilk, hogy konstansaik csak véletlen-
szerilen térmek-c el a standard drammérd konstansétdl. E célbdl precizits
wattmérivel és stoppermérbvel pontosan meghatdrozzuk a szoban forgd
drammérfk konstansait, majd r-probéval ellendrizzilk azt a feltevést, hogy
az eltérések csak a véletlennek tulajdonithatdk-e vagy szisztematikusak.

59. dbra
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A mintét alkotd 10 mérd konstansait és a mintabeli jellemzd értékét
az aldbbiakban kézdljilk. A standard mérd konstansa 1.

X

0,985
1,003
0,996 T =099
0,994
1,002 n=10
0,987
0901
1004 — =0,002 285
0,985 a
Ennck alapjin
x—1_0994—1
s 0,002285

A mbadaﬁamh_:i STupnEnT-closzlds tdbldzata alapjdn 0,05 =2,262;
to,01 = 3,250. Eszerint szignifikdns eltérést tapasztalunk 95%-os szinten, de
nincs szignifikdns eltérés 99%-0s szinten. A hipotézis megtartisihoz
aronban nincs elegendd alapunk (a 995¢-os minBsités esetén), mert a
minta elemszima nagyon kicsi.

10.18. Két virhaté érték eltérésének vizsgilata. Tegyiik fel,
hogy van két normélis eloszlast sokasdgunk, amelyeknek para-
meéterei my, oy, ill. m,, ¢,. Ezek konkrét értékei nem ismerete-
sek, feltesszilk azonban, hogy o, =, (ez az informéacié vala-
milyen, a mintitél filggetlen meggondolds alapjén rendelkezé-
siinkre all), és ellendrizni akarjuk az m, = m, hipotézist. Ha az
elsG sokasighdl ny , a masodikbdl ny elemszdmi mintét vesziink
¢s ¢ mintdk egyméstdl fiiggetlenek, akkor a 10.13. pont szerint
a hipotézis helyessége esetén a

"y 13 V 153 +nys53

valoszinliségi valtozd n + n, — 2-szabadségfoki STUDENT-elosz-
lasd. Adott (kis) p-hez a STUDENT-eloszlis tablazatibél meg-

=Vr

- 2,63,

(10.18.1)
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hatirozzuk azt a 1 -t, amelyre teljesiil a P(|¢] =r,) = p egyenld-
ség. Ha most a konkrét mintabdl szamitott ¢ érték abszolat
értékben nagyobb, mint r,, a hipotézist elvetjiik, ellenkezd
esetben nines ellentmondas adataink és a hipotézis kézott, Ha
n, €s n, eléggé nagyok, akkor a |f|=t¢, esetben a hipotézist
elfogadhatjuk, mert az ebben vald tévedés valosziniisége ny és
n, minden hatiron tili névelésével O-hoz tart.

Példa. Meg akarjuk vizsgilni, hogy egy 1) készitési eljirds javitia-¢ a
beton mindségét, nevezetesen nbveli-e a tbroszilirdsdgit. E célbol ugyan-
abb&l a nyersanyagbol 12 egyenld mennyiségli mintdt vesziink. Ezeket
véletlenszeriien kettéoszfjuk, és mind a régi, mind az 10j eljarissal 6—6
probakockidt készitiink. Az alibbi tiblizat mutatja az egyes probakockak
toriszilirdsagat kgfem2-ben; x, a régi, x: az 0 eljdrdssal készitett kockak
torgszilardsdgdt jelent.

Xy Xz

SO 305
301 17
303 308
288 300
294 il4
296 316

Az adatok alapjin azt kapjuk, hogy %, =297, Xz = 310, 5y = 304, _.:E = 4f,
Itl=3,64. A préba szignifikancidt mutat még a 997-o0s szinten is, mert
10 szabadsdgfok esetén fo.0: = 3,17. Eszerint az 0j eljdrds javitia a beton
toroszilirdsdgat.

10.19. Az F-proba, Tegyiik fel, hogy van €gy X3, Xyz, 00 Xym,
mintank egy N(m,,o,) eloszlisi sokasighdl ¢s egy madsik,
X310 X33, rey X2n,, 82 €l6z616] fliggetlen mintink egy N{m;. a;)
eloszlasi sokasaghol. Az m,, 6, m;, 0, paraméterck nem isme-
retesek. Ellendrizni akarjuk a o, =0, hipotézist. Jeldljék si,
ill. 53 az elsd, ill. masodik minta empirikus szorasnégyzeteit.

- my—1
A 10.7. szakasz 2. tétele szerint —'?f— s¥2 ¢py n, — 1-szabad-
1

sagfoki, .-__rz_;_l 532 pedig n, — l-szabadsagfoki x?-eloszlasi
73

valdsziniiségi valtozé. Mivel a mintak fiiggetlenek, ezek a

valosziniiségi viltozdk is fuggetlenek, ennélfogva o, =g, ¢se-
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tén az
?l;_"] 2
n, —1 E1 | Siz
F: x ] 1 — -—!'__
m=1 g1 o° -Is:l
a; *?

;;lﬁatzinﬁségi valtozé n, — 1, n; — l-szabadsigfoki F-eloszlast
vet.

. A0y =0, hipotézis ellenSrzéséhez ki kell jeldIniink egy olyan
intervallumot, hogy F értéke p valésziniiséggel essék ezen kiviil.
Ilyen intervallumot tébbféleképpen jeldlhetiink ki. Igen egy-

- szerlivé vilik azonban a préba

konkrét végrehajtisa, ha az
: 1
ntervallum — - el
. mnterva uml F, gyel jeldit alsé
‘éis f:flvdi Jci:ﬂlt felsd hatdrat
gy allapitjuk meg, hogy (. a
£iz 60. abrat)
5 KX *2
5
A P(si“ :--Fz) = £ (10.19.2)
s 532 P
P(d‘;: "fﬁ-) = P(}ff?f'l) = E [IU'IQ.H-_]
Ekkor p annak a valdszinfisége, hogy F kiviil esik az [Fl : F;]
intervallumon: .
P il i
- g 7 E )| =p. (10.19.4)

Vegyiik figyelembe, hogy kis p esetén Fy és F; 1-nél nagyobb
szamok (p=0,3 esetén ez mindig teljesiil, barmilyenek legyenek
1s a szabadsagfokok). Ebbél kivetkezik, hogy annak eldinté-

sére, vajon F kiviil vagy belill fekszik-e az {?1-, F:] interval-
1
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i | 2 .
lumon, elegend& azi—%—i és j-z—: hinyadosok koziil azt, amelyik
1

I-nél nagyobb, kivélasztani és megnézni, vajon nagyobb-e
ez vagy sem, mint az % valdszinfiségliez tartozd tablazati érték.

Ennek meghatirozasakor ne tévessziik el a szabadségfokok sor-
rendjét, mely n, — 1, ny—1, ill. n;—1, n; — 1 aszerint, amint
512 >51%, ill. 53° > 512,

A hipotézist a fent mondottak alapjin vetjiik el, ill. fogad-
juk el. Ez utébbit azonban csak nagy mintaelemszim esetén
tehetjilk meg, egyébként csupin annyit mondhatunk, hogy
nincs ellentmondéds adataink és a hipotézis kozdtt.

Példa. A két virhatd érték eltérésének vizsgdlatdra emlitett példdval
kapcsolatban most ellenéirizni fogjuk a szordsok egyenldségére vonatkozd
hipotézisiinket. A példdban

s1=1384,

583 =46;
tehit a nagyobb és kisebb korrigdlt empirikus szérdsnégyzet hdnyadosa

Az 5,5 szabadsdgfoki F-closzlds tibldzati értékeit megnézve, azt latjuk, hogy
abban még az p/2=0,3 esetben is 1,2-nél nagyobb érték 4ll, mégpedig
1,64, Amint p csfkken, ez a kilsz8bszdm ndvekszik, tehdt semmilyen gya-
korlatban haszndlatos szint esetén nem tapasztaltunk szignifikdns eltérést.
A hipotéris biztonsdgos elfogaddsdhoz nagyobb elemszdmi mintdra voloa
sziikségiink, ekkor valik ui. kicsivé a mdsodik fajta hiba. Az a tény azonban,
hﬂgﬁ'ﬂ 1-t8] igen kevéssé eltérd hdnyadost kaptunk, a hipotézis elfogadisa
mellett szbl.
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10.20. Az illeszkedésvizsgilat fogalma. Ha a hipotézis ellen-
Orzésére szolgald statisztikai fliggvény y?-eloszlasi vagy leg-
alibbis a mintanagység minden hatiron tali ndveléskor aszimp-
totikusan (hatérértékben) »2-eloszlési, akkor a statisztikai pro-
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bét x?-prébdnak nevezziik. y*-probéval ellenSrizhetjiik egy &
valosziniségi viltozé eloszlisira tett hipotézisiinket. Mivel itt
nem csupan egy eloszlds paramétereire tett hipotézis, hanem a
£ valdszinfiségi valtozd egész valdsziniiségeloszlisara tett hipo-
tézis ellendrzésérél van szd, a megfeleld probat illeszkedés-
vizsgdlatnak nevezzilk. Ha ezt a hipotetikus eloszlast teljesen
megadjuk, akkor tiszta illeszkedésvizsgdlatrél, ha pedig csak az
eloszlds tipusat specializiljuk, és a benne levd paramétereket
a mintdbdl becsilljiik, akkor becsléses illeszkedésvizsgdlatrol
beszéliink. y*-probaval ellendrizhetjiik a val6sziniiségi valtozdk
fiiggetlenségét is. Tovdbbd azt a hipotézist is, hogy adott valé-
szinliségi véaltozdk azonos eloszlasiak-e¢ vagy sem. Ebben a
részben ¢ négy y?-probat targyaljuk.

10.21. Tiszta illeszkedésvizsgdlat. Egy & valdszinliségi valtozd
eloszlasara tett hipotézisiinket oly médon ellendrizziik, hogy &
lehetséges értékeit véges sok, kdzds elemet nem tartalmazd
csoportba soroljuk. Ha £ lehetséges értékeinek szdma véges és
ez a szim nem til nagy, akkor £ minden értéke egy csoportot
képvisel, a csoportositis tehdt adott. Ha & lehetséges értékei
egy sorozatot alkotnak, akkor a nagy indexii, egyenként
kis valdsziniiségli tagokat egy csoportba vonjuk dssze, mig a
tobbiek egyenként egy-egy csoportot képviselnek. Folytonos
closzlas esetén célszerii egyenlSkozi csoportokat alkotni, a
szakaszban leirt médon, ettél azonban esetenként eltérhetiink.

Jelblje r a csoportok szdmit, p, a & valdsziniiségi viltozé
hipotetikus eloszldsédban annak a val6szinfiségét, hogy £ értéke
az i-edik csoportba essék, és v, az i-edik csoportba es§ minta-
elemek szamit, més szdval az i-edik csoport gyakorisdght.
Nyilvinvald, hogy fennillnak a

Fl +P]++pr = ]!
W+t +v, =n

egyenlfségek, ahol n a minta elemszama. Mivel hipotézisiink
alapjén p, ugyanannak az eseménynek a valészin{isége, melynek
v; a gyakorisiga, fenndll az M(v)) =np, egyenléség. A megfi-
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gyelt és a virhatd gyakorisigok kozdtti eltérést célszerii egy

::Z1| c;(v;—np,)*
alakii mennyiséggel mérni, ahol ¢,, ¢1, ..., ¢, alkalmas pozitiv
silyok. A fenti sszeg a v, gyakorisigok jelenléte miatt valo-
szinliségi viltozd, amelynek hatireloszlisa (n— < esetén) egy-
szerli alakot 8lt, ha az ¢, slilyokat K. PEARSON nyomén a
kiivetkezGképpen vilasztjuk: ¢,=1/np,. Az igy felirt

L (v—np)?
1= —t T (10.21.1)
E i‘-zi: np;
Usszeget az empirikus és a (hipotetikus) eiméleti eloszlés eltérése

mérfsziménak tekintjilk. Mivel v; binomiélis eloszldsa np, var-
hatd értékkel, a MorvRE—LAPLACE-téte] szennt a

& = _1"'; _11Fi
F"Pi
valoszinliségn valtozd aszimptotikusan normailis eloszlasa, 0

virhaté értékkel és )T —p, szérissal. Ezek segitségével
(10.21.1) a k&vetkez§ formaban irhato fel:

= 2.
=]
Ha z,, z,, ..., z, fiiggetlenek volnanak, akkor ebbdl mar kivet-
keznék, hogy a x* valészinfiségi valtozé (alkalmas konstanssal
szorozva) aszimptotikusan y?-eloszlisi. A z, valdszinfiségi val-
tozdk azonban nem filggetlenek, s6t eleget tesznek a

F

SVpz, =0 (10.21.2)

reliciénak. Mégis, bebizonyithatd, hogy a (10.21.1) valdsziniiségi
vdltozd aszimptotikusan y*-eloszldsi r— | szabadsdgfokkal:

lim P(x2<x) = K,_,(x). (10.21.3)

=
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A -szabadsdgfokok szaméanak r-rél r— l-re cstkkenése heu-
risztikusan a (10.21.2) relaciéval magyardzhatd. Eléggé nagy n
esetén K, _,(x) jol kozeliti a ¥? valosziniiségi viltozé eloszlisat.
Arra vonatkozdlag, hogy milyen nagynak kell n-nek lennie, hogy
gyakorlatilag K,_;(x)-et a x* valdszinfiségi viltozd eloszlis-
fiiggvényének tekinthessiik, azt mondhatjuk, hogy ehhez ele-
gendd, ha np,= 10 minden i-re vagyis n legaldbb a legkisebb p,
hipotetikus elméleti valdszinfiség reciprokdnak a 10-szerese,

Ezt a feltételt szem eldtt tartva, a préba menete a kivet-
kez§. Adott kis p-hoz meghatdrozzuk azt a 3} szdmot, amelyre
teljesiil, hogy

p=1-K_,(x}) = P(x? = x3). (10.21.4)

Ha a minta alapjén kapott y* értéke nagyobb, mint 32, a hipo-
tézist elvetjilk. Azt mondjuk, hogy nincs ellenmondés a hipo-
tézis és a minta kozdtt, ha y®>=y2. Sokelemii minta esetén
a hipotézist elfogadhatjuk, ezzel nagy hibit nem kévetiink el,
a fent leirt préba wi. konzisztens,

Példa. Ellenbrizzilk azt a hipotézist, hogy a lottén az 1-t81 90-ig terjeds
szimok mindegyikének egyenld, tehdt 1/90 a valbsziniisége. A lottd meg-
induldsdtdl kezdve, az 1961. évi 25. jdtékhétiz bezdrtlag Osszesen 225
Jatékhét volt, ezek adatait vesszilk alapul. Mivel minden alkalommal
ot szdmot hiznak, dsszesen = 1125 adatunk van, ami a proba elvégzésé-

1125
hez elegendd, mert "P'=_'§E:_ =12,5=10. Az egyes szdmok gyakori-
sdgait az alibbi tdblizat tartalmarza:

T
"t '8 ['u '3 ['m |0 "5 {17 "0 "1 |0 97 " 7
(%6 (77 |18 (19 |20 |27 |22 |23 \ew |25 |#6 |7 28 |29 _ |0
9 [ (7|7 (% |01 ||| 72 [m |5 {1 |17|7
v [ [ % [ 7 % 0% [0 [5[% [ %
% |9 |72 2 6 [19 % |51 0 [0 [0 "0 "0 [
5 % %1 %72 %0 77 [ % e Vo0 % 5 M5 [
o 17 "0 "a e % ' ' (0 [ [72 (o (12 [0

BECSLESES ILLESZKEDESVIZSGALAT 365

A megfeleld 3 érték a kivetkezd:

( mnr
g9 |¥i— 2 S
2
- E = E 2y, — 25)2 =81,16.
Ve 1005 "=

S0

Ha ezt dsszehasonlitiuk a yi-closzlis tiblizatiban a B9 szabadsigfoknak
megfeleld sor adataival, akkor azt litjuk, hogy a p =0,7 esetben x? = 81,56,
és amint p csdkken, y® nivekszik, tehdt semmilyen gyakorlatban haszné-
latos szinten végzett hipotézisvizsgdlat nem mutat ellentmonddst adataink
&5 a hipotézis kazidtt. S6t, ha a hipotéris igaz, akkor az esetek 70%{-dban
81,6-n4l nagyobb ¥* értéket kapunk. Az egyes szdmok hizdsainak vald-
szinfiségére tett hipotézist tehdt elfogadhatjuk.

Megjegyezzilk, hogy a fenti példiban szerepld 1125 adatot nem egy-
miastdl fiiggetleniil nyertilk, az egymds utdn kbvetkezd 5t szimot ui. egy
alkalommal hiztdk ki, visszatevés nélkill. Ez azonban nem zaﬁrq. mert
az egy hizds sordn nyert 6t mennyiség kdzti figgdség nagyon kicsi, és
dltaliban, ha egy minta elemei nem is fiiggetlenek, de a fliggiség nem tdl
erds, akkor is alkalmazhatd a y*-proba.

10.22. Becsléses illeszkedésvizsgdlat. A tiszta illeszkedésvizs-
gilat ritkan fordul eld a gyakorlatban. Sokkal gyakoribb az az
eset, amikor a p, valdszinliségek ismeretlen paramétereket tar-
talmaznak, melyeket a mintidbdl becsiiliink. Tegyiik fel, hogy
a p, valdszinliségek s szimi paramétertSl fiiggnek:

pi=pda,, ..., a,). (10.22.1)

Ebben az esethen az ellendrizend& hipotézis abban &ll, hogy a
sokasdg eloszlasa a (10.22.1) eloszlistipusba tartozik, valami-
lyen a, ..., a, paraméterekkel. Teh&t pl. normdlis vagy Pois-
soN-eloszldsi-e a sokasig (mindkét esetben p, egy csoport
valosziniisége). Bizonyitids nélkiil kdzdljiik a kovetkezl tényt.

Ha a,, ..., 4, az a,, ..., a, paraméterek maximum-likelihood
becslései, akkor a
L [v—npi(@y, ---, 4,)°]
2 = A 10.22.2
X Ig Wf{all LALE ﬂ:} { }
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valdsziniiségi vdltozd aszimptotikusan y*-eloszldsii r—5—1 sza-
szabadsdgfokkal, formuldval kifejezve:

lim P(y*<x) = K,_,_,(x), x=0. (10.22.3)

P ]

‘.d" probat ugyaniigy hajtjuk végre, mint az eldbb, csupin azt
Jegyezziik meg, hogy ez a prdba is konzisztens.

Példa. Radioaktiv elem a-részecskéket boecsdt ki. Szdmldloval mérjiik
egy bizonyos térrészbe ¢ id8 alatt érkezd részecskék szdmdt. Osszesen
n = 800 mérést végziink, minden alkalommal 7 mésodpercig. Az alibbi
tiblizat mutatja az egyes k ériékek gyakorisdgait, ahol & a ¢ idd alan
befrkezett részecskék szdma, valamint a Poisson-eloszldsnak megfeleld el-
méleti értékeket:

: 3,88)" 4

k . (gyakorisdg) 800 {.i:ﬁ e ™ = np(d)
{]l ég I 16,874
65,096
2 121 125,577
3 160 161,527
4 162 155,852
5 118 120,321
6 B2 77,420
7 45 42,706
8 16 20,616
9 8 8,848
k=10 5 5,163
300 800,000

9
2 kmo+11n0 3087

'3 k=0
A= = =
500 go0 — 86

Ellenbrizni akarjuk, hogy a megfigyelt gvakorisdgok eltérése a Porsson-
closzldsnak megfeleld clméleti értékekidl véletlennek tekintheti-e, azaz a
¢ id0 alatt beérkezett a-részecskék szdma valdban Porsson-eloszldst kvet-e.
z*-probit alkalmazunk: x* ériéke a tdblizat alapjdn a kbvetkezd:

o (m —npu(3,86))°
x=—k;3:; pul(3,86)

= 2,839,
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A csoportok szdma 11 és 1 paramétert a mintdbél becsiiltiink, tehdt a
10-szabadsdgfoki y?-eloszlissal kell dolgoznunk. Ennek tiblizatdbol lit-
hatd, hogy semmilven, a gyakorlatban haszndlatos szint mellett nem
tapasztalunk szignifikdns eltérést. 58t, mivel y3.s=3,059, ezért ha a
1,86 paraméterii Pomsson-eloszlisd sokasdgbdl nagyszdmi, minden egyes
esetben B00-clemil mint4t vessziink, akkor az esetek kb. 9854 -fban, 3,05%-
nél nagyobb ¥? érték adbdik.

A most kapott yi-érték még 3,059-nél is kisebb. Figyclembe véve még,
hogy a minta elemszdma elég nagy, a hipotézist elfogadhatjuk.

Ha valamely vizsgdlat azt a célt szolgdlja, hogy elddntsiik,
miszerint valdsziniiségi viltozdnk normahis eloszlaso-e vagy
sem, akkor azt mormalitdsvizsgdlatnak nevezzilk. Ennek egyik
mbdja a becsléses illeszkedésvizsgalat, Egy mdsik, grafikus
médszer abban 4ll, hogy az empirikus eloszlasfiiggvényt dn.
Gauss-papiron abrazoljuk. A Gauss-papiron az N(m, o)
ecloszlas eloszlas-fliggvénye tetszbleges m és o esetén egy egye-
nes (1. a 61, abrat). Akdrmilyen normalitasvizsgilatot végezziink
is, eliizetes tdjékozddis érdekében célszerii F(x)-et Gauss-
papiron dbrizolni.

S
5495 -

o

=28
k‘\
\

720 -
300
T =

f.0
i A
=3 -2 -7 g ' a2 r3 61, dbra

10,23, Fiiggetlenségvizsgalat. Tekintettel arra, hogy nem csu-
pan két mennyiségi, hanem két mindségi ismérv fiiggetlenségé-
rél is beszélhetiink, a probléméat a kiovetkez mddon fogal-
mazzuk meg: adott két teljes eseményrendszer: A4,, ..., 4,;
B,. ..., B.: és ellenfirizni akarjuk azt a hipotézist, hogy e két



368 A . PROBAK

eseményrendszer filgpetlen, azaz

=

P(A,B))=P(A4)P(B)), 1=1; (10.23.1)

Két valdszinfiségi vaitozd fiiggetlenségének ellenfirzése esetén
az A, és B, események azt jelentik, hogy a véltozék értékei a
megfeleld index{i csoportba esnek.

Tekintsiink egy m-elemii mintét, és vezessiik be a kovetkez§
jeltléseket :

vy az A,B; esemény gyakorisiga;

E ]
Vp = Iz; vy; az A, esemény gyakorisfiga;

vy = Hzrl' vyy & B, esemény gyakorisfiga;
Py=F(4,B));
o= Spy=PAX  py= Zpy=PB)
Nyilvanvalé, hogy

E-Erj.é V=N

A v;; gyakorisigokat az alabbi, Un. kontingencia-tdbldba ren-
dezzilk el:

Viltozdk 1 28 Osszeg
1 PiegViz...¥ia i
2 V3i¥i3. . Fis Fi.
r ‘F'.-:"r] 'R Il".f. L

Osszeg L T n
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Kétesetvan: 1. p;. és p.; ismeretesek; 2. p;. és p.; nem ismere-
tesck. Az elsS esetben a préba nem mds, mint egy tiszta illesz-
kedésvizsgilat; a hipotézis abban all, hogy

PAB £=11.---|r;
(A:Bp)=pppe ;s F=1, «s 8,
tehiat megalkotjuk a

(viy—npppey)’
- <
X tizlr i=1 nP g Paj
valosziniiségi viltozét, amely aszimptotikusan x*-eloszlasa,
rs— 1 szabadsigfokkal, és a probat a szokisos mddon elvé-
perzik,

Ez az eset azonban rendkiviil ritka. Sokkal gyakoribb a ma-
sodik eset. Ekkor a

PU_E!I rox
;c==nj'ﬁ'( g ) =n(EE Yy —1)(10.13.1]

iml jml Vi ¥ej i=1 j=1 VpVoy

statisztika tekinthetd a proba alapjinak, és errdl bebizonyithatd,
hogy n-—+e= esetén aszimptotikus y*-eloszlasd (r—1)(s—1)
szabadsagfokkal, Ez ui. becsléses illeszkedésvizsgalatnak tekint-
het$ rs szimi csoport €s r+s5—2 becsiilt paraméter esetén
{mind a p;. mind a p.; valészinliségek kozill az egyik a tibbi-
vel kifejezhetd, tehat csak r+s5—2 paraméteriink van), a sza-
badsigfokok szdma tehit ris—(r+5—2)—1=(r—-1(s—1) A
probat a szokott modon végezziik el.
A két eseményrendszer négyzetes kontingencidjdn a

£, & (py—pipg) o W Py
g == -1
7 !% 1‘-:21 PP i=1 f=1 PisPey

mennyiséget értjitk. Ennek empirikus becslése x*/m, a (10.23.2)
valosziniiségi valtozd n-edrésze. Konnyen belithatd, hogy

4
0= E‘F_—g 1, ¢ = min(r, 3). (10.23.3)

24 Prékopa : ValdszindségelmeElet...
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:
A EE—-T hanyadost a két eseményrendszer fliggdségi mértéké-
— Z

nek tekintjiik. Ennek empirikus becslése ﬁ. A figgbség
e mértékének a kovetkezd fontos tulajdonsigai vannak: 0
akkor és csak akkor, ha fenndllnak a (10.23.1) egyenldségek;

2
ha %—1=1 és g=min (r, s) =r, akkor — amint az kénnyen
belathaté — minden j esetén van olyan i, hogy B,c 4;. Ha
€ €s n két valoszinliségi valtozd, ax A;, B; események pedig
azt jelentik, hogy & az i-edik, n a j-edik értékét veszi fel, akkor
] 2
ez utobbi tulajdonsdg azt mondja ki, hogy .

=1 &=
esetén £ filggvénye n-nak. 9 =i

Példa. Csapiagygyiirilk kiilsd és belsd dtmériajét ellendrizziik. Az ellen-
orzés sordn a gylirliket mindkét dtmérd mérete szempontjib6l hdrom
kategdridba soroljuk: jo, javithatd, selejtes. Egy tétel mindségének ellen-
drzése sordn taldlomra kivettiink 200 darabot, és ezeket mindkét méret
megvizsgdlisa utdn kilenc csoportba osztottuk. Ellendrizni akarjuk azt a
feltevésiinket, hogy a csapdgygylriik kiilsd és belsd Atmérdjének mérete
megfeleld, javithatd, vagy meg nem feleld volta figgetlen egymdstdl, E
oélbdl y2-probat alkalmarunk. A kontigencia-tdbliban az egyes gvakorisd-
gok a kivetkezdk voltak:

H’"“‘*--H, Kiilsd dtmérd : — .
Belsd atmérd ‘E\"‘--_.___‘ jé javithatd | selejtes | Osszeg
= 163 8 1 178
javithatd 9 4 | 14
selejtes 1 3 4 F q

Osszeg 179 15 6 | 200
Ennek alapjin
¥ia¥aj
r 5 (1"” — = )
p=n3 SV 1) _ g
i=1 =1 PiaWej

ETR]
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Esetiinkben r=s=1, igy (r—1)(s—1)=4. A kapott z-frték joval
nagyobb, mint a 4 szabadsdglokhoz tartozd valamennyi tiblizati ériéke
a yi-eloszlisnak, exért a hipotézist el kell vetniink. A fliggdség mértékének
jellemzése céljabdl szamitsuk ki a ¢?fg —1 hinyadost:

@ 90,152
g—1 200-2

Ez azt mutatja, hogy a két méret pontossdga a kozepesnél gyengébb kap-
csolatban van egymiissal.

= (,2197.

10.24. Homogenitisvizsgilat. Homogenitisvizsgilatrol abban
az esetben beszéliink, ha el akarjuk dénteni, hogy két vagy tdbb
fliggetlen minta azonos eloszlasi sokasigbdl szarmazik-e. Csak
a két minta esetével foglalkozunk.

Mindkét valdsziniiségi viltozd értékeire ugyanazt a csopor-
tositast alkalmazva, jeldlje r a csoportok szamét. A két minta
lehet killdnbtzd nagysaga is, jeldljék m és n az egves mintak
elemszdmait, tovabba p,, ..., 4., ill. v, ..., v, az egyes gyako-
risigokat. Ezeket célszerli az alibbi tiblizatba foglalni:

By vy [y Yy
Vi ¥y s+ vy

FP I"' HF+PP
m n |m+n

Bebizonyithatd, hogy a

. 1 KWy e
. - Lo S
3= mnﬁ:g_,l' m+“(m H) (10.24.1)

valdszinlségi viltozd aszimptotikusan (m — o, n—= s esetén)
¥ — l-szabadsagfokia yx?-eloszlisi. Ennek alapjin a préba a
szokott médon elvégezhetd. A gvakorlati szdmolas egyszer(iso-
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dik, ha elobb kiszimitjuk az

ni o

mennyiségeket, amelyeknek segitségével ¥ a kovetkezé modon
irhatd fel:

1 F
oy R S 3 = ! 10.24.2
A w(l - n.'r}(lz‘ Hitts mm) ! .

Példa, Meg akarjuk vizsgilni, van-¢ szignifikdns cliérés a kerest foglal-
kozist folytatd és nem folytatd asszonyok gyerckszdm szerinti megoszlisa
kidziitt a munkds- és alkalmazoit csalddokban. Véletlenszeriien kivdlasz-
tottunk 220 héztartdst, ezekben 120 esetben az asszony keresd foglalko-

zast folytatott, 100 esctben nem. A két csoport gyerekszdm szerinti gyako-
risdgai a kivetkerdk voltak:

Ciyerckek szdma Keresik Mem keresdk Egyiitt

0 36 28 604

1 41 36 77

2 i 28 22 50

3 11 8 19

4 3 4 7

3 és tobb 1 2 3
120 100 220

Jelen esetben m= 120, n= 100, r=406, tovibbai

J--l ]. l'.' 3
xi:";m ."'?"' [E__] 51,13-9'1
i=1 i twlm "

Ez a y*-érték kisebb, mint az S-srabadsdgfokl y?-eloszlis valamennyi,
probakra alkalmazott tabldzati ériéke, adataink tehat nem allanak ellent-
monddsban azzal a hipotézissel hogy a két eloszlis azonos.

REGRESSZIOK

0.25. Kétvaltozos regresszio. Tegyiik fel, hogy van két valo-
sI.zinﬁségj valtozonk: &, n és az »n valdsziniiségi valtc_r;:ﬁdértcl‘:ét
akarjuk & értéke alapjan valamilyen modon becsiilni. Mint
altaldban minden konkrét, numerikus statisztikai kdvetkezte-
tést, ezt is megeldzi egy elmélet, amely abban all, hogy £ és
y egyiittes elméleti eloszlasira tAmaszkodva, fe]:rynk egy for-
mulat, pontosabban egy fiiggvényt, amelynek fiiggetlen val-
tozéja helyébe & konkrét értékét helyettesitve, a fliggd _vﬂlmzéra
kapott érték n megfeleld konkrét értékénck becsléséil szolgal.

Az alapvetd kérdés azonban az, hogy milyen elv alapjin irjunk
fel egy iE::IJ. fiiggvényt? Erre sokféle lehetdség kin&]{mm_!s:, de
Ggy tiinik, hogy leghelyesebb a kdvetkezGképpen eljirni. Ha
csak az n valdsziniiségi véltozéval volna dolgunk, akkor n
értékét M (n) virhato értékével becsiilnénk. Jelen tsﬂban azqnban
£ is rendelkezésiinkre 4ll, séit n-ra nézve esetleg bizonyos infor-
maci6t tartalmaz, melyet érdemes figyelembe venniink, n €rté-
két ennek a E-re vonatkoztatott M(n|&) feltételes varhatd értéké-
vel becsiiljiik. Ez a kovetkezSképpen interpretilhato. Sok eset-
ben megfigyeljiik £ és n értékeit, majd vesszilk azoknak az n-ra
kapott adatoknak a szdmtani atlagat, amelyeknek megfeleld
= értékek az x szimmal egyenlék, és ezutan n ér’gékét :zz:'el a
szamtani atlaggal becsiiljiik. Ez azonban csupin mterpretq?,_mﬁ
és nem konkrét utasitis a numerikus szdmitasra. A legtdbb
esetben ui. a &-re kapott adatok kozott a valosziniiségi véltozo-
nak aranylag kevés értéke szerepel, és ha a jivSben egy, ezek-
1651 eltérs x-szel talilkozunk, nem tudunk mit tenni. Masrészt,
még ha x szerepel is a &-re kapott értékek kzott, akkor is
iltalaban oly kevésszer, hogy n megfelel§ értckeinek szimtani
itlaga aligha tekinthetd M (n]é =x) kielégitd kizelitésének.

Ezért gy jarunk el, hogy & és n egyiittes eloszlasara tamasz-
kodva, felirjuk az x viltozd

y= M(n|&= x) {10.25. 1)

fiiggvényét, és az ebben szerepld ismeretlen paramétercket — ha
ilvenek vannak — adataink alapjdn becsiiljik.
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A (10.25.1) fiigguényt az n valdszinfiségi véltozo E-re vonat-
koztatott regresszidjdnak nevezziik.

Ha I és n egyiittes eloszldsa kétdimenzids normilis eloszlis
egyiittes siirliségfliggvényitk .

h{x, I}"] =

‘ 1 (10.25.2)
= 1 S E_;“_m[u:r?w_lrix—m;:]:—m;u:;.--ﬂ;.i

ahol m; = M(E), ms=M(n), o, =D(5), g, =Din). r pedig £ ¢

T g Al =y B — i & .

1’ [lcorrela]:l:m? eglyhtthatuja. akkor & ,:g; N[m?J, ﬂlfe n gpﬁd?;
miy, o;) eloszlasu valdszinlisém valtozd. s

stirliségfiggvényét: gl valtozo. Jellie f(x) a &

S(x) =

1 X =B

— ¢ I8 _
T e (10.25.3)

Az n valoszinliségi valtozénak E-re vonatkoztatott ]

loszinds: . g(ylx) fel-
tételes stiriiségfliggvénye a 3.10. szakasz szerint a (10.25.2) és
a (10.25.3) figgvények hinvadosa:

_ h(x, )
g(ylx) = e (10.25.4)

1 & F
I. ——2” _ﬂ}u_!{.!'—ﬂu—rﬁt;-mﬂ]

= ———
]'ri;'ﬂ"ll' .l. _,-3 ]
Ez rogzitett x és viltozd y esetén egy
N(m_—, +r-§3[x-m,“j, Ty ir'rI_—rr_z)
i

eloszlas sirliségfliggvénye, amibdl kivetkezik, hogy

Mné =x) = Iyg[}'!x} dy = m, +r~EE (x=m,). (10.25.5)
1

—_—
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Azt kaptuk tehat, hogy normalis egyiities eloszlas estén n-nak
E-re vonatkoztatott regresszidja egy egyenes, mely keresztiil
megy a sik sy, m; koordinatiji pontjain és iranytangense
. :—1

1

A (10,25.1) fliggvényt geometriailag dbrazolva, a kapott gor-
bét regresszios gorbének nevezzilk, mely normilis egyiittes el-
aszlis esetén az elébbiek szerint egy egyenes. Ha ez az egyenes
az x-tengellyel parhuzamos, akkor £ és n fiiggetlenek, mert a
regresszids egyenes irdnytangense (o, =0 esetén) csak akkor
lehet 0, ha r=0, marpedig normélis egyiittes eloszlis esetén ez
a tulajdonsig maga utdn vonja a két valoszinliségi valtozd
figgetlenségét.

A feltételes varhaté értékkel kapesolatban emlitettilk, hogy
M (n|E) valészintiségi valtozdként is felfoghatd, ez esetben ez a
¢ valdszinliségi valtozé egy fiiggvénye, és megvan az a tulajdon-
saga, hogy & valamennyi h(£) fiiggvényét tekintve az

M [(n —h(£))*] (10.25.6)

varhatd érték akkor minimalis, ha A(E)= M (]£). Marmost, ha
& és n egyiittes eloszlisa normilis, akkor az a h(x) fuggvény,
melynek argumentuma helyébe a E val6sziniiségl valtozot téve,
a (10.25.6) varhatd érték minimélis, a (10.25.5) linearis fiigg-
vény. Ez esetben tehat a (10.25.6) varhatd érték abszolit,
valamennyi A(x) figgvényre vett minimumét elérhetjilk akkor
s, ha csak a

h(x)=a+bx

linedris fiiggvényekre szoritkozunk. Ugyanez vonatkozik arra
az esetre is, amikor béar £ és 5 egyiittes eloszlisa nem normélis,
a (10.25.1) regresszié azonban linedris.

Fiiggetleniil attél, hogy ez a filggvény linedris-e vagy sem,
kereshetjiik a & valdszintiségi valtozénak azt az a+ b lineéris
fiiggvényét, mely & Bsszes linedris filggvényei koziil ennek leg-
jobb becslését szolgiltatja abban az értelemben, hogy az

M(n —a—bE)] (10.25.7)
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virhato érték minimdlis. Ha az m, = M(5), my = M(y),
ay =D(E), oy = D(n), r = R(E, n) jelslést alkalmazzuk, akkor azt
kapjuk, hogy (10.25.7) akkor minimalis, ha

b=r22; (10.25.8)

i
a=my—myr=2,  (1025.9)
¥y

Az a linedris fiiggvény tehat, melynek argumentuma helyébe
<=t téve, az n valdszinfiségi viltozé legjobb linedris becslését
kapjuk, a kévetkezd:

y = my+r=2(x—m), (10.25.10)

amely felirhatd az

i P Kl | (10.25.11)
Fa ﬂl

alakban is.
A (10,25.10) fiigevény geometriai képe egy egyenes, melyet
regresszios egyenesnek neveziink. Ennele b=r E‘l irdnytangense
1

pedig a regresszids egyiitthaté nevet viseli,

Szemben a (10.25.1) pontos elméléti regressziéval, a
(10.25.10) fiiggvényt linedris regresszidnak nevezziik, A pontos
elméleti regresszié helyett megelégedhetiink a linedris reg-
resszidval akkor, ha jogos az a feltételezés, hogy az utébbi
nem nagyon tér el az eldbbit6l, (Ennek eldéntésénél sokat
segit a minta xy, y;, i=1,2,...,n ériékeinek a sikon vald
abrdzolasa. Normilis egyiittes eloszlis esetén a kett
egybeesik. A linedris regressziénak megvan az az elénye, hogy
képlete egyszerii, mig a pontos elméleti regresszid képletének
meghatdrozisa altaliban igen komplikalt, ha ugyan az egyiittes
eloszlds tipusa ismeretének a hidnya mir eleve nem gordit
akaddlyt e meghatirozas elé,
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Ha a (10.25.10) képletben x helyébe a £ valdsziniiségi valto-

z6t tesszilk, -megkapjuk az y valésziniliségi valtozd

i = i, +r§1 (& —m,) (10.25.12)
1

becslését. Az n—n eltérés szérdsnégyzete, ami egyben a
(10.25.7) varhaté érték minimuma is, a kovetkezd

gl = ﬂiiﬂ—ﬁ} = ﬂ‘i{l —J"z}. (10.25.13)

A (10.25.10) lineéris regresszids azonban még mindig elme-
leti. Ennek empirikus valtozatit megkapjuk, ha az egyes para-
métereket empirikus becsléseikkel helyettesitjik. Ha

Xi1: M1
X3 N2

-

X Vn

egy n-elemii minta, akkor a varhato értékek becslésel

1 n
X = = - lﬂl2511
s = — t; X3 ( 4}
l H
= Sia

a regresszi6s egylitthatd becslése pedig

2{::.—:?1@.-?1

b= -t= (10.25.15)

3 (x— )P
=1
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Felirjuk még o2, 0% és r becsléseit is:
1

3?2 — H_l lgfxt._.j-}z;
.!'5 = —....1...._ é’[ — '}1-
aT S W P (10.25.16)

=1

. Z&H0eh
(.;.i[ (=37 3 (3, -,:?}*)

a? becslésére az s32(1 —r?) mennyiséget hasznaljuk.
Ha £ és n egyiittes eloszlisa normalis, akkor a

£ l-"r -2 .
¢ = ;—i};"?_:;[b—b} (10.25.17)

valosziniiségi valtozd n — 2-szabadsigfoki StuDENT-el i
. J -eloszldsn.

E;n:i :ﬁgﬂal:llgetiﬁvé dtf:st?}hrjmgfé b-re kl:;nﬁdmcia intervallumot

‘ _ .a otézist ellendrizziink.

& tehesh, oy F=01 dkior a e

F

g (10.25.18)

valoszinliségi valtozd n— 2-szabadsdgfokii STUDENT-el ]

_ -eloszlas.

jE]zEgt;énﬁ' Ich:;E:: mf% az r=0 hipotézis ellenfrzését, ami azt
, hogy n fliggetlenek (feltettiik wi. '

eloszlasuk normdlis). { e i
A mintiban szerepl$ x,, y;, i=1,2 n értékek a sik

# r podey neey " on n

pontot hatiroznak meg. ];nr konkrét minta esetén felvethetjilk

azt a kérdést, _hng:,r melyik az az y=a+ bx egyenes, amelyik

ezekhez a legjobban illeszkedik a legkisebb négyzetek elve

t=Vn=-2
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srtelmében, vagyis mely a, b szamok esetén lesz a
Fy—a—bx)’ (10.25.19)
| I.

tsszeg minimalis. Megoldasként b-re a (10.25.15), a-ra pedig
az y— xb.érték adodik, a legjobban illeszkedd egyenes tehat a
(10.25.10) egyenes, ha ott az elméleti értékek helyébe azok becs-
léseit helyettesitjilk. Ez a megjegyzés korébbi eredményeinket
Gjabb megvilagitasba helyezi.

10.26. Tiobbviltozos regresszio., Az eldzd szakaszban targyal-
takkal szemben tdbbszor eléfordul az az eset, amikor egy
valészinliségi valtozd becslésekor egynél tobb tovabbi valoszi-
niiségi véltozéra tdmaszkodunk. Nem ritka az az eset sem,
amikor egynél tibb valoszinliségi valtozét akarunk becsiilni.
Ekkor azonban mindegyikre kiilon-kiilén ugyanazt az eljarast
alkalmazhatjuk, ezért az elméleti tirgyalds soran feltessziik, hogy
csak egynek az értékét akarjuk becsiilni.

Teldljgk &, &,, ..., &, a rendelkezésiinkre all6 valdsziniiségi
valtozdkat, és tegyuk fel, hogy &, értékét akarjuk becsiilm
£, ..., £, alapjan. Megillapodunk abban, hogy beeslé formu-
laként az ;

Xy =M |Ea=22, .y Ey=X) = h{xz, ..., X  (10.26.1)

n— 1-viltozds fiiggvényt fogadjuk el, amelynek fliggetlen val-
tozdi helyébe &, ..., &, konkrét értékeit téve, a bal oldalon
megkapjuk a £, valdszinfiségi viltozd &, becslését.

A (10.26.1) fiiggvényt a &, valosziniiségi vdltozé &5, ..., Exre
vonatkoztatolt regresszidjdnak nevezziik.

AZ [Xg, ooy Xpi BX2s ous X)) pontok az n-dimenzids térben
egy felilleten helyezkednek el, amelynek regresszids feliilet aneve.
Ugyaniigy, mint a kétvaltozés esetben, itt is fennall az, hogy a
h(xy, ..., X,) fliggvény minimalizilia az

MI(E, —h(Ez, - &) (10.26.2)
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varhato értéket, mikdzben h befutja az n — l-valtozds fiiggvé-
nyeket.

Specialis esetben, mint pl. akkor, amikor £,, &,, ..., £, egyiit-
tes eloszlasa n-dimenzids normdlis eloszlds, a (10.26.1) reg-
resszid az x;, ..., x, valtozok linedris figgvénye. Ekkor a reg-
resszids felilet sik.

Regresszios sikrol azonban tetszdleges egyiittes eloszlasa valé-
szinliségi viltozdk esetén is beszéliink, és ezen azt az

X =& +b1111 +-... +b“-xn (“]..16‘,3]

hipersikot értjiik, melyben szereplé a,, b5, ..., by, egyiitthatok
minimalizéljik az

MI(&y —ay —byaky— ... = by, E)%] (10.26.4)
varhatd értéket.

Ez egy minimumfeladat az a,, b,,, ..., b,, valtozdkra, amely-
nek megoldasaként a

c o, R
,b — —J —_— -—-n-—] ._.Iﬁ'
@y = my+byamy+ ... +b,m, (10.26.6)

értékek adddnak, ahol m, = M(&,), o, = D(E); C, és R, pedig
a &,%&, ..., &, valészinliségi valtozok

C=(cu)=(M[(&; —m,) (& _mt}]]

kovariancia-, 1ll.

korrelécié-matrixdnak elfjeles aldetermindnsai. Ha &, helyett
&;-t becsiiljiik a tobbiek segitségével, akkor a, helyett a,-t, bys
helyett b, -t irunk, és ezekre a fenti principium alapjin az adé-

TOBRVALTOZOS REGRESSZIO 381

dik, hogy
L (10.26.7)
bu = “C; o Ry
a; = My + l‘.z‘; bﬂ-_fﬂk. I:lﬂ.iﬁ‘.ﬂ}
kE#®f

llyenformén a regresszids sik egyenlete

it Cii

L R
(xi_mk} = M= E ﬂ_!'t{xt'_ml},
kel CI'I

k=2 O Ry (10.26.9)

.-'l.‘l=m'1—

ill. altaldban

n Clt . 7y & _
= m— 3 P ) = my— 3 L Pt G —m).
HEMTE T T e R 06,10

A b, egyiitthatokat regresszids eg}riirrharﬁknai:qnﬂu_zﬁk. Ha
valdszinfiségi valtozdink egyiittes eloszlasa n-dimenzidés nor-
malis eloszlas, akkor a regresszids sik egyben a (10.26.1) pon-
tos elméleti regressziot szolgaltatja.

A &, valdsziniiségi valtozd és ennek

E=m+ 2 by(s—my) (10.26.11)
et
becslése kozti m=5,—§ ; killénbséget maradéknak nevezziik.
Bebizonyithatd, hogy ezknrrelﬂqtlana&, - s e ek g5 o e
valészinliségi véaltoz6k mindegyikével és

ICl R

2 e L (10.26.12)
-D ':"I] Cu R"

= o}

E mennyiség a £, valészinliségi valtozd £, alapjan torténd becs-
lésének hatdsossdght jellemzi.
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A by, ny és of jelolések roviditései az Gn. YuLe-féle jelslés-
rendszernek. b, teljes jeltlése Pt = Lo L Ly nnshi= Lo B 1y res BE
els§ index azt mutatja, hogy melyik valtozét becsiiljiik, a maso-
dik arra a viltozdra utal, amely eltt éppen ez a regresszios
egyiitthat5 4ll, ezutdn pontot frunk és a pont utin felsoroljuk
a regresszios kapcsolatban helyet foglald tovabbi valtozdk in-
dexeit. Erre azért van sziikség, mert néha a rendelkezésiinkre
alld és indexszel ellatott valdszinliségi viltozéknak csak egy ré-
szével dolgozunk. n, és o} YuLe-féle jelolései ni.q 5 ,_, ., .
ill. @.y,2,...i-1.1+1,...n; ahol tehét a pont utén a jobb oldalon
allé valésziniiségi valtozék indexeit soroljuk fel, a sorrend
tulajdonképpen lényegtelen.

AZ ry = R(£;, &) korreldcids egyiitthaté a £, és £, valészinii-
segi viltozok teljes kapcsolata erdsségének a mérfszima. A
kettd kozvetlen kapcsolatinak mérésére az in. parcidlis kor-
reldcids egyiitthatd szolgil, Hogy ennek a jelentdségét jobban
megértsilk, tekintsiik a kivetkez§ négy valdsziniiségi valtozét:
£y a paradicsomtermés dtlaga jhliusban, £, a jaliusi csapadék-
mennyiség, £, a jiliusi Atlagos kozéphSmérséklet, &, a mozi-
litogat6k szdma juliusban, £, és &, kizott jelentds korreliciot
talalunk, ui. mindketté a &, és £, valészinfiségi valtozékkal
szoros kapcsolatban van. Egymésra gyakorolt kizvetlen hati-
suk azonban elhanyagolhatd. Az ilyen kiszvetlen hatdsok méré-
sére vald a g, =@k 12,0 t= 1, 141, k=1, k+1,...,s PArcldlis korre-
lacids egyiitthat6, amelynek definicidja a kévetkezd: tekintsiik
d E: peuay El-! P -EH. L raeg 'Et_lp 'Ek.p[,-n, E" \’alﬁﬂzjﬂuﬁg valtozd-
kat. Ezek segitségével elkészitjiik &, és £, regresszién alapuld
becsléseit, és az igy kapott

Mea,2,. k=1.k+1,. ..n

ﬂi'l: 1-...|!_|||-[+1 ..... L]

maradékok kdzonséges értelemben vett korrelicids egyiitthatd-
Jat nevezziik &; és &, parcidlis korreliciés egyiitthatdjanak.
Ezéltal £; és &, kapesolatabdl a tobbi valtozék hatésa kiszlirg-
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dik. Bebizonyithatd, hogy
Clk

Ry
%= TV VRuRn

: - il6-
Az ry korrelaciés egylitthatot a parcl%hst-:‘.-l valé megkiild
hﬁzt:ih&s céljabél tordlis korreldcids egyiitthaténak is nevezziik.

1 3 ének ¢,=
Végiil a £, valészinfiségi véltozonak és §; becslésének g,
=0, lgii ;-'. i+1...my korrelacids egyiitthatojat rqbb.s:prbs k;lrrr;
reldcids egyiitthaténak nevezziik. Ez a regresszids kapcsola
szorossiginak a mérSszima. Bebizonyithatd, hogy

l# el _ V:E (10.26.14)
5= pl= 03Ci Ry

E = és csak
kkor és csak akkor 1, ha E,-—;“ tovabba akk-?r
gi:!ri}r 3: ha &, korrelalatlan a tobbi £; valészinfiségi valtoz6k

mindegyikével. 1
A gyakorlati szimitisban a regressziés sik képletében sze-
replé elméleti értékek &ltaldban nem ismeretesek, ezeket egy

N-glemii

(10.26.13)

Xype Xz oo Xn1
.\'.'12, .T:i, TR x.:_

-xl_H',. Il”. ERT] 'le

i il i N-elemia
inta alapjan becsiiljik. E séma i-edik oszlopa egy
ﬂ:ﬁt alkpél: a £, valészinfiségi véltozéra nézve, ennek {elhas;—
nalasdval készitjiik el az m; és of mennyiségek X; és oT? empi-
rikus becsléseit. -

A ¢, kovariancia torzitatlan becslése a kdvetkezd:

N—l-']'JZHl [.:':u —il}{xl:j_-fk.}'l {1']116.]5]
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az ry korreldcids egyiitthaté becslése pedig
N

_..E {xu = -E.'.]'[-‘fu —X)

I=1

- (10.26.16)

N N 2
(j.?.; (xy— x)* J._E.: [-:"-'L_i = E#})
Ez utdbbi becslés torzitott.
A regressziGs egyiitthatékat, tovibba a parcialis és tébbszoros

korrelicids egyiitthatékat pedig gy becsilljilk, hogy ezek kép-
leteibe a most emlitett becsléseket egyszeriien beirjuk.

Figyelembe véve, hogy az inverz-matrix definicidia értel mébe
aZ R korreliacié-métrix inverze a kévetkezd : "

(Riy Rz Ry,
IR] [R| " |R]
Riz Rz Ry,
R=' = |Rl |Rl " |R| |, (10.26.17)
Riy Ry Ru
IR IRl " |R|

az R™! métrix ismeretében a jellemzd adatok mar igen e szerii
szamolassal megkaphaték, Pl 0;-t (10.26.14) szen%'ut ag kap-
juk meg, hogy az R~! mitrix bal fels§ sarkdban &llé elem
reciprokit 1-bdl levonjuk, és a kapott szdmnak vessziik a
(pozitiv) négyzetgyskét. Attol figgSen, hogy koziiliik soknak
vagy kevésnek az értékét akarjuk meghatirozni, déntjiik el,
hogy érdemes-e¢ a korrelicid-matrixot invertilni, vagy egysze-
rlibb a kdzvetlen szimitds, Sok viltozd esetén mindenesetre az

invertdlas latszik eldnydsebbnek a determingnsokkal vald szé-

molds helyett. R~ helyett természetesen C-1- :
hatunk. gyel is dolgoz-

Ha a mintdban szereplé numerikus adatokat tekintjiik, és
keressilk azt az

Xy=ay+byxa+... + byx, (10.26.18)
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sikot, mely az n-dimenzids tér (x,;, X34, ...y Xu)s i=1, 2 e N
pontjaira a legkisebb négyzetek értelmében a legjobban illesz-
kedik, vagyis amelyre a

A
E{Iu—ﬂi—-ﬁlgle— puu ‘-blmx_,,ﬂi (1‘)2619}
i=1
négyzetisszeg minimdlis, akkor megoldasként a (10.26.9) reg-
resszids sikot kapjuk azzal a killonbséggel, hogy az egyes
jellemz6k helyébe ezek empirikus becslése kerill. Ez a megoldas
tehit ugyanarra az eredményre vezet. ‘

E kényvnek nem célja a regresszids problémik kimeritd tir-
gyalisa, megemlitjiik azonban, hogy vannak olyan problémik,
melyekben n viltozd szerepel ugyan, kozillilk azonban csak egy,
mondjuk £, valésziniiségi viltozo, a tibbi nem. Az ilyen esetek-
ben a mintit Ggy tekintjiik, mint az x,, ..., X, valtozok kiilon-
bizd (legtibbszir altalunk vélasztott) értékrendszereihez tar-
tozd és a véletlen 4ltal torzitott, megfeleld £, értékek Gsszessé-
gét, Ha most feltételezhetjilk azt, hogy az M(§,) varhatd érték,
65 AZ X3, ..., X, valtozok kézott egy

M(El:l:ﬂl-l_blixi-!-”' +b1.x. {IG-ZE.IG}

line4ris kapcsolat 4ll fenn, amelyben szerepl§ 4llanddkat a
legkisebb négyzetek elve alapjin becsiiljik, vagyis ugy valaszt-
juk, hogy a (10.26.19) négyzetdsszeggel formailag megegyezd
négyzettsszeg miniméalis legyen, akkor eredményként a
(10.26.7 és 8) értékek empirikus véltozatait kapjuk. Igaz empi-
rikus 4tlag és szérasnégyzet csak X, és s lesz, a tobbi adat
elveszti korabbi értelmét. Szamitistechnikailag ez az eset tehat
nem killsnbtzik a tényleges regresszidtol, az interpreticio
azonban mas. :

Gyakran elSfordul olyan eset is, amikor két valdszinfiségi
viltozonk van, &, n, és keressilk S-nek azt az

a+by&+bE + ... +bE" (10.26.21)
n-edfokii polinomjat, mely n-t a legjobban kozeliti abban az

2% Prékopa: Valdezinlségelmdlet...
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értelemben, hogy az

Mn—a—b b8 —... —b£%%  (10.26.22)
varhatd érték minimélis. Ha jelléseinket a kévetkezéképpen
modositiuk: n=§,, &=§&;, &=L, ...,8" =4 a=ay,
by=bis, ..., b,=by, 4+, akkor az n+ 1-viltozds linearis reg-
resszid probléméja 4ll elSttiink, ilyenformén a (10.26.22) var-
hatd értéket minimalizélé dllanddkat a (10.26.7 és &) képletek
szolgiltatjdk (n helyett n+ l-et irva), csupdn azt kell figye-
lembe venniink, hogy mit jelentenek most &, &;, ..., §ps1-
Ha n=4, a sziikséges szamitasok bonyolultta valnak, ez eset-
ben a kozonséges polinom modszere helyett az On. ortogo-

nilis polinom modszerét ajinljuk. A4 (10.26.22)-t minimalizdlo
konstansokkal felirt

y=a+bx+bx*+.. +bx"

n-edfoki fiiggvényt az n valdsziniiségi vdltozé E-re vonatkozta-
tott n-edfoki regresszidjdnak nevezziik. Hasznalatos a parabo-
likus regresszio név is,

Példa. A magyar Duna vizgyiijtdje Ausztridban és Bajor-
orszagban fekszik. Ha itt jelentds mennyiségli csapadék esik,
akkor a Dunan Arhullim vonul végig, melynek pl. Budapestre
vonatkoz6 tet§z8 vizdllasit elSre akarjuk jelezni. A probléma
igen alapos és kériiltekinté vizsgilatot igényel,'® erre itt rész-
letesen nem térhetiink ki, hanem megelégsziink azzal, hogy
a regresszio illusztrativ példajaként egy leegyszeriisitett eljarast
ismertessiink. Valtozdink a kovetkezdk:

£, az drhullim tet8z8 vizdllisa Budapestnél, csak a jelen-

tdsebbeket véve figvelembe,

&, az drhullimot kivalté csapadék, mely 15 osztrik és ba-

jor teriileten elhelyezett allomés adatainak a szdmtani
atlaga,

&5 a Duna vizdllisa Budapestnél az drhullimot kivéltd ess-
zés kezdetekor.

I* Yo, K. Skeskray, Einige Methoden der Yorhersage der Abflussverhillinisse, Vic-
pazdilkodial Todomdayos Kutatd Imtbzet, 1961,
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Feladatunknak tekintjiik a £, valészinliségi viltozo regresz-
szibn alapulé becslését a &, és &, valbszinliségi valtozék be-
vondsaval, Részletesebb vizsgilat esetén még tovabbi vélto-
zbkat is bevonnak, litni fogjuk azomban, hogy a regresszios
kapcsolat még igy is elég szorosnak n_:lutath:nzlh Mind a
konkrét adatok, mind pedig az elméleti megfontolds alata-
masztiak azt, hogy az M(,|f:=x;, §3=x;3) regresszid, leg-
alibbis kozelitfleg lineéris. Eszerint mem kovetiink el nagy
hib4t, ha eleve lineéris regresszién alapuld becslést konstrud-
lunk &,-re. Rendelkezésiinkre &ll egy 26 elemii minta, melyet
az aldbbi tdblizat tartalmaz

Budapestnél . adék  Budapesti vizdllds
ot drhollim  Jd0pontia  vizdlldsa  csap

totzs {nap) {em) {mm) az esbzés kezdetén

1 1896.8.14 590 58 405
2 1896.8.20 660 52 450
3 1897.8.8 T80 133 350
4 1899.9.22 THY 179 283
5 1903.7.15 710 98 330
6 1906.7.20 640 72 400
7 1907.5.2 670 72 550
8 1907.6.29 520 43 480
9 1907.7.21 660 62 450
10 1912.5.31 690 67 610
11 1912.7.27 500 &4 380
12 1912.8.4 460 33 460
13 1912.9.16 610 57 425
14 1912.9.21 710 62 560
15 1914.7.14 620 34 420
16 1914.7.24 G660 48 620
17 1918.7.1 620 86 380
18 1918.8.15 590 74 350
19 1926.6.26 740 95 570
20 1926.7.1 730 44 710
21 1926.7.17 720 33 T00
22 1926.8.6 720 77 580
23 1926.8.14 640 46 700
24 1954.7.18 8035 123 gﬁ
25 1955.6.26 310 26

26 1955.7.16 673 62 430
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A tdblizat alapjin
X, =653,77 cm, s1= 88,36 cm,
X;= 70,77 mm, s5= 33,21 mm,
%, =482,12 cm, §5=121,61 cm,

az empirikus korrelicidmatrix a kdvetkezé (a gyvakorlatban
kényelmi okokbél R-et frunk R helyett; hasonléan jarunk
el a tébbi mennyiségnél is):
L0000 0,6563  0,2776
R=|06563 10000 —0,3730],
0,2776 —0,3730  1,0000

Ennek determindnsira és elGjeles aldeterminénsaira az alabbi
értékeket kapjuk:

|R| =0,2172,
Ry, =0,8608, Rys = Ry, = —0,7508,
R;;=0,9229, Ryy = Ry, = —0,5224,
Ri3 =0,5693, R;3 = Ry; = 00,5552,
Ennek alapjin
b =1274,99, g =0,86,
byz= 23,48, 0,,=0,85,
bia= 044, 0,,=075,
@23 = —0,77.
A regresszids sik a kdvetkezd

Xy = 274,99 +2,35x, + 0,ddx,,

ahova x; é x; cm-ben, x, pedig mm-ben helyettesitends.
A @ tibbsziirds korrelicids egyiitthaté elég nagynak mutat-
kozik, tehit a valtozdk kozti linedris kapcsolat elég szoros.
Ugyanerre utal R determindnsinak ardnylag alacsony értéke.
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x, 65 x5 helyébe a joviben £; és &5 konkret ériékeit helyet-
tesitve, a baloldalon megkapjuk &, becslését, 5;-t. A & — £
maradék szérisa o=43,52 cm.
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10.27. Egyszerii véletlen mintavétel véges snkgsigb&]+ Vizsgil-
junk egy véges, N szdmi egyedbdl allo sokasagot. Mindegyik
egyedhez tartozik egy szamérték, jeloliék ezeket Xy, X3, ... Xn.
E szamok kbzott lehetnek egyenldk is. Egyszerii véletlen min-
tavételnek nevezzitk n<N szdmi egyed olyan eg_;-_'mds utdni,
visszatevés nélkiili kivdlasztdsdt, amelynek sordn mmden!egyes
lépésben a még a sokasdgban levs egyedek egyenld valdszind-
séggel keriilnek kivdlasztdsra. Egy masik médja az egyszeru
véletlen mintavételnek, amikor n szdmi egyedet egyidejiileg
vilasztunk ki, mégpedig minden ilyen egyed n-est egyenld,

azaz 1 )‘ ["::J val6sziniiséggel. Valamennyi formula és szimszerii

eredmény, amelyet ¢ két mintavétellel kapecsolatban kapunlg,
ugyanaz, az elméleti tirgyalisban azonban a kettS kizott mégis
kilonbség van. Az elsf esetben ui. a kisérletnek a sorrend
fontossaga miatt

N
N(N=1)...(N—n+1) =( )nL
a masik esetben pedig csak

n
N
n
szam@ lehetséges kimenetele van. Mi a térgyalisban az
el§zé felfogasmabdot kovetjiik. o
Jelsljék ,E? , X3, oo X 8Z egyedek egymds utini kivalasztisa

sordn nyert szamértékeket. Ezek egymistol fiigg, de azomos
eloszl4sh, s&t ekvivalens valosziniiségi valtozok, mindegyik el-
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oszlisa megegyezik annak a £ valGszinfiségi valtozénak az el-
oszlasdval, mely az egyed véletlenszerii kivélasztdsa sorin ka-
pott szdmértéket adja. Ha X, X, ,..., Xy mind kiilénbbzdk,

akkor £ ezek mindegyikét % valdsziniiségpel veszi fel, egyéb-
ként pedig

2=

PE=X)=—, (10.27.1)
ahol k az X, értéknek az X, X,, ..., Xy szdmok kozitti elé-
forduldsi szamaval egyenlé, A & valdsziniiségi viltozd elosz-
lasa egyben a sokasig eloszldsa, A vérhatd érték és a szirds-
négyzet definiciéja alapjin irbatjuk, hogy

= N
¥ = M@ = jqllr X (10.27.2)

22 m DR = iﬂ-é{x,—xﬁ (10.27.3)

Az x,, X3, ..., x, valgszinfiségi vdltozok dsszességét a soka-
sdghdl vett n-elemil mintdnak nevezziik. E szakaszban az a cé-
lunk, hogy a sokaség varhatd értékének, az X, szémok szam-
tani dtlagdnak becslésével foglalkozzunk. Igen fontos gyakor-
lati probléma az is, hogy a sokasigban eldforduld, bizonyos
tipusti egyedek szdménak, az Hsszes egyedek szimdhoz, N-hez
viszonyitott arinyit becsiiljik. Ez az in. ardnybecslés azon-
ban elméletileg nem kiilénbszik X becslésétSl; ha wui. X,
X;, ..., Xy gyanant l-et, ill. 0-t irunk aszerint, hogy az
egyed a szdban forgd kategéridba tartozik vagy nem, akkor
X éppen a sokasigbeli ardnyt adja.

X becslésére az x,, x;, ..., ¥, valosziniiségi valtozok
£=— Fx (10.27.4)

szimtani 4tlagit valasztjuk, amelynek vdrhaté értéke X¥-sal
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egyvenlo:

1
=1 Hoimt

- | L " 1 e s
M(R) = M(-}-I s x;) =~ IM(x)= -nX=X. (1021.5)
¥ tehat torzitatlan becslése Y-nak,

'Hatarozzuk meg X szdrasat. Az x;és x; (i) valésziniiségi
valtozok kovarianciaja a kovetkezd:

W= Xtg~Z]= E'fijﬁz.'-'['j % X, —X)(X,—X) =

= ¥ [(Hx"z 3 X)? _ix
= Nv=pl\& W) - 2”’*““]= w1

k=1

ennek alapjan irhatjuk, hogy

oo -u[(s 3o 3ol )]

__1 3 n(n—1) a?
= Hz(m:r -2 3 +N—l)'

a n=1
D (%) = ]"_ﬁ ]“m o Fi; V]_PEH" (10.27.6)

A véges és végtelen sokasaghdl vett n-elemii mintik szérisai

n—1
tehat a |/ 1— N_1 =l 1 —% korrekcids faktorban kiilén-

béznek egymdstol. Mivel ez mindig 1-nél kisebb, véges sokasig
esetén X szérdsa kisebb, mint az ugyanilyen szdrési végtelen
sokasagbdl, ill. ugyanebbd] a sokasigbdl, de visszatevéssel vett
n elemii minta szimtani atlaginak a szérisa. Ha az X, értékek
mind }—gy:I vagy 0O-val egyenl6k, és P az 1 szamértékii egyedek
sokasigbeli arinya, akkor £ is csak az 1 és 0 értékeket veszi

ennélfogva
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fel P, ill. @ = 1— P valoszin(iséggel, kivetkezésképpen

o=D(&)=VPQ (10.27.7)
és igy a p=X mintabeli ariny szdrisa megegyezik a hiper-
geometrikus eloszlas szdrisinak F-I:-szeresével. Ennek igy is
kell lennie, mert n¥ hip::rgmmetriius eloszlisti valbszinfiségi
viltozd.

Foglalkozzunk most a minta szbrisnégyzetével, melyet az
alabbi egyenlGséggel definidlunk:

5t = lﬂ é (x,— 3. (10.27.8)

Ennek varhaté értékét az elbbiek alapjan mér kiénnyen meg-
hatarozhatjuk. Ugyanis az

= Z - X7 —(F-X7

egyenlfség mindkét oldalin virhaté értéket véve, az adédik,

hogy
] =» 1 ef’ n-—1
N = 2 — N2 — - [N =
M (s?) R:-Ezﬂ (x,) — D*(%) = = (1 an)'
tehat
S H:—l_ N o,
M(s?) = — = a*, (10.27.9)

Ebbél kivetkezik, hogy az

N-1 1 =2
e e A (10.27.10)

l.'l.gh korrigalt empirikus szérisnégyzet torzitatlan becslése
¢*-nak,
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Visszatérve X becslésének probléméjira, a centrilis hatér-
eloszlistétel egyik Altalunk nem térgyalt véltozata alapjén,
elég nagy n esetén ¥ kozelitSen normdlis eloszlisi. Az is be-
bizonyithatd, hogy N-hez relative kicsi, de egyébként elegen-
dfen nagy n esetén a

F-X
Y=gy (10.27.11)

val6szinliségi valtozd kozelitGen N(0, 1) eloszldsd, tehét

P(ﬁﬁ;—*ﬂél) 2 20(4) — 1. (10.27.12)

Ebbél pedig kvetkezik, hogy az

:Ej;.lVl — (10.27.13)

hatirokkal rendelkez8 intervallum kézelitSleg (20(1) — 1) 100%;-

os konfidencia-intervallum az X &tlagra. (10.27.13)-ban ;,_11

-¢t irtunk, A gyakor-

L]
N

N

helyett az ett8l lényegtelenii] killénbdz8

lati szimolés sordn s* kifejezésében is

l-et.

Aranybecslésnél X helyett P-t, X helyett p-t irva, a bino-
miélis eloszlds paraméterére vonatkozé konfidencia-intervallum-
nal alkalmazott meggondoldshoz analég moédon azt kap-
Juk, hogy a (f=n/N)

AA(1=f) AY1—f AI=1)
I T VFU—P}+T

1+A3(1 —=f)in

helyett vehetiink

(10.27.14)
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hatarokkal bird intervallum (2d(4)— 1) 100%-0s konfidencia-
intervallum az ismeretlen P ardnyra. Hasonlitsuk #ssze ezt

a (10.15.2 és 3) képletekkel. Ha ;:-1-5 elhanyagolhato ~;—h¢3
képest, akkor e hatirok kd&zelitGen

pﬂ]/ [1 _ﬁ] pl-p) (10.27.15)

"

10.28. Elirt pontossigl becsléshez sziikséges mintanagysig
meghatdrozdsa, Kétféle pontossagot irhatunk eld. Egyrészt azt,
hogy legfeljebb milyen nagy abszolit, vagy relativ hibit enge-
dilnk meg a széban forgd elméleti értéknek a minta alapjan
végzett becslésekor, masrészt eldirhatunk egy (iltaldban 1-hez
kozel 4ll6) valészinliségi szintet, mely annak a valészinfisége,
hogy a becslés ténylegesen nem haladja meg aZ elGbbi eldirt
abszolut vagy relativ hibat. E két eldirt szimhoz tartozik egy
olyan szamérték, amellyel egyenld nagysagh vagy nila nagyobb
n mintaelemszdm esetén a fenti kovetelmény teljesiil.

Emlitettiik, hogy eléggé nagy n esetén X normdlis eloszlasi.
Mivel X véarhato értéke X, szérisnégyzete pedig a (10.27.6)
alatti mennyiség, kdvetkezik, hogy az

i—-X

o l/ [
¥n N
valbszintiségi valtozd kizelitSen N(0, 1)-eloszlisi. Ebbdl egy-
szerll meggondoldssal adédik, hogy az

EiA%Vl —; (10.28.2)

végpontokkal ellatott intervallum kézelitéleg 2d(4) —1 valé-
sziniiséggel lefedi az X értéket. A 20(i)—1 valdszinliséget
eldirva, meghatérozhatjuk a megfelels A-t. ¥ és 7 eltérése
nem nagyobb, mint g ha a (10.28.2) intervallum félhossza

(10,28.1)
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nem nagyobb e-nal, vagyis

a n
A.-EVI - & g {1*].2&3]
Vn N
Ezt az egyenlStlenséget n-re megoldva, azt kapjuk, hogy
i
i e e W (10.28.4)
14 5
N

. . n
Ha a sokasidg végtelennek tekinthetS, vagyis N elhanyagol-

hatéan kicsiny, akkor a (10.28.4) egyenlStlenséget n-re meg-
oldva, azt kapjuk, hogy nZ=ngy. np tehét (il. nem egész ng
esetén az np utdni legkisebb egész szim) az elSirdsoknak meg-
felels mintaelemszdm végtelen sokasag esetén, véges sqh:sﬁg_
esetén azonban ennél kisebb minta is elegendd, ezt fejezi ki

& .
a (10.28.4) egyenlStlenség. Ha nemaz e, hanem a d = maxi-

mialis megengedett relativ hibat irjuk eld, akkor analég meg-
gondolissal az n mintaelemszimra az adé6dik, hogy

2 2
i e i S, (10.28.5)
Hg ' d* X?
¥

Itt n, szintén a végtelen sokasig esetén szilkséges mintaelem-
szimot szolgiltatja.

Arénybecsléskor X =P; o?=P(1—P), no tebét a (10.28.4)
és a (10.28.5) formuldkban a kdvetkezdképpen specializdlo-
dik :

e P =] (10.28.6)

-E'l

Mo = o (10,28,7)
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A (10.28.4) formuliban a sokasig o2 szbrésnégyzete, a (10.28.5)

2 2z
fﬁﬁ?}= % relativ szdrasnégy-
zete szerepel. Ugy tiinik, hogy ez circulus vitiosus, mert ha
pl. arnybecslés esetén ismerjiik a ¢ = P(1 — P) mennyiséget,
ebbdl P_m:ghatﬁmzhatﬁ, ¢s nincs szilksépiink mintavételre,
Formuliink azonban mégsem tartalmatlanok. A gyakorlatban
ui. ardnybecslés esetén P értékével kapcsolatban bizonyos in-
formacié tSbbnyire rendelkezésiinkre &ll, pl. tudjuk azt, hogy
0,2=P=0,4; és a mintavétel azt célozza, hogy a P arényt
ennél pontosabban hatirozzuk meg. Figyelembe véve,
az y = x(1 —x) (0=x=1) figgvény alakjit, a (10.28.6) egyen-
18séggel értelmezett ny-ra azt kapjuk, hogy

j.l

EI

formuldban pedig a sokasag

12
0,16 E—zé ny =024

és-igy, ha

2
0,242
n= E= —— 5
A 1 Hy
1+U,.15£1-F 1+-.t"?

My

akkor a sziikséges mintaelemszidm biztositva van. Analég mé-
don jirunk el, ha g helyett d-t irjuk eld,

Ha nem arényt becsliink, hanem egy X 4tlagot, akkor meg-
t:h:u%k azt, hogy egy koribbi mintavétel sorin kapott o2,

2 o
ill. i értcket elfogadunk, vagy elSbb egy kis minta alapjin

ezeket beqsﬁljﬂk, ¢s az igy kapott n szolgil az X becsléséhez
veendd minta elemszimaként. Ilvenkor célszerii az abszolit

- 1 Ll [l :
hibat elSirni, mert kis minta alapjin becslése 4ltaldban

i

X2
pontosabb, mint -:;r?- becslése. Ha a most leirt utat kévetjiik,
akkor n értéke szintén a véletlentd] fiige, ez esetben tehat a
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kovetelményeknek megfeleld mintaelemszimot is csak becsiil-
jilk, Ezt az eljirist a mintanagysdg becslésének nevezziik.

Az egyszerii véletlen mintavétel nem az egyetlen modja egy
véges sokasfggal kapcsolatos informécié szerzésének. A tdbbi,
rétegezett, csoportos, tébblépess stb, mintavételek azonban
mind ezen alapulnak. Utébbiakkal e konyv keretein beliil
nem foglalkozunk.

10.29. Feladatok. 1. A 3.20. szakasz 7. feladatinak megolddsdra thmasz-
kodva bizonyitsuk be a (10.8.7) egyenliségeket.

2. Legyen § egyenletes eloszlisi a (0, a) intervallumban, ahol o az
ismeretlen paraméter. Mutassuk meg, hogy az a paraméter maximum
likelihood becslése max (%1, Xz,..., Xa) €5 hatdrozzuk meg a torzitds értékét,
tehdt ¢ becslés varhatd értékének és az a-nak a killdnbségét.

3. A kivetkezd 11 elemd mintdt egy ismeretlen szdrdsth normidlis elosz-
tési sokasighdl vettilk: 13 2,5; 4,3; 4,6; 4,7; 4.9; 5; 5,3; 5,4; 6. Hatarozruk
meg a virhatd érték 959, -0s megbizhatosigi batdrait,

4. A Morvee—LAPLACE-tételre timaszkodva bizonyitsuk be a (10.21.3)
hatdrériékreldcidt az r=2 esctben.

5. Egy pénzdarabot 600-szor feldobtunk és 285 esetben volt fef az
eredmény. Vizsgdljuk meg a yi-proba segitségével, van-¢ ellentmondis a

F=% hipﬁtf‘!is éz adataink kdzdHitl.

6. Két valdszinliséget akarunk &sszehasonlitani homogenitdsvizagdlat
segitségével. Ez megfelel az r =2 esetnek. Az ¢lsd esethen m = 500 kisérlet-
bil g, =340, a misodik esetben n =400 kisérletbél », =248 gyakorisdg
adbdott. Van-¢ ellentmondds a hipotézis és adataink kozitt.

7. Tekintsilk a §,# valbszinliségi vdltozdpdrra vonatkozd alibbi 10-
elem{i mintét:

x:1: 2:25;3;5;56; 58; 6; 9; 10,
¥: 3: 4,5 63; 7; 8; 18; 16,8; 18; 21; 20.

A (10.25.14) és (10.25.15) becslésekre tdmaszkodva hatdrozzuk meg a
regresszits egyenest. Mennyi lesz 5 becslése, ha §=12.

8. Bizonyitsuk be, hogy a {10.25.19) négyzetisszeget minimalizdld b-re és
g-ra & ill. ¥ —xb adddik.

!il‘;EII E;mn}'ﬂsuk be az analdg 4llitdst a (10,26.19) négyzetbsszeggel kap-
esolatban,

10. Egy 10000 készterméket tartalmazd tételben levd selejtesek P ard-
nyit egyszeri véletlen mintavétellel akarjuk becsiilni. Milyen kivélasztdsi
ardny esetén tudjuk biztositani, hogy a becslés relativ hibdja 955 valoszi-
niiségge]l nem haladja meg a 100 -ot.
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1. HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK
ES OSSZEFUGGESEK

Halmaznak bizonyos elemek egy jél meghatirozott Hsszes-
ségét nevezzilkk. E helyen a halmazokat latin nagybetiikkel,
a halmazok elemeit latin kisbetlikkel fogjuk jelélni, ehhez azon-
ban hozzatessziik, hogy ha egy halmazt elemeinek felsorola-
sival adunk meg, akkor a felsorolt elemeket kapcsolt zdrd-
jelek kizé téve, ez is a széban forgd halmaz egy jeldlésmaodja.
Tehéit pl. az 1, 2, 3 szimokbdl alkotott halmazt igy is jeldl-
hetjilk: {1, 2, 3},

Tekintsiink egy X={a, b, ¢, ...} halmazt. Azt, hogy a eleme
X-nek, mas szdval a hozzitartozik X-hez, a kivetkezd mddon
jeldljiik: ac X, a d nem eleme X-nek allitis rivid jeltlése pe-
dig: d¢ X (1. a 62, 4dbrit). Ha egy 4 halmaz minden eleme
egyben eleme X-nek is, akkor azt mondjuk, hogy 4 részhal-
maza X-nek; ennek jelélése 4 X (1. a 63. &brit). Ha AC X,

g
@,
®
gEx AEx

ggx
62. dbra 63. dbra

de X-nek van olyan 4 eleme, mely nem eleme A-nak, akkor
azt mondjuk, hogy A valddi részhalmaza az X halmaznak.
Az X halmaz szintén részhalmara Snmaginak, erre azt mond-
juk, hogy nem wvalddi részhalmaz. Ha egy részhalmaz csak az
egyetlen a elembdl 4ll, akkor ezt Ggy jeldljilk, hogy a-t zdrd-
jelbe tesszilk: {a}; erre a megkiillnbbztetésre azért van sziik-

- R _EN. . . BEFr YR e T T ENem
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ség, mert a halmazelem és a részhalmaz fogalmilag kiilonbozdk.
Nyilvinvald, hogy ha A— B é B C, akkor A= C.

Az A és B halmazok A+ B dsszege, vagy egyesitése (1. a
64. Abrat) azoknak az elemeknek az dsszessége, amelyek A és
B kiziil legaldbb az egyikhez hozzdtartoznak, tehat pl.

1{={|,2,4}, B={2+T+E!g}r
A+B =1{1,2,4,78,9]

@).@
A 8 A B

A8 A-B-AB
64. dbra

Nyilvanvald, hogy fenndllnak a kovetkezd egyvenl@ségek:
A+4d =4 (idempotencia);
A+B = B+ A4 (kommutativitds);
A+ (B+C) = (A + B)+ C (asszociativitas)

Ez utébbi tulajdonsig lehetSvé teszi az egyszeriibb A+ B+ C
‘frismddot, ebbfl félreértés nem szdrmazhatik. Azt, hogy AC B,
& halmazok dsszeadfsa segitségével oly médon is kifejezhet-
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jiik, hogy 4+ B = B. Beszélhetiink tetszGlegesen sok, még-
pedig véges vagy végtelen sok halmaz Gsszegérdl egyardnt.
Az A, halmazok egyesitését igy jeloljik: 3 4., és ezen azok-

nak az elemeknek az sszességét értjilk, m;mlytk legalibb egy
A_-hoz hozzatartoznak.

Az A és B halmazok AB szorzaidn vagy kozds részén (L. a
64. abrat) azoknak az elemeknek az dsszességét értjiik, amelyek
mind A-hoz, mind B-hez hozzdtartoznak, tehat pl.

A={1,2,4}; {B=24,6}; AB={2,4}.
Nyilvinvald, hogy fennéllnak a kévetkezd egvenlfségek
Ad =24 (idempotencia);
AB=BA (kommutativitis);
A(BC)=(AB)C (asszociativitis).

Ez utdébbi egyenlfség lehetdvé teszi az egyszerlibb ABC iras-
madot. Ebbél félreértés nem szdrmazhatk.

Azt, hogy A < B,ahalmazok szorzdsa segitségével oly mbédon
is kifejezhetjiik, hogy A8 = 4. Beszélhetiink tetszfleges sok,
mégpedig véges vagy végtelen sok halmaz szorzatardl is. Az 4,
halmazok [[A, szorzata azoknak az elemeknek az Osszessége,

amelyek mi.szcg:;ik Ahoz hozzitartoznak.

Egyesitése barmely két halmaznak van. Abbdl a célbol, hogy
barmely két vagy esetleg tobb halmaz szorzatirdl is beszél-
hesslink — meég akkor 15, ha nincs kozis elemilk —, beveze-
tiink egy idedlis, tehdt csupin szimbolikus halmazt, amelyet
tires halmaznak neveziink. Erre azt mondjuk, hogy nincs eleme,
tovibbd minden halmaz részhalmazinak tekintjiik, és O-val
jeldljiik. Ha tehat az 4 és B halmazoknak nincs kiziis eleme,
akkor ezt a kovetkezdképpen fejezziik ki:

AB=0,
Ekkor azt mondjuk, hogy A és B idegen (diszjunkt) halmazok.
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Mivel O-pnak nincs eleme, fenndllnak az alabbi egyenldségek
A+0 = A4;
AQ = 0.
Az Usszeadds és a szorzds miiveletét Bsszekapesolja az
A(B+C) = AB+ AC

un. disztributiv tdrvény, melyet a 65. &brin szemléltetiink.
E torvény Altalinositisa a kivetkezd:

A3 B, = 3 AB,.

Legyven AC X. Az A halmaz X-re vonatkozd kiegészito- vagy
komplementum-halmazdn X azon elemeinek az dsszességét ért-

(T
| | LY
fa ] 1 %
 rm ]
B | a1 =
=M | {
Tl f
o |. ¥ E IS i- ’—J;;r"
ATB3E) = AB AL AR wd+ 5
65. abra 66. dbra

jiik, amelyek mem tartoznak A-hez. Ezt a halmazt A4-sal jeldl-
jik (l. a 64. abrat). Altaliban halmazokkal kapcsolatos vizs-
ghlatokat egy adott X halmazon belill végziink, melynek a
téibbi halmaz részhalmaza, ezért a fenti A4 jeltlés, amely nem
utal az X alaphalmazra, nem vezet félreértésre. MNyilvinvald,
hogy

A+

X
0;

o 2
Il

o,

I

Il
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Az Olvasd konnyen meggyfzddhet az alibbi egyenlfségek
helyességérdl (1. a 66. Abrat):

AB= A+BE;
A+B=AB,
iltaldban A3
H-"'{ﬂ-= Aﬂ-'
[ 4 &
STA,. =] A,.
& a

Az A és B halmazok A — B kiillonbségét a kivetkezd egyenld-
séggel értelmezziik:
A—B = AB:

ez tehdt azoknak az elemeknek az dsszessége, melyek hozza-
tartoznak A-hoz, de B-hez nem. Szemben a szimokra vonat-
kozo miiveleti szabdlyokkal, halmazokndl altaliban

(A—B)+ B # A,
ezzel szemben minden A4 és B halmaz esetén
(4—B)+B = A+B.

Innen kévetkezik, hogy (4 — B)+ B = A4, akkor és csak akkor,
ha B A, ez ui. sziikséges és elegendl feltétele annak, hogy
A4+ B = A legyen.

2. A KOMBINATORIEA ELEMEI

1. Permuticiok. n egymdstol kiilinbézd elem egy meghatdrozort
sorrendben vald elhelyezését az n elem egy permutdcidjdnak nevez-
ritk. Kérdés, mennyl n kiilonbdzl elem esetén az Osszes per-
mutaciok szdma? Azt allijuk, hogy ez a szam: 1-2-3 «--
veofn—1)n, Az 1-t0l n-ig terjed( szamok szorzatat n fakrorid-
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lisnak nevezziik, és ezt a szimot a kivetkezSképpen jeldljilk: n!
Tehiit

n! = 1.2« (n=1n.

Eszerint 1!'=1; 2!'=2; 3!=6; 4!=24; 5!=120 stb. Meg-
allapodunk tovibbi abban, hogy

0f=1.

Azt, hogy n elem 6sszes permutdcidinak a szima n!, teljes
indukeidval bizonyitjuk. Legyen ez az n elem az 1-t6l n-ig
terjedd egész szamok Gsszessége. Ha n=1, akkor nyilvin csak
egy lehetséges sorrend van, Ha n=2, akkor az Osszes lehet-
séges sorrendek szdma 2. Ha n=3, akkor az dsszes lehetséges
permutaciok a kdvetkezdk:

1l213 1!352 31.1,2
2, 1,b3 2,31 3241

Ezeket a két elem 1, 2 és 2, 1 permutacidibdl ugy kaptuk,
hogy a 3-ast mindkettében elészér az utolsd, majd a kdzépsd,
végiil az elsd pozicidba helyeztilk. Ilyenformédn az 1, 2, 3 széi-
mok &sszes permuticidinak a szame 2-3=3L

Tegyilk fel, hogy n elem &sszes permuticidinak a szima n!,
és az 1,2, ..., n szimokhoz vegyilk még hozzd az n+ l-et is.
Az 1,2, ..., n szimok minden permuticiéjabol az n41 szam
hozzivételével n+ 1 permuticiét kapunk, mert az n+ 1-et el-
helvezhetjiik az elsd, masodik, ..., utolsé (n + 1-edik) pozicidba.
Ha tehit n elem osszes permuticidinak a szama nl, akkor
n+1 elem Osszes permutdcioinak a sziama

nlin+1) = (n+1)!

Allitasunk helyességét megmutattuk az 1, 2, 3 esetekben. Lat-
tuk azt is, hogy az n elemre vonatkozd allitds helyességébdl
kivetkezik az n+ 1 elemre vonatkozd 4lliths helyessége. Esze-
rint 4llitisunk minden pozitiv egész szdmra igaz,
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2. Ismétléses permutaciok. Tegyilk fel most, hogy van Osszesen
n elemiink, de kozittilk vannak egyenlSk is, mégpedig legye-
nek ezek az elemek egész szdmok, €s az n elem kdzil legyen
k, szama 1, k, szami 2, ..., k, szimi r, ahol

ki +k=+...+k‘. = Hf.

Az n elem egy sorrendjét tovibbra is egy permuticionak nevez-
zilk, két permutdciét azonban csak akkor tekintiink kiilénbé-
z6nek, ha van legaldbb egy olyan pozicid, amelyben az egyes
permutdcickban kiilénbozd szdmok dllnak. Kérdés, mennyi az
tsszes kiilonbéz6 permuticitk szdma?

Jeldlje ezt a szamot Cf® ., . Ha a rendelkezésiinkre
alls Cy® 4, ..., SZAMU permutdcidk mindegyikében az 1-ese-
ket, 2-eseket stb. egymds kdzott permutiljuk, akkor sszesen
n! permutéciot kell kapnunk, ez n elem Osszes lehetséges per-
muticidinak a szdma. Amde az l-esek szima mindig k,, a
-eseké k, s.i.t. tehat a CfP , . szémi permutdciok
mindegyikébdl

ki lky! - k!
tovibbi permuticiot alkothatunk. Eszerint

i
= C. ke Rgleeok, ),
ahonnan

i
c:‘-} =ns H.

kikze ke = kVkpteok, !’

Ha specialisan r=2, k,-et pedig k-val jeldljiik, akkor k; =
= n—k, ennélfogva k szami l-es és n—k szAmi  2-es
5sszes kiilonboz6 permutdcidinak a szdma (ezt csak Cim.nel
jeldljikk Cf® ,_, helyett)

(n) _ n!
a7 = a—nt

Példaképpen nézziik azt az esetet, amikor k=2, n=4, Az 0sZ-
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szes killdnbbzé permuticiék a kévetkezfk:

1,1,2,2 X113
.12 Z5LZ1;
L2 35 1 0 T [ 8

Ezek szdma 6, ami képletiinkbdl is kovetkezik, mert

41 24
2121 4

3, Kombindcik. Ha n kiilinbizé elem kiziil k elemet kivd-
lasztunk, azt az n elem egy k-ad osztdlyi kombindcidjdnak ne-
vezziik, Kérdés, n elem esetén mennyi az &sszes killonbozd
k-ad osztilyli kombindcidk szdma. Més szdval: n elem kiziil
hény kiilénbdzé modon lehet k szdmit kivalasztani? Most
a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, te-
hat pl. az 1, 2, 3 szémokbdl 1, 2 kivalasztdsa ugyanaz, mint
2, 1 kivilasztasa.
A feladatot Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az

1,2,...n—1,n

szdmokbdl hany kiillénbtzé mddon lehet k darabot kivélasz-
tani. Irjunk a kivélasztott szimok ald l-eseket, a ki nem va-
lasztottak ald O-kat. Ha pl. az 1, 2, ..., k szimokat vilasztot-
tuk ki, akkor a kvetkezdt kapjuk

1,2, ...k k+1,...n;

| [ [y, [F L, co; 0L
Méarmost viligos, hogy minden k szim kivilasztisinak meg-
felel a k szAmi l-es és az n—k szdmi 0 egy permuticidja és
viszont. A k-ad osztily kombinaciék szima tehdt annyi,

ahany killonbtzé permuticidja van a k szdmi l-esnek és az
n—k szimt O-nak. Fz a szAm azonban a 2. pont szerint

=6.

n!

F=01 "
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Jeloljilk ezt a szimot [:]-val (olv. nalatt a k vagy n a k foélit).

Eszerint n kiildnbbz8 elem 8sszes k-ad osztilyl kombindcidi-
nak a szima.

n)_ n! _ n(n—=1)-(n—k+1)
k]~ kin=k! k! .
Megéllapodas szerint [3] =

Felhivjuk az Olvasé figyelmét arra, hogy az el8bbi egyenld-
ség jobb oldalén a szimlalékban k tényezd szorzata szerepel,

tehét (7| kiszdmitdsakor a szaml4léban n-t6l lefelé haladva
k
(n-et is beleértve) pontosan k szdmot szorzunk Ossze.

4. Varidciék. Képzeljiik el, hogy n elem kézil k elemet most
egyenként vdlasztunk ki, és a kivdlasztott elemeket a kivdlasz-
tds sorrendjében egymds mellé elhelyezziik, Ekkor kapunk egy
k-ad osztdlyd varidcidt. Az elemeket killonbdz8knek tételezve
fel, kérdés, mennyi az osszes k-ad osztilyu varidcidk szdma.

Egy k-ad osztilyd varidcid képzését gy is felfoghatjuk, hogy
elSbb kivalasztunk k elemet, majd ezeket permutdljuk. Mivel
k killénbdz8 elem bsszes permutdcidinak a szdma k!, n elem

kézill k& elemet pedig [;] modon lehet kivélasztani, kdvet-
kezésképpen n elem Bsszes k-ad osztilyl varidcidinak a szima,

(")kl - BR—1ypeln—k+ D)y _ ypmL)esin—E+1).

k k!

Ha pl. egy sportegyesiiletben &sszesen van 20 labdartgd, és
a beldliik kiallitott csapatokat killdnbdz8knek nevezzilk akkor
is, ha ugyanazokbdl a jétékosokbdl 4ll, de més feldllitisban,
akkor az egyesiilet

20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10
killsnbbzé médon tud egy labdarigé-csapatot kidllitani.
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5, Ismétléses varidciok. Az ismétléses variacié abban kiildn-
bizik a 4. pontban tirgyalt ismétlés nélkiili vari&ciotol, hogy
mindegyik elemet a kivdlasztds utdn visszatessziik, és megenged-
jiik, hogy ugyanazt tjbol kivdlaszthassuk. Tehat van n kiilén-
bizd elemiink, kivilasztunk visszatevéssel egymds utdn k& szd-
mot, miktzben a sorrendre is tekintettel vagyunk, és a prob-
léma az, hogy mennyi az &sszes ilyen 1n. k-ad osztdlyi ismét-
léses varidcidk szima.

A feladatot Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy van k pozi-
ciébnk, és mindegyikbe be kell irnunk az 1, 2,...,n szamok
valamelyikét. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg? Ha n=2,
akkor az elséi pozicioba elhelyezheté 1, 2, ..., n szimok mind-
egyike parosulhat a mésodik poziciéba elhelyezhetd 1,2, ..., n
szdmok mindegyikével, Osszesen tehit n® lehetdségiink van.
k=3 esetén a lehetSségek sziima n?, és altaliban tetszGleges
k esetén ez a szdm n*.

n kiilnbbzd elem dsszes k-ad osztilyl ismétléses variacidi-
nak a szdma tehét: n*,

Példaképpen szémitsuk ki, hényféleképpen lehet egy totd-
szelvényt kitolteni. Itt 12 poziciéba kell az 1, 2, X jelek vala-
melyikét befrni. Miutin az els§ pozicidba kivdlasztottuk vala-
melyiket, a mésodik pozicidval ugyanezt tesszilk, fiiggetleniil
attél, mi volt az els6be beirt jel s.i.t. Az Bsszes lehetséges
esetek szdma (k=12,n=3) 3'?=531441. Ha azonban &t
mérk&zést biztosra vesziink, és csak 7 kockat varidlunk, de
ott az 1, 2, ¥ jelek mindegyike szdmitdsba johet, akkor ahhoz,
hogy biztosan legyen 12-es taldlatunk, 37 = 2187 szelvényt kell
kitdlteniink.

6. A binomidlis és a polinomidlis tétel. Ha n pozitiv egész
szim, a és b pedig tetsz&leges szamok, akkor a binomidlis tétel
azt mondja ki, hogy

]

(a+by = ‘é;(k)a*b'—*. (1

Ha a,, a;, ..., a, tetszbleges szdmok és n pozitiv egész szam,
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akkor a polinomidlis térel azt mondja ki, hogy

(@, +83+... +a) = L h—iﬂ'a&'ma."'. 2)

k,u;-}%q-l:,-- k.‘ltkl!"*
A binomialis tétel a polinomialis tétel specidlis esete, amikor
r=2. E tételek bizonyitésa teljes indukciéval ardnylag egyszer(.
7. A binomidlis egyiitthaték. Az (1) egyenlSségben szerepld

Cﬁ'in[ﬂ egyiitthatokat binomidlis, a (2) egyenldségben sze-

n!
repld G\t = kylky ook, !
midlis egyiitthatéknak nevezzilk. Ezekrfl mér szé volt a 2. és
3. pontban. Most a binomiilis egyiitthatékkal foglalkozunk
részletesebben. Ha az (1) egyenlSségben az a=>b=1 helyet-
tesitést elvégezziik, akkor azt kapjuk, hogy

30)-= .

':,:] explicit kifejezése alapjin konnyen belathato, hogy

n n n+1
= , 4
(ﬁ:)+(ﬁ:+l) (.i:+l) @
A binomialis egyiitthatokat elrendezhetjilk az un. PascaL-féle
haromsztgbe. Ennek n-edik soriban (a szémozast 0-t6] kezdve)

- n
a k-adik elem (a szdmozast itt is 0-t6l kezdve) éppen [.’:}
A PascarL-hiromszdg igy kezd8dik:

egyiitthatékat pedig polino-
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A (4) egyenlBséggel Ssszhangban minden elem egyenld a két
folstte 4116 elem Osszegével. A PascaL-hdromszdgbdl lathato,

de [;] definici6jabol is rogtén kdvetkezik, hogy

n) - ( n
k) \n=k})
8. Egy speciilis probléma. Vizsgéljunk N azonos elemet:

a3, .y 3
N

Kérdés, hany killnbbz6 médon tudjuk ezeket R—1 fiiggd-
leges egyenesnek az elemek kozé iktatdsival R szami olyan
csoportba beosztani (az elsé csoportot a legelsd fiiggbleges
vonal elStti elemek, az utols6t az utolsé fiiggSleges utini ele-
mek alkotjdk: 0 elemil csoportot is megengediink), hogy az
elem-nélkiili csoportok szdma k,, az egyelem(i csoportok szama
ki, ..., az N-elemil csoportok széima ky legyen. Azt allitjuk,
hogy ez

R! ko+ky +...+ky =R, 3
kg!ki!"'k"!, k1+2kz+-1-+NkN =N l:}

kiildnbdz6 mbédon lehetséges.

Az 4llitdst a kbvetkez8 mddon bizonyitjuk. Tekintsiink egy,
a kivint tulajdonsigh csoportokba valé beosztist. Ebbdl a
tébbieket oly mdédon szdrmaztatjuk, hogy az egyes csoporto-
kat egyméis kdzétt permutiljuk, mikézben az azomos elem-
szamil csoportokat azonosoknak tekintjilk. Tehdt pl. az
N=5, kﬂ=n| k1=1, k: =2, ka-:k‘:kj =0 ﬁﬂtbﬂn az

ala, ala, a

beosztisbél permuticiéval a kdvetkezd tovébbiakat szirmaz-
tathatjuk:

a, alala, a,
a, aa, ala,
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A két kettes csoport egymis kizti permuticidja nem ad Gjat.
Mivel az dsszes ilyen permuticitk szima éppen (3), ezzel az
Allitast bebizonyitottuk.

Megjegyezzilk még, hogy az Osszes lehetséges, R csoportba
vald beosztisok szdma

w_(ﬁﬂ—l)
NI(R-1)! rR-1 )

minden ilyen beosztis ui. az N elem és az R—1 vonal egy
permutéciéja. Eszerint fenndll az alabbi egyenldség:

R! (N+R —1) {
= . 6
kg + ey +;+l:p -Rkﬂ!k: !---,t:ﬂ.! R=1 :'

ky+ 2k ...+ Ney=N

3. A GAMMA-FUGGVENY

A gamma-fiiggvényt a p=0 szdmokon a kdvetkezo integrdilal
értelmezziik:

T'(p) =6[.tP'1a"*d:-:. (1)

Ez a p valtozd folytonos, s6t tetszleges sokszor folytonosan
differencialhaté fiiggvénye, differenciflhényadosainak szirmaz-
tatisinal a p szerinti differencidlds az integraljel alatt elvégez-
hetd, vagyis

T{”(p} - i xp=1 1:1:] I}FE_: Jx. {2}
i}

Az (1) formula alapjén kiinnyen belathatd, hogy ha p -0 vagy
p ==, akkor I'(p) —<. A gamma-fiiggvény egyik legfontosabb
tulajdonsdga a kovetkezd:

Mg+ 1) = pT(p), (3)
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amelyet parcidlis integrildssal igazolhatunk. Ugyamis

IFip+1) = Jx'e" dx = [—xPe~*]g +p {x"‘e"ﬁx = pI"'(p).
b

Ha p=1, akkor

rq) =!£'1dx =1,

ennélfogva (3) figyelembevételével egy tetszdleges p = n+-1
cgész-szamra az adodik, hogy

I(n+1) = nl. (4)

A gamma-fiiggvény tehdt a pozitlv egész-szdmokon értelmezet!
n! fiiggvényr egy valamennyi pozitiv szdmon értelmezett, retszo-
legesen sokszor differencidlhaté fiiggvénnyé terjeszti ki, E flgg-
vény egy mdsik alapvetd tulajdonsiga:

I'(p+1) ~ pre-?}2np, (3)
ha p+=. A ~ jel aszimptotikus egyenldséget jelent, vagyis a
ST L | (6)

pi’e"li":'.‘lt‘;:-' B
relicidé egy més kifejezésmédja. Ha p csak a pozitiv egész-
szAmokon fut keresztiil, akkor (5) az

nl-me="f 2nn, (7)

gn. STIRLING-formuldra redukdlédik.
A (6) hatirértékrelacidra timaszkodva bebizonyithatd, hogy
tetszéleges, de rogzitett pozitiv h esetén

_ T(p+h) _
ol v 7T ®)

A GAMMA-FUGGVENY 415

A gamma-fiiggvénnyel kapcsolatban megemlitjiik még, hogy
] P

— = g

r( 2) V=, ©9)

amit az (1) formulra tdmaszkodva egyszeriien bebizonyitha-
sunk, Ugyanis az x=u* helyettesitést alkalmazva,

1
r(%) =Jx5"e-wfx =

1 ie .~
= | —e*dx=2]e"du=2—=Fmn.

végiil megemlitjiik a gamma-fiiggvénnyel kifejezhetd EULER-
féle béta-fiiggvényt. Ez egy kétvaltozds filiggvény, mely a
p=0, g=0 szdmpérhoz a

B(p, q) =oj'xf“-'u — Xyt dx (10)

értéket rendeli. Bebizonyithat6, hogy fenndll az igen fontos
I'(p)T'(g)

B(p, q) = ———— (1)

relicié, ahonnan az is kitlinik, hogy

B(p, g) = B(q, p).
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I. TABLAZAT

A POISSON-ELOSZLAS
A k-nak megfeleld sor és a A-nak megfeleld oszlopban a

r -a
P{E_—'-FCJ=FE

valbszin(iség értéke ElL

1
:\ nll url Dl 3 ﬂ,‘ ﬂ,.']-
0 0904384 081873 0,74082 0,67032 060653
1 0,09048 0,16375 0,22225 0,26813 0,30327
2 0,00452 0,01637 0,03334 0,05362 0,07581
3 u,::m:s 0,00109 0,00313 0,00715 0,01263
4 0,00005 0,00025 0,00071 0,00158
5 0,00001 0,00005 0,00016
6 0,00001
A
\ 0,6 0,7 0,8 0,9
k
0 0,54881 0,49659 0,44933 0,40657
1 0,32929 0,34761 0,35946 0,36591
2 0,09878 0,12166 0,14379 0,16466
3 0,01976 002838 003834 0049309
4 0,00296 0,00496 0,00766 0,01111
5 0,00035 0,00069 0,00123 0,00200
3] 0,00003 0, 00003 000016 0,00030
7 0,00001 0,00003
A
\ 1 2 3 4 5
k
1] 0,36788 0,13534 0.04978 0,01831 0,00673
1 0,36788 0,27067 0,14936 0,07326 0,03369
2 0,18394 0,27067 0,22404 0,14653 0,08422
3 0,06131 0,18045 0,22404 0,19537 0,14037
4 0,01532 0,05022 0,16803 0,19537 017547
5 0,00306 0,03609 0.10(#.‘—: 0,15629 0,17547
6 0,00051 0,01203 0,05040 0,10420 0,14622
7 0,00007 0,00343 0,02160 0,05954 0,10444

A POISSON-ELOSZLAS 417
\J’ 1 2 3 & 5
k
5 0,00810 0,02977 0,06527
g Eﬂ"fg 0,00270 0,01322 0,03626
10 0,00003 0,00081 0,00529 0,01813
11 0,00022 0,00192 0,00824
12 0,00005 0,00064 0,00343
13 0,00001 0,00019 0,00132
14 0,00005 0,00047
15 0,00001 0,00015
16 0,00004
17 0,00001
I
\ & T . B ] 10
k
o | 000247 0,00091 | '0,00033 0,00012 0,00004
1 0,01487 0,00638 0,00268 0.00111 0,00045
2 | 0,04461 0,02234 0,01073 0,00499 0,00227
3 0,08923 0,05212 0,02862 001499 | 0,00756
4 | 0,13385 0,09122 0,05725 0,03373 0,01891
5 | 016062 0,12772 0,09160 0,06072 | 0,03783
6 | 016062 0,14900 0,12214 009109 | 0,06308
7 | 0,13768 0,14900 0,13959 011712 | 0,09007
g | 0,10326 0,13038 0,13959 013176 | 0,11260
9 | 006883 0,10140 0,12408 013176 | 0,12511
10 | 004130 0.07098 0,09926 0,11858 | 0,12511
11 0,02252 0,04517 0,07219 0.09702 | 0,11374
12 | 001126 0,02635 0,04812 007276 | 009478
13 | 000519 0,01418 0,02961 0,05037 0,07290
14 | 000222 0,00709 0,01692 0,03238 0,05207
15 | 0,00089 0,00331 0,00902 0.01943 003471
16 0,00033 0,00144 0,00451 0,01093 0,02169
17 0,00011 0,00059 0,00212 0,00578 0,01276
18 0,00003 0,00023 0,00094 0,00289 0,00709
19 0,00001 0,00008 0,00039 0,00137 0,00373
20 0,00003 0,00015 0,00061 0,00183
21 0,00006 g %rfg g.mnsa
E 0,00004 0,00017
24 0,00001 0,00007
25 0,00002
26 0,00001

27 Prékopa: Valdazinfiségelmilet...




1. TABLAZAT

i1

12

13

14

15

0,00001
0,00018
0,00101
0,00370
0,01018
0,02241
0,04109
0,06457
008879
0,10853
0,11938
0,11938
0,10943
0,09259
0,07275
0,05335
0,03668
0,02373
0,01450
0,00839
0,00461
0,00241
0,00121
0,00057
0,00026
0,00011
0,00004
0,00002

0,00007
0,00044
0,00177
0,00530
0,01274
0,02548
004368
0,06552
008736
0,10484
0,11437
0,11437
0,10557
0,09048
0,07239
0,05429
0,03832
0,02555
0,01613
0,00968
0,00553
0,00301
0,00157
0,00078
0,00037
0,00017
0,00007
0,00003
0,00001

0,00002
0,00019
0,00082
0,00269
0,00699
0,01515
0,02814
0,04573
0,06605
008587
0,10148
0,10994
0,10994
0,10209
0,08847
0,07188
0,05497
0,03970
0,02716
0,01765
0,01093
0,00645
0,00365
0,00197
0,00102
0,00051
0,00024
0,00011
0,00005
0,00002

0,00001
0,00008
0,00038
0,00133
0,00373
0,00869
0,03043
0,04734
0,06628
0,08435
0,09841
0,10599
0,10599
0,09892
0,08655
0,07128
0,05544
0,04085
0,02859
0,01906
0,01213
0,00738
0,00430
0,00241
0,00129
0,00067
0,00033
0,00016
0,00007
0,00003
0,00001

0,00003
0,00017
0,0006<4
0,00193
0,00483
0,01037
0,01944
0,03240
0,04861
0,06628
0,08285
0,09560
0,10244
0,10244
0,09603
0,08473
0,07061
0,05574
0,04181
0,02986
0,02036
0,01328
0,00830
0,00498
0,00287
0,001 59
0,00085
0,00044
0,00022
0,00010
0,00005
0,00002
0,00001

A POISSOMN-ELOSFLAS 419
Fi
k 1& 17 18 19 20
0
1
2 0,00001
3 g’mu:m Y 0000
! 0,00014 0,00006 0,00003 o, i
5 0,00098 0,00049 0,00024 000011 0, 00005
[ 0,00262 0,00138 0,00071 000036 000018
7 0,00599 0,00337 0,00185 0,00099 0,00052
8 0,01198 0,00716 0,00416 0,00238 0,00130
9 0,02131 0,01352 0,00832 0,00493 0,002%0
10 0,03409 0,02300 0,014%8 0,00946 0,00581
11 0,04959 0,03554 0,02452 0,01635 0,01057
12 0,06612 0.05035 0,03678 0,0258% 001762
13 0,08138 0,06584 0,05092 0,03783 0,02711
14 0,09301 007995 0,06548 005135 0,03874
15 009921 0,09062 007857 0,06504 0,051 64
16 009921 009628 0.08839 007724 0,06456
17 0,00338 0,00628 0,09359 0,08632 0,07595
18 0,08300 0,02093 0,09359 0,00112 0,08439
19 0,06989 0,08136 0,08867 0,09112 0,08883
20 0,05592 0,06915 0,07980 0,08656 0,08883
21 0,04260 0,05598 0,06840 0,07332 008460
22 0,03098 0,04326 0,05596 0,06764 0,07691
23 0,02155 0,03197 0,04380 0,05587 0,06688
24 0,01437 0,02265 0,03285 0,04423 0,05573
25 0,00919 0,01 540 0,02365 0,03362 0,04458
26 0,00566 0,01007 0,01637 0,02456 0,03429
27 0,00335 0,00634 0,01081 0,01728 0,02540
28 0,00191 0,00285 0,00701 0,01173 0,01814
29 0,00105 0,00225 0,00435 0,00768 0,01251
30 0,00056 0,00127 0,00261 0,00486 0,00834
3] 0,00029 0,00070 0,00151 0,00298 0,00538
32 0,00014 0,00037 0,00085 0,00177 0.00336
33 0,00007 0,00019 0,00046 0,00102 0,00203
34 0,00003 000009 0,00024 0,00057 000119
35 0,00001 0, 00004 0,00012 0,00030 0,00068
16 0,00002 0,00006 0,00016 0,00038
37 0,00001 0,00003 0,00008 0,00020
38 0,00001 0,00004 0,00010
33 0,00002 0,00005



Il. TABLAZAT A NORMALIS ELOSZLAS 421

NORMALIS ELOSZLAS

x ut
1 -3
= ——— £ i
@ (x) = @ ¥ @) x = L y R % A= x  ®ix)
032 06255 | 0,64 07389 | 09 08315 1,28 08997 | 1,60 09452 | 1,92 0972
g:ﬁ 033 0629 | 065 07422 | 057 0,830 129 09015 | 1,61 09463 | 193 ﬂmsg if;g gﬁﬁ
05080 | 034 06331 | 0,66 07454 | 098 08365 130 09032 | 162 09474 | 194 0978 | 252 09941
05120 | 035 06368 | 067 0748 | 099 0,8389 :‘gi 09049 | 1,63 09484 | 1,95 09744 | 2,54 0,9945
05160 | 036 06406 | 068 07517 | 1,00 0841 = 09066 | 1,64 09495 | 1,9 09750 | 2,56 09548
05199 | 037 06443 | 069 07549 | 101 0, 3431;‘ {3a %082 | 165 09505 | 197 09756 | 2,58 09951
05239 | 038 06480 | 070 07580 | 102 O, “‘55 1’;':'; 09099 | 1,66 09515 | 1.98 09761 | 260 09953
0,5279 0,39  0,6517 0,71 07611 1,03 0,848 o 0,9115 1,67 0,9525 1.99  0.9767 262 ﬂlgf.l-jﬁ
0,5319 0,40 06554 | 072 07642 | 1,04 08508 " 6 09131 1,68 09535 | 2,00 09772 | 2,64 09950
0,539 | 041 06591 | 073 07673 | 105 08331 ] 37 09147 | 1,69 09545 | 2,02 09783 | 266 0995
0,5398 0,42 0,6628 0,74 0,7703 1,06 08554 ].33 0,9162 1,70 09554 204 10,9793 2,68 319‘5"453-
0,5438 043 06664 | 075 07734 | 1,07 08577 Ilﬁ 0,9177 L7l 09564 | 2,06 ﬂ 9803 | 270 0.9965
05517 | 045 06736 | 077 07734 | 108 G, *ﬁ 14109207 | 1,73 09582 | 210 0982 | 274 090
0.5557 046 06772 | O 18 07823 | 1,10 08 T 0,9222 1,74  0,959] 2,12 09830 | 276 09971
05596 | 047 0,6808 079 07853 | 111  0,8665 L 09236 | 175 0951 | 2,14 09838 | 278 09973
0.5636 048 05844 | 080 07881 | 1,12 0,8686 ] A4 09251 1,76 09608 | 216 0 9846 | 2,80 09974
05675 | 049 06879 | 081 07910 | 1,13 08708 p43 09265 | 177 09616 | 2,18 09854 | 282 0997
05714 | 050 06915 | 082 07939 | L4 087 167 ooz | 135 09625 | 2,20 -09861 | 284 09977
05753 | 051 06950 | 083 0797 | 115 08749 AT 09292 | 1,79 09633 | 2,22 09868 | 2,86 09979
0,5793 0.52 06985 | 084 07995 | 116 0,8770 148 09306 | 1,80 09641 24 09875 | 2,88 09980
0,5832 053 07019 | 0B85 08023 | 1,17 08750 1,49 09319 | 1B 09649 | 326 09881 | 2,90 0,998
05871 | 0354 07084 | 086 08051 | 1,18 08810 1,50 09332 | 1,62 0965 | 228 09887 | 292 09982
0,5910 055 07088 | 087 0F078 | 1,19 O 8830 1.51 09345 | 1,83 09664 | 230 09893 | 294 09984
0,5948 056 07123 | 088 08106 | 1,20 0, 3849 1 S2 09357 | 1,84 09671 232 09898 | 2,96 0,9985
0,5987 0,57 0,7157 0,89 08133 1,21 u_aﬂ-ﬁ'!i —3 09370 1,85 09678 2,34 0,994 2,98 09986
o€026 | 058 0719 | 05 08159 | 1,22 08888 1,54 09382 | 1,86 09686 | 2,36 0,909 | 3,00 0,9986
06064 | 059 07224 | 091 08186 | 1,23 10,8907 1,55 09394 | 1,87 09693 | 238 09913 | 320 09993
06103 | 060 07257 | 092 08212 | 1,24 0,8925 1,56 09406 | 188 09699 | 2.40 09918 | 340 0,999
0,6141 061 07291 | 053 08238 | 1,25 08344 }.ﬂ 05418 | 1,89 09806 | 242 0,922 | 3,60 (,9998
06179 | 062 07324 | 094 08264 | 1,26 08962 S8 09429 | 1,90 09713 | 244 09927 | 3,80 0,999
06217 | 063 07357 | 095 08289 | 1,27 0,8980 1,59 0941 | 1,91 09719 | 246 0,993



477 MI. TABLAZAT A NORMALIS ELOSZLAS sUR(SEGFUGOVENYE

A NORMALIS ELOSZLAS SORUSEGFUGGVENYE

|
X)= —= 1
F{ I"’E_H-

x  @lx) z  glx) 2 glx) = #(=) = wlx) *  wix) x  gix) x gl x  g(x)
0,00 0,3989 | 0,32 0,379%0 | 0,64 0,3251 | 0,96 0,2516 1,28 0,1758 1,60 0,1109 | 1,92 0,0632 | 2,24 0,0325 2,56 0,0151
0,01 0,3989 | 0,33 0,3778 | 0,65 0,3230 | 0,97 0,2492 | 1,29 0,1736 1,61 0,1092 | 1,93 0,0620 | 2,25 0,0317 | 2,57 0,0147
0,02 0,3989 | 0,34 0,3765 | 0,66 0,3209 | 0,98 0,2468 | 1,30 0,1714 1,62 0,1074 | 1,94 0,0608 | 2,26 0,0310 | 2,58 0,0143 | 2.90 0.0060
0,03 0,3988 | 0,35 0,3752 | 0,67 0,3187 | 0,99 0,2444 | 1,31 0,1691 1,63 0,1057 | 1,95 0,0596 | 2,27 0,0303 | 2,59 0,0139

0.04 0,3986 | 0,36 0,3739 | 0,68 0,3166 | 1,00 0,2420 | 1,32 0,1669 1,64 0,1040 | 1,96 0,0584 | 2,28 0,0297 | 2,60 0,0136

0,05 0,3984 | 0,37 0,3725 | 0,69 0,3144 | 1,01 0,2396 | 1,33 0,167 1,65 0,1023 | 1,97 0,0573 | 2,29 0,0290 | 2,61 0,0132 | 2.03 (.0055
0,06 0,3982 | 0,38 0,3712 | 0,70 0,3123 | 1,02 0,2371 | 1,34 0,1626 1,66 0,1006 [ 1,98 0,0562 | 2,30 0,0283 | 2,62 0,0129 | 2,94 0,0053
0,07 0,3980 | 0,39 0,3697 | 0,71 0,3101 | 1,03 0,2347 | 1,35 0,1604 1,67 0,0989 | 1,99 0,0551 | 2,31 0,0277 | 2,63 0,0126 | 2,95 0,0051
0,08 0,3977 | 0,40 0,2683 | 0,72 0,3079 | 1,04 0,2323 | 1,36 0,1582 1,68 0,0973 | 2,00 0,0540 | 2,32 0,0270 | 2,64 0,0122 | 2,96 0,0050
0,09 0,3973 | 0,41 0,3668 | 0,73 0,3056 | 1,05 0,2299 | 1,37 0,1561 1,69 0,0957 | 2,01 0,0529 | 2,33 0,0264 | 2,65 0,0119 | 2,57 0,0048
0,10 0,3970 | 0,42 0,3653 | 0,74 0,3034 | 1,06 0,2275 | 1,38 0,1539 1,70 0,0940 | 2,02 0,0519 | 2,34 0,0258 | 2,66 0,0116 | 2,98 0,0047
0,11 0,3965 | 0,43 0,3637 | 0,75 0,3011 { 1,07 0,2251 | 1,39 0,1518 1,71 0,0925 | 2,03 0,0508 | 2,35 0,0252 | 2,67 0,0113 | 2.99 0,0046
0,12 0,3961 | 0,44 0,3621 | 0,76 0,2989 | 1,08 0,2227 | 1,40 0,1497 1,72 0,0909 | 2,04 0,0498 | 2,36 0,0246 | 2,68 0.0110 | 3.00 00044
0,13 0,3956 | 0,45 0,3605 | 0,77 0,2966 | 1,09 0,2203 | 1,41 0,1476 1,73 0,083 | 2,05 0,0488 | 2,37 0,0241 | 2,69 0,0107 | 3,10

0,14 0,3951 | 0,46 0,3589 | 0,78 0,2943 | 1,10 0,2179 | 1,42 0,1436 1,74 0,0878 | 2,06 0,0478 | 2,38 0,0235 | 2,70 0,00104 | 3.20 0.0024
0,15 0,3945 | 0,47 0,3572 | 0,79 0,2920 | 1,11 0,2155 | 1,43 0,1435 1,75 0,0863 | 2,07 0,0468 | 2,39 0,0229 | 2,71 0,0101 | 3,30 ©

0,16 0,3939 | 0,48 0,3555 | 0,80 0,2897 | 1,12 0,2131 | 1,44 0,1415 1,76 0,0848 | 2,08 0,0459 | 2,40 0,0224 | 2,72 0,0099 | 3,40 0

0,17 0,3932 | 0,49 0,3538 | 0,81 0,2874 | 1,13 0,2107 | 1,45 0,1354 1,77 0,0833 | 2,09 0,449 | 2,41 0,0219 | 2,73 0,0096 | 3,50 0O,
0,18 0,3925 | 0,50 0,3521 | 0,82 0,2850 | 1,14 0,2083 | 1,46 0,1374 1,78 00818 | 2,10 0,0440 | 2,42 0,0213 | 2,74 0,0093 | 3,60 0,006
0,19 0,3918 | 0,51 0,3503 | 0,83 0,2827 | 1,15 0,2059 | 1,47 0,135 1,79 0,0804 | 2,11 0,0431 | 2,43 0,0208 | 2,75 0,0091 | 3,70 0,0004
0,20 0,3910 | 0,52 ;3485 | 0,84 0,2803 | 1,16 0,2036 | 1,48 0,1334 1,80 0,0790 | 2,12 0,0422 | 2,44 0,0203 | 2,76 0,0088 | 3,80 0,0003
0,21 0,3902 | 0,53 0,3467 | 0,85 0,2780 | 1,17 0,2012 | 1,49 0,1315 1,81 0,0775 | 2,13 0,0413 | 2,45 0,0198 | 2,77 0,0086 | 3.90 00002
0,22 0,3894 | 0,54 0,3448 | 0,86 0,2756 | 1,18 0,1989 | 1,50 0,1295 1,82 0,0761 | 2,14 0,0404 | 2,46 0,094 | 2,78 0,0084 | 4,00 0,0001
0,23 0,3885 | 0,55 0,3429 | 0,87 0,2732 | 1,19 0,1965 | 1,51 0,1276 1,83 0,0748 | 2,15 0,0396 | 2,47 0,0189 | 2,79 0,0081 | 4,10 0,0001
0,24 0,3876 | 0,56 0,3410 | 0,88 0,2709 | 1,20 0,1942 | 1,52 0,1257 1,84 0,0734 | 2,16 0,0387 | 2,48 0,0184 | 2,80 0,0079 | 4,20 0,000
0,25 0,3867 | 0,57 0,3391 | 0,89 0,2685 | 1,21 0,1919 | 1,53 0,1238 1,85 0,0721 | 2,17 0,0379 | 2,49 0,0180 | 2,81 0,0077

0,26 0,3857 | 0,58 0,3372 | 0,90 0,2661 | 1,22 0,1895 | 1,54 0,1219 1,86 0,0707 | 2,18 0,0371 | 2,50 0,0175 | 2,82 0,0075

0,27 0,3847 | 0,59 0,3352 | 0,91 0,2637 | 1,23 0,1872 | 1,55 0,1200 1,87 0,0694 | 2,19 0,0363 | 2,51 0,0171 | 2,83 0,0073

0,28 0,3836 | 0,60 0,3332 | 0,92 0,2613 | 1,24 0,1845 | 1,56 0,1182 1,88 0,0681 | 2,20 0,0355 52 0,0167 | 2,84 0,0071

0,29 0,3825 | 0,61 03312 | 0,93 0,2589 | 1,25 0,1826 | 1,57 0,1163 1,89 0,066% | 2,21 0,0347 | 2,53 0,0063 | 2,85 0,0069

0,30 0,3814 | 0,62 0,3292 | 0,94 0,2565 | 1,26 0,1804 | 1,58 0,1145 1,90 0,0656 | 2,22 0,0339 | 2,54 0,0158 | 2,86 0,0067

0,31 0,3802 | 0,63 0,3271 | 0,95 0,2541 | 1,27 0,1781 | 1,59 0,1127 1,91 0,0644 | 2,23 0,0332 | 2,55 0,0154 | 2,87 0,0065




424

A STUDENT-ELOSZLAS

. TABLAZAT

\\f\ 090 | 080 | 0,70 II 060 | os0 | o40 | 030
0325 | 0510 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 1,963
;1> gﬁig 0289 | 0,445 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,386
3 | 0137 | 0277 | 0,424 | 0,584 | 0765 | 0978 | 1,250
s | 0134 | 0271 | 0414 | 0569 | 0741 | 0941 | 1,190
s | on3z | 0267 | 0408 | 0,559 | 0,727 | 0920 | 1,156
0,404 ss3 | 0,718 | 0906 | 1,134
Eji.' g;itla g %Ei 0,402 g’.m 0711 | 0,896 | 1,119
g | o130 | 0262 | 0399 | 0546 | 0,706 | 0,889 | 1,108
o | 0129 | o261 | 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,100
10 | 0120 | 0260 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0879 | 1,093
29 | 0260 | 0,396 | 0,580 | 0,697 | 0,876 | 1,088
H gﬁza 0.259 | 0395 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,083
13 | o128 | 0259 | 0,394 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,079
14 | 0128 | 0258 | 0393 | 0,537 | 0,692 | 0,868 | 1,076
s | o128 | 0258 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,074
0128 | 0258 | 0392 | 0535 | 0,690 | 0865 | 1,071
ﬁ 0128 | 0257 | 0,92 | 0,534 | 0,689 | 0,863 1,uﬁ$
18 | on27 | 0257 | 0392 | 0,534 | 0,688 | 0,862 lﬁﬁ
19 | 0127 | 0257 | 0391 | 0,533 | 0,688 0,861 | 1,
20 | 0127 | 0257 | 0391 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,064
127 | 0257 | 0391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,063
ié g,u:- 0256 | 0390 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,061
23 | 0127 | 0256 | 0390 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,060
24 | 0127 | 0256 | 0,390 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,059
25 | 0127 | 028 | 0,390 | 0,531 | 0684 | 0,856 | 1,058
127 | 025 | 0,39 | 0,531 | 0,684 | 0856 | 1,058
%ﬁ g.m 0256 | 0,389 | 0,531 | 0,684 | 0855 | 1,057
38 | 0127 | 0256 | 0,389 | 0,530 0.683 | 0,855 1,1:-5?
20 | 0127 | 0256 | 0389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 1.05!
30 | 0127 | 0,256 | 0,389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,05
40 | 0126 | 0255 | 0388 | 0259 | 0,681 | 0851 | 1,050
€0 | 0126 | 0254 | 0,387 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,046
120 | 0126 | 0254 | 0,386 | 0,526 0,677 | 0,845 | 1,041
e | 0126 | 0253 | 0385 | 0,524 | 0,674 | 0,842 | 1,036
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.n\’\ 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001

1 3,078 6,114 12,706 31,821 63,657 636,619

2 1,886 2,520 4,303 6,965 9,925 31,598

3 1,638 2,333 3,182 4,541 5,841 12,941

4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610

5 1,476 2,015 2,37 3,365 4,032 15,359

6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041

9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4318
13 1,350 1,771 160 2,650 3,012 4,221
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2977 4,140
15 1,341 1,733 2,131 2,602 2,947 4,073
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2921 4,015
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3922
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22 1,321 1,717 2,074 2,508 1,819 3,792
23 1,319 1,714 2,062 2,500 2,807 3,767
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 1,316 1, 2,060 2,485 2,787 3,725
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373
oo 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291

Adott n &s p esetén a tdbldzat alapjin meghatdrozhatd az a ¢, , melyre
P(lt|= &) =p.
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A ;,-*-ELDSEMS
N 099 | 098 | 095 | 0% | oso | o070 | os0
]

1 0000 | 0000 | 0003 | 0016 | 0064 | 0,148 | 0455
3 ﬂ 115 0,135 0,352 0,584 1,005 1,424 2,366
4 I!.?:E? 04290 | 0,711 1,064 | 1,649 z 195 | 3,357
5 0,554 | 0,752 | 1,145 | 1,610 | 2,343 3,nm 4,351
6 0,872 | 1,134 | 1,635 | 2204 | 3070 | 3,828 | 5348
7 1,239 | 1,564 | 2,167 | 2,833 | 3,822 | 4,671 | 6,346
8 1,646 | 2,032 | 2,733 | 3,490 | 4,594 | 5527 7,344
9 2088 | 2532 | 3,325 | 4,168 | 5380 | 6,393 | 8343
10 2,558 3,&59 3,940 | 4,865 | 6,179 | 7,267 | 9342
11 3053 | 3,609 | 4,575 | 5578 | 6,989 | 8,148 | 10,341
12 3571 | 4,078 | 5226 | 6304 | 7,807 | 9,034 | 11,340
13 4107 | 4,765 | 5892 | 7,042 | 8,634 | 9,926 | 12,340
14 4,660 5,368 IE 57 7,790 9467 | 10,821 | 13,339
15 5229 | 5985 | 7,261 | 8,547 1 307 | 11,721 | 14,339
16 5812 | 6,614 | 7962 | 9312 | 11,152 | 12,624 | 15338
17 6408 | 7,255 | 8,672 | 10,085 | 12,002 | 13,531 | 16,338
18 7015 | 7, 506 | 9,390 | 10,865 | 12,857 | 14,440 | 17,238
19 ? 633 | 8,567 | 10,117 | 11,651 | 13,716 | 15,352 | 18,338
20 s,zﬁu 9 237 | 10,851 | 12,443 | 14,578 15 266 | 19,337
21 8,897 9915 | 11,591 | 13,240 | 15,445 | 17,182 | 20,337
22 9 542 | 10,600 | 12,338 | 14,041 | 16,314 | 18,101 | 21,337
23 10,196 | 11,293 | 13,091 | 14,848 | 17,187 | 19,021 37
24 | 10856 | 11,992 | 13,848 | 15,659 | 18,062 | 19,943 | 23,337
25 11,524. 12,697 | 14,611 | 16,473 | 18,940 | 20,867 | 24,337
26 12,198 | 13,409 | 15,379 | 17,292 | 19,820 | 21,792 | 25,336
27 12,879 | 14,125 | 16,151 | 18,114 | 20,703 | 22,719 | 26,336
28 13,565 | 14,847 | 16,928 | 18,939 | 21,588 | 23,647 | 27,336
29 14,256 | 15,574 | 17,708 | 19,768 | 22,475 | 24,577 | 28,336
a0 14,953 | 16,306 | 18,493 | 20,599 | 23,364 | 25,508 29,336

0,30

0,20

0,10

0,05

0,0z

¥

0,01

0,001

1,074

2,408
3,665
4,878
6,064

7,231
8,383
9,524
10,656
11,781

12,859
14,011
15,119
16,222
17,322

18,418
19,511
20,601
21,689
22,715

23,858
24,939
26,018
27,096
28,172

29,246
30,319
31,391
32,461
33,530

e s = = = ¥
RA Bl B = D 88 ~d R LA L g e /
"

Bomao

SBELE RREBRE

1,642
3,219
4,642
5,989
7.289

8,558
9,803
11,030
12,242
13,442

14,631
15,812
16,985
18,151
19,311

20,465
21,615
22,760
23,5900
25,038

26,171
27,301
28,429
29,553
30,675

31,795
32,912
34,027
35,139
36,250

2,706
4,605
6,251
7,779
9,236

10,645
12,017
13,362
14,684
15,987

17,275
18,549
19,812
21,064
22,307

23,542
24,769
25,989
27,204
28,412

29,615
30,813
32,007
33,196
34,382

35,563
36,741
37,916
39,087
40,256

3,841
5,991
T.815
9,488
11 lZIT'l'.l

12,592
14,067
13,507
16,919
18,307

19,675
21,026
22,362
23,685
24,996

26,296
27,587
28,869
30,144
31,410

32,671
33,924
35,172
36,415
37,652

38,885
40,113
41,337

42,557
43,773

5,412
7 824
9' 837

11,668

13,388

15,033
16,622
18,168
19,679
21,161

22,618
24,054
25 4?'1
26,873
28,259

29,633

30,995
32,346
33,687
35,020

36,343
37,659
38,968
40,270
41,566

42,856
44,140
45,419
46,693
47,962

6,635
9,210
11,345
13,277
15,086

16,812
18,475
20,090
21,666
23,209

24,725
26,217
27,688
29,141
30,578

32,000
33,409
34,805
36,191
37,566

38,932
40,289
41,638
42,980
44,314

45,642
46,963
48,278
49,588
50,892

10,827
13,815
16,268
18,465
20,517

22,457
24,322
26,125
27,877
29,588

31,264
32,909
14 528
36,123
7 E‘B‘T

39,252
40,790
42,312
43,820
45,315

46,797
48,268
49,728
51,179
52,620

54,052
55,476
56,793
58,302
59,703

Adottnés p esotén a tibldzat alapjdn meghatdrozhaté az a 2, melyre

P[z*‘::—#]:p_
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A FELADATOK MEGOLDASAI

HEA G

{N-l-%l]' (H+u-ll:l

[—-:-f-j- ill. I—E hll: 1:-!:— ha kjsl-
ﬂ}‘_t;:}‘ [ }{[ﬂ{ ]”‘ : 9)
I'n]-—%. b. EI 1. %

[

2001 {1110 190 3 3

G (-5 ¢ 5rT
a4 20

el Y

A két valdezin(ség a kivetkezs:
1 - 05177 35\ 04914
- () =omms 1= (5] =oume
tehdt az elsd eset a valdszinlbb.

W G
ini7vs

{5] (0,516)*(D,484)>. 1 Sy

F(A;), ..., P(AJ) kizil légalabb egy 1-gvel :mfsnlﬁ-. a tobbi
pedig tetszlleges lehet.

x3, ha 0=x=1,
]—fﬂnx}. I, Aa)={2x—x* ha l=xx2
x

0 egrébként.

4.15.

5.13.
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o) = {.h:+ml‘x}ﬂ'
n [x—aln-l . b—x)r=1
b—a [b—n] p = b—a[h—n) ]
Flx)
.E;Jg é‘é 5. Foi<Kye={ Fay’ ™ =0
1 ha x= K.
= o
A slirQségfiggvények: xe 2 x=0, ill. :—J:,D:x-:iﬁ.
1 |
Hin1=b—~"—-—[b—d},hﬂ-5]~—a+n+ l{b—m}.
1':I'+E] d+5' ("‘.i +-E) (b—a)?
M , D
[ 2 Am+ Din+2)

A virhatd Erték 6-tal egyenld.
A vidrhatd érték éz a szorisnégyzet 2-vel, a modusz 1-gyel

egvenld, a medidn az % = (x+4-1)e=7 egyenlet pozitiv meg-

oldasa

A varhaté érték 0, a szérhs V2, 1! _i_?‘l.
Ax
2.-': 4 i
o “ig=rdy.
(n—2)! J-f L
l r‘l‘“ﬂ.*l
k+1 b—a
Ha d—c=b—a, akkor az Ssazeg slir(ségfliggvénye:
0, ha x=ag + ¢;
XE—g—2e
—_——— haate=x=b+¢;
T i =
ri={=—=.  mbtczxr=atd
b4+d—=x
—_—  haat d=x=b+d;
(b—a)(d—c)
L0, ba b+ d=ax.
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6.8,

7.8.

9.21.

10.29.

[==1
-

-

10,

A FELADATOE MBGOLDASAI

59

=

A=np == 0,09,

Palt)=ni.

Put)=e M(l—e *y-1, n=1,2,...
2dzxe ~*==*, x=0, ahol 4 a pontsiirliség,

a a 14+ a?
k=pl@,m=2 +y o' =2,y =2—",
e i P B i fa
Pa Pi FProPra-
Py-1 Py FPi--Pw-a

Pw-zPw-i Po--Pr-»

I i
PI—""';PI=_.
" Atp At p

Ha i-=j, akkor
REEN=(PH =P =

" { P.(i) ]

P —=PpQL =P ) °
ahol Pi(i) és P,(f) az elizd feladatban szerepld mennyi-
stgek és

i
PUN= 2 (] =Ry~ .
ixza " w A+ p

1
A torzltds értéke: — ——— (b —al.
orzitds oy (b — a)

5%
X <+ fo,0s — =473+ 3,46,
yio

. 1 :
Minthogy a 2= 3 magas szinten sincs szignifikdns eltérés,

Minth 1=13,53, a 95%-0s szinten még nincs szignifi-
kdns r.'.clhtséyrg “ s =
Az y—F=b(x—F) regresszibs egyenes

¥=— 12,26 =782 (x — 4,99).
n [ Mo

=N = 70000 = 10000 + n

1
: Mo =184.16 (F—ll.

13,
14.

15.
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