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Prélogo

El presente libro de problemas corresponde a los temas béasicos de un primer
curso de introduccién al Algebra Lineal. Los autores imparten dicha asignatura
en la titulacién de Ingenieria Técnica Industrial aunque el libro es igualmente re-
comendable para estudiantes de otras titulaciones técnicas. El libro comprende
los siguientes temas: Espacios vectoriales, Matrices, determinantes y sistemas
lineales, Aplicaciones lineales, Diagonalizacién de endomorfismos, Formas bilin-
eales y formas quadraticas de los cuales se ha anadido un resumen de teoria.

El objetivo principal es que el alumno pueda seguir paso a paso la resolucién
de numerosos problemas de los temas mencionados como ejemplificacién de los
conceptos y resultados tedricos, complementando asi los realizados en clase. Se
ha procurado presentar las soluciones en la forma maés practica y directa. Se
adjunta también una colecciéon de problemas propuestos.

Nos gustaria que este libro de problemas facilitase el aprendizaje de la asig-
natura y, agradecerfamos cualquier sugerencia o comentario que pueda mejorarlo
dirigiéndose a cualquiera de las siguientes direcciones electronicas:
garcia@eup.udl.es, gine@eup.udl.es.

Los autores, Septiembre 2003






Capitulo 1

Matrices, Determinantes y
Sistemas Lineales

1.1. Resumen de teoria

Diremos que A es una matriz sobre un cuerpo K con n filas y m columnas
si A es una tabla ordenada de escalares a;; € Kconi=1,...,n,j=1,...,m.
Utilizaremos la notacién A = (a;;) para designar a la matriz

a1 a2 A1m
a21 Qa2 - A2m

A= ,
an1 An2 st Qpm

donde, el elemento a;; es ordenado en la fila ¢ columna j de la matriz A.
Al conjunto de todas las matrices de n filas y m columnas sobre el cuerpo
K serd denotado por M, x,(K). El caso particular de el conjunto de todas
las matrices cuadradas es aquel para el cual n = m y se escribe M,,(K). Si
A = (a;5) € Myp(K) es una matriz cuadrada, se define su diagonal principal
como los elementos a;; con i = 1,...,n. Ademas, se llama traza de la matriz
cuadrada A a la suma de todos los elementos de su diagonal principal, es decir,
trdA = Z?:l A

Habitualmente se trabajara con el cuerpo de los niimeros reales, es decir,
K=R.

Dos matrices A = (a;j) € Myuxm(K) y B = (bij) € Mpxm(K) son iguales si
sus elementos coinciden. En otras palabras, A = B si a;; = b;; parai =1,...,n,
7=1...,m.

Una matriz A se dice que es escalonada si el subindice de la columna del
primer elemento no nulo de cada fila es mayor que el de la fila anterior.
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Clasificacién de matrices: Atendiendo a la disposicion de los elementos nulos
de una matriz cuadrada A = (a;;) € M, (K) se tiene la siguiente clasificacién:
Se dice que A es

» triangular superior si a;; = 0 para todo ¢ > j;
» triangular inferior si a;; = 0 para todo ¢ < j;
= diagonal si a;; = 0 para todo i # j.

. . . 0 s i#g
» identidad y es denotada por I, si a;; = { 1 si iz
Operaciones con matrices: En lo que sigue, se denotaran a las matrices con
letras maytsculas A, B, C, y a los escalares por letras griegas «, 3.
» Suma: Sean A = (a;5) € Mpxm(K) y B = (bi;) € Mypxm(K). Entonces
C=A+BsiC=(cj) € Mpxm(K) tal que ¢;; = a;; + b;j.
= Producto por escalar: Sea A = (ai;) € Muxm(K) y oK. Entonces B = oA
si B = (bij) € Muxm(K) tal que b;; = aa;;.
» Producto: Sean A = (a;j) € Myuxm(K)y B = (bij) € Myx¢(K). Entonces
C=ABsiC = (Cij) € Mnxg(K) tal que ¢;; = 22;1 aikbkj.
» Potencia: Sea A = (a;;) € M, (K). Entonces, se define de manera induc-
tiva A =1, A' = A, A2 = AA, A"l = A" A para todo n € N.
Propiedades de las operaciones con matrices:
s Propiedad asociativa de la suma: (A+ B)+C = A+ (B+ C).
= Propiedad conmutativa de la suma: A+ B = B + A.

s Propiedades distributivas del producto por escalar: «(A+ B) = aA+ aB,
(041 + QQ)A = alA —+ QQA.

= Propiedad asociativa del producto por escalar: a(AB) = («A)B = A(aB).
» Propiedad asociativa del producto: (AB)C = A(BC).

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma por la izquierda:
A(B+C)=AB+ AC.

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma por la derecha:
(B+ C)A=BA+ CA.

Nétese que las dos ultimas propiedades son debidas a que, en general, el pro-
ducto de matrices es no conmutativo. Por lo tanto, excepto casos particulares,
AB # BA. En los casos excepcionales en los cuales AB = BA se dice que las
matrices A y B conmutan.

Sea A = (a;j) € Muxm(K). Se define la matriz traspuesta de A, y se denota
por A, como la matriz A* = (a;;) € M, x,(K). La operacién de trasposicién
verifica las siguientes propiedades:
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» (A+B)t = A'+ B".
. (AN = A

s (aA)t = Al

= (AB)t = BtA

Una matriz cuadrada A es simétrica si A = Ay antisimétrica si A* = —A. Ob-
servar que, en términos de elementos de las matrices, se tiene que: (i) A = (a;;)
es simétrica si a;; = aj;; (i) A = (a;;) es antisimétrica si a;; = —a,;. Obser-
var que, en particular, la dltima expresién implica que una matriz antisimétrica
tiene todos los elementos de la diagonal principal nulos.

Transformaciones elementales o de Gauss: Dada una matriz, se llaman
transformaciones elementales por filas o de Gauss a las siguientes manipula-
ciones:

(i) Cambiar el orden de dos filas. Lo simbolizaremos por f; < f;.

(ii) Multiplicar a una fila por un escalar no nulo. Serd denotado por f; — af;
con o # 0.

(iii) Sumar a una fila otra fila multiplicada por un escalar. Lo notaremos por

fi = fi +af;.

Dadas dos matrices A, B € M,,x,(K), se dice que son equivalentes, y lo
denotaremos por A ~ B, si una se puede obtener a partir de la otra mediante
un numero finito de transformaciones elementales por filas.

Se define el rango de una matriz como el nimero de filas no nulas de una ma-
triz escalonada equivalente. Denotaremos el rango de una matriz A por rangA.

Matriz inversa: Una matriz cuadrada A € M,,(K) es inversible si existe otra
matriz B € M, (K) tal que AB = BA = I,,. En el caso de que exista, dicha
matriz B se llama matriz inversa de A y se la denota por A™1.

Ademds, si existe la matriz inversa de A, ésta es unica puesto que

AB) =B1A=1,

ABQ _ BQA -1, } = By = B11l,, = Bl(ABQ) = (BlA)BQ =1,By = B, .

Algunas propiedades de la matriz inversa son las siguientes:

« (AB)"'=B-'A"".
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Dada una matriz cuadrada A € M,,(K) inversible, una forma préactica de
calcular A~! es mediante transformaciones elementales por filas, de manera que

(A|In) N (In|A_1)-

Determinante de una matriz cuadrada: Sea A = (a;;) € M,(K) una
matriz cuadrada de orden n. Denotaremos por det A o bien |A| al determinante
de A. det A € K y se puede definir por induccién sobre n de la forma siguiente:

= Sin =2 entonces

a11 a2
det A = = ai11022 — G11022 -
a1 Aa22
= Sin > 3 entonces
ail a2 -t Qin
21  G22 c Q2p n
det A = . . . . = E Qi Qi (1.1)
: : : : =
anl an2 Tt Ann
para cualquier j € {1,...,n}. En la anterior férmula, o;; se conoce como

el adjunto del elemento a;; siendo su valor o;; = (—1)“‘in]», donde A;
se llama el menor complementario del elemento a;; y se define como el
determinante de la matriz de orden n — 1 resultante de eliminar la fila ¢ y
la columna j de la matriz A.

La férmula (1.1) es el desarrollo de det A por su columna j-ésima. Se podia
haber definido también, y de manera equivalente, el desarrollo de det A por su
fila i-ésima de la manera siguiente

a1 a2 -+ Qin
G21 Q22 -+ Q2n n
det A=| . . : .= Z QijQij
: : : : =
an1 An2 st Qpp
para cualquier ¢ € {1,...,n}.

Veamos algunas de las propiedades de los determinantes.

= Si se multiplica una fila (o una columna) por una constante, el determi-
nante queda multiplicado por ella.

aajlp Qa2 ail; a2

a21 a2 a21 Aa22

= Sise permutan dos filas (o columnas) el determinante cambia su signo.

a21 Aa22
a11 a2

aip a2
a21 a22
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= Si una fila (o columna) es nula el determinante vale cero

0 0

a1 A2

=0.

= Si dos filas (o columnas) son iguales el determinante vale cero.

a1 a2
ailp a2

= Si dos filas (o columnas) son proporcionales el determinante vale cero.

a1 a12
aany aar2

= Si una fila es combinacién lineal de las otras (o una columna es combi-
nacién lineal de las otras) el determinante vale cero.

aiil ai2 a13
a1 a2 a23 =0.
aair + Bazr  aaiz + Baze  cais + Bags

= Si a una fila (0 a una columna) se le suma una combinacién lineal de las
otras el determinante no cambia su valor.

ail a2 ai3
az1 Aa22 a3 | =
azi asz2 ass

a1 @12 ais
a21 a22 az3
as1 + aair + Bag1  asz + aaiz + Bage  ass + aaiz + Bags

= Si un determinante posee una fila (o una columna) formada por sumas,

se puede descomponer en la suma de dos determinantes de la manera
siguiente:

a p

a1  Aa22

a1l a2

an+oa a+8 |
22 az1 a2

a1 a

+

s det A = det A°.
» det(AB) = det Adet B.

Determinantes, rango y matrices inversas: Dada una matriz cuadrada
A € M, (K) de orden n, se puede demostrar que los siguientes enunciados son
equivalentes: i) det A # 0; ii) A es inversible; iii) rangA = n.
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Si una matriz A € M,,(K) es inversible, otra forma alternativa de calcular
su matriz inversa A~! es la siguiente:

-1 _ 1
det A

(A)t )

donde A se llama la matriz adjunta de A y sus elementos son los adjuntos de A or-

denados en filas y columnas segin sus subindices, es decir, A = (a;;) € M, (K).

Sistemas lineales de ecuaciones: Un sistema de n ecuaciones lineales con m

incégnitas 1, o, ..., T, se define como un sistema de ecuaciones de la forma
a11x1 + a2 + -+ GmTm = by,
a21%1 + agaT2 + 0+ Q2T = ba,
an1T1 + ap2T2 + - -+ QT = bn ;
siendo los a;; y b; escalares de K paraz=1,...,ny j =1,...,m. La matriz
aip  Qiz2 - Qim
azy Q22 - d2m
ap1  Ap2 - Qpm
se llama matriz de coeficientes del sistema, © = (z1,%2,...,Zm)" se llama el
vector de incdgnitas y b= (by,ba,...,b,)" el vector de términos independientes.
El sistema lineal se escribe en forma matricial como Az = b. Diremos que el
vector s = (s1,82,...,8m)" es solucion del sistema lineal Az = b si verifica la

igualdad As = b.

Atendiendo al nimero de soluciones de un sistema lineal, éste se clasifica de
la manera siguiente.

= Un sistema es incompatible si no admite ninguna solucién.
= Un sistema es compatible si admite alguna solucién.

e Un sistema es compatible determinado si admite una tinica solucidn.

e Un sistema es compatible indeterminado si admite infinitas soluciones.
En este caso, se define el nimero de grados de libertad del sistema
lineal como el niimero de pardmetros del cual depende el conjunto de
soluciones del sistema.
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Se define la matriz ampliada A* asociada al sistema lineal Ax = b como la
matriz

a1 a2 - Qi b1

. a1 G2 - G2, b2
A = . . . . . S Mnxm-‘rl (K) .

an1 aAn2 s Qpm bn

Teorema 1 (Rouché-Frobenius) El sistema lineal Az = b de n ecuaciones y
m incognitas es compatible si y sélo si rangA = rangA* = r. Ademds, sir =m
entonces el sistema es compatible determinado y si v < m entonces el sistema
es compatible indeterminado con m — r grados de libertad.

Un sistema lineal que tenga el vector de términos independientes nulo, es de-
cir, Az = 0, se llama sistema homogéneo. Es obvio que todo sistema homogéneo
es compatible puesto que posee, al menos, la solucién trivial z = (0,0, ...,0)%.

Si A es una matriz cuadrada, es decir, el sistema, lineal tiene el mismo ntimero
de ecuaciones que de incognitas, entonces una consecuencia inmediata del Teo-
rema de Rouché-Frobenius es que un sistema lineal homogéneo posee soluciones

distintas de la trivial si y sélo si det A # 0.

Método de eliminacién de Gauss: Este método para resolver el sistema
lineal de ecuaciones Ax = b consiste en hallar, mediante transformaciones ele-
mentales por filas, una matriz escalonada equivalente a la matriz ampliada del
sistema, es decir, A* ~ --- ~ B* siendo B* escalonada. Entonces, el conjunto
de soluciones del sistema lineal con matriz ampliada A* es el mismo que el del
sistema lineal con matriz ampliada B*, siendo éste tltimo de facil resolucién
por sustitucién hacia atras.

Regla de Cramer: Consideremos un sistema lineal Az = b compatible de-
terminado con el mismo ntimero n de ecuaciones que de incégnitas. Entonces
es claro que A = (a;;) € M,(K) con det A # 0. En este caso, la solucién

x = (x1,T2,...,2,)" del sistema viene dada por
all PRI b1 PRI aln
1 a21 PR b2 PR azn .
xi:detA ,1=1,...,n,
Anl e bTL e Apn

donde la columna i-ésima esta formada por el vector de términos independientes.

1.2. Problemas propuestos

1.2.1. Matrices

1. Decir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos:

(CL) A* - B* = (A+B)(A_B)7 VA7B € Mn(R)an > 27
() A-B=A-C — B=C, VA, B € Mu(R),n > 2; A #0.
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2. Demostrar que si una matriz A € M,,(R) satisface la ecuacion aA? +bA+
cl, =0, siendo a,b,c € R, con ¢ # 0; entonces la matriz A es inversible.
3. Calcular el rango de la siguiente matriz en funcion del pardmetro a
1 1 1
2 a -5
4 a®> 25
4. Demostrar que todas las matrices de la forma ( Z 2 > con a,b € R
conmutan entre ellas.
) . 1 2 2 4
5. Encontrar A y x que verifican la ecuacion 3 A= 6 8 A,
donde A € M, (R), con A # 0.
. . ‘ 2 3
6. Resolver la ecuacion matricial A- X = B, siendo A = ( 11 )
3 1
y B = ( 9 _5 )
7. Encontrar todas las soluciones de A> =0 con A € M.
8. Sea A € M, demostrar que AA es una matriz simétrica.
9. Dado el sistema matricial
(X+Y)-C = X,
Cc-Y = 3, — 24,
aislar X eY, indicando las propiedades que se han de cumplir para poder
efectuar las operaciones. Determinar X eY en el caso particular que
1 0 1 1 2 1
c=|100 1], Al 2 0 2
2 1 0 3 0 -1
10. Sean A y B matrices cuadradas inversibles. Encontrar X, en funcién de
AyB,talque A-B-A"1 . X -B- A7l + A=0.
11.  Comprobar que si A i I — A son matrices inversibles, entonces se verifica
que A- (I —A)~t=(A"1-1)"L
12. Sea A€ M,(R) yk €N tales que A¥ = 0. Demostrar que la matriz I,, — A
es inversible y que (I, — A)™' =1, + A+ A% 4 ... 4 AF-L
13. Dada la matriz cuadrada A, diremos que A es involutiva si A2 = I y que

es idempotente si A> = A.
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a) Sea A una matriz involutiva. Definimos B = (I + A). Demostrar
que B es idempotente.

b) Sean A y B dos matrices cuadradas tales que A= A-B y B = B-A.
Demostrar que A y B son idempotentes.

14. Dada la matriz A = ( 1o >, caleular A+ A2 + A3 + ... A™. Demostrar

11
el resultado por induccion.

15.  Calcular el rango de las siguientes matrices:

1 3 2 ~1 4 -2 5 0
(a) 1 0 1 |, (b) 3 -1 0 -2 5 |,
2 1 3 3 10 —6 11 10
1 1 2
-1 -1 3 1 35 8
(¢) 0o 0 o |, (a 2 1 4 -3
2 4 6 —2 0 1 -2
3 3 6
2 1

16. Sea A = ( ) Calcular A?. Encontrar a y b tales que A2 +aA+bl =

2 3

0. Encontrar la matriz A~1.

17.  Sea A una matriz cuadrada que satisface la ecuacion A3 —3A%24+2A+1 = 0.
Probar que A tiene inversa y calcularla en funcion de A.

18.  Encontrar las matrices inversas de las matrices siguientes:

17 —-15 =2 -2 -1 =2
(a) 77 -1, ® | -4 -1 -3 |,

5 -6 -1 -1 -1 -1

1 1 1 3

2 4
(c) 0 V2 —iv2 |, (d) 01 1
2 2

1 -1 -1



10 Matrices, Determinantes y Sistemas Lineales

1.2.2. Determinantes

1. Calcular los siguientes determinantes:

12 301 4
(@ | =1 0 1}, (b) :
3 9 9 1 2 -1 5
2 1 1 1
142 1 2 0 L2345
2443 3 4 3 23456
(¢) . , (d) 3 45 6 7
441 2 3 2
1-i 2 4 6 po 6T
5 6 7 8 9
2. Calcular los siguientes determinantes:
1z 1 1 1 12 3 n
01 z 1 1 -1 0 3 n
@ [0 0 1 2« 1|, (@ |-t -2 0 n,
0 0 0 1 =« :
0 0 0 0 1 1 -2 _3 0
1 2 2 2 2
roaa “ 2 2 2 2 2
@ roa “ 2 2 3 2 2
(0 | @ @ 7 1 @ |2 2 2 4 2
@ aa o 2 2 2 2 n
3. Resolver las siguientes ecuaciones:
3 2 0 T a a a
a T a a
(a) ; —01 i =4, (b) W 4 r a =0,
T a a
14z T T T a 0 a
T 1+ T T o o
(¢) - . 1+ - =0, (d) _a _a xz | =0.
T T T 14+ “ “

4.  Probar que si a es una raiz cibica de la unidad, es decir, a® = 1, entonces
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5.  Demostrar, mediante las propiedades de los determinates que

—x 1 0 0 0
0 —z 1 0 0
0 0 —z O 0 =2 +azxt + b2+ ca® +dr +e.
0 0 0 -z 0
e d c b a—=x
4 1 6
6. Probar que el determinante | 1 8 2 | es multiplo de 11.
4 6 1

7. Demostrar, sin calcular los determinantes, que

1)z x =« yz/x 1 =z
Vy y v |=|az/y 1 y|,
/2 z 22 xy/z 1 z

parax # 0,y #0, z £ 0.

8. Demostrar la siguiente igualdad para el llamado determinante de Vander-

monde
1 1 1 1
a b ¢ d
a2 b2 2 2 = (b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b)(d—c).
a® b E P

9. Calcular los siguientes determinantes utilizando propiedades de los deter-

minantes:

1 1 1 1 a? ab ab b?
1 1+a 1 1 ab a? b ab

O T N S SRR O S C R R
1 1 1 1+c b> ab ab a®
1 1 1 1 1 1

(¢) ab a? b |, (d) a b c
ab b* a? b+c a+c a+bd

10. Si A€ My(R) y |A| = 2, determinar |3A| y [BAY].

11. Sea A € M,(R) tal que A%> = —1I,,. Demostrar que A es inversible, que n
es par y que |A] = £1.
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12.  Calcular, utilizando determinantes, las matrices inversas de las siguientes

matrices
123 A
@ | -130],
. 1 5 2 -2 1 0
1 6 2 1

13.  Dada la matriz
1 0 -1
A= 0 ¢t 3 ,
4 1 —t
encontrar los valores de t para los cuales existe matriz inversa A~L. Cal-
cular A=! en el caso t = 2.

1.2.3. Sistemas lineales

1. Resolver los stquientes sistemas lineales:

T —3y+ 2z = 6
(a) 2 +y—5z = —4;
20 — 13y + 13z = 28;
20 —y+3z+u—3v = 2
) 3 —-2y+z—u—2v = 4
dx+d5y—z—-3u—v = 6
5r —2y+2z4+2u+4v = 3.

2. Utilizando la regla de Cramer, discutir y resolver los siguientes sistemas

lineales:
T+y+=z = 3 r+y+2z = 4
(a) T—y+z = 2 (b) r—y+3z = 3
20 +4y +2z = b Sr+y+7z = 11

3. Utilizando el método de Gauss, discutir y resolver los siguientes sistemas
lineales, segun los valores de los pardmetros que aparecen:

2 —ay = 1 r+3y = 2aq

(a) —x+2y—az = 1; (b) x+y = 5
—y+ 2z = 1; 2ax+6y = a—+3;

r+y+az = a? ax+by+z = 1

(c) r+ay+z = q (d) z4+aby+z = b

ar+y+z = 1, r+by+az = 1
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1.3.

1.

Utilizando determinantes resolver el sistema lineal segun los valores del
pardmetro a

r—4dy—3z+3t = a
3z + 5y + 2t = 5
Ty —6z+Tt = 13.

Estudiar para qué valores de a, b y c el sistema lineal admite como minimo
una solucion

20 +y—2z = a
r+2y+z = b
Jr+y—2z =

Determinar los valores de a y b que verifican que el sistema lineal ho-
mogéneo tenga soluciones distintas de la trivial

el

T+ 2y — 3z
2z + by — 8z
ax+by+3z =
ax+y+bz =

Encontrar, si es posible, un sistema lineal que posea como unicas solu-
ciones s1 = (1,1) y s2 = (—2,1).

Discutir los sistemas de ecuaciones lineales siguientes sequn los valores de
los parametros a,b € R. Resolverlos cuando sea posible.

ax+y+bz = 1, )
ctaytz = b ar+by = b
@ N betyrazr = 1 () q etytbz = O
rtby+z = a y+az = 1.

Problemas resueltos

Sea A € M, (R). Probar que el determinante de una matriz antisimétrica
(At = —A) de orden n impar es nulo.

Solucién. Si A € M, (R), por las propiedades de los determinantes se
tiene que det(—A) = (—1)"det A. Como n es impar se verifica (—1)" =
—1, de manera que

det(—A) = —det A . (1.2)

Por otra parte, como la matriz A es antisimétrica se verifica —A4 = A’.
Tomando determinantes det(—A) = det(A?!) = det A, donde el tltimo
paso es una propiedad de los determinantes. Finalmente, entre la ecuacién
anterior y la ecuacién (1.2) se obtiene — det A = det A de lo que concluimos
que det A = 0.
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2.

Discutir en funcion del parametro a el sistema de ecuaciones lineales si-
guiente

r—2y+z = 1
20 —ay—z = 0
ar—y+(a+1)z = a

Solucién. Denotaremos por A a la matriz de coeficientes del sistema y
por A* la matriz ampliada. Utilizando el método de eliminacién Gaussiana
para la matriz ampliada A* del sistema lineal de ecuaciones, obtendremos
mediante transformaciones elementales una matriz equivalente escalonada.

1 -2 1 1 1 -2 1 1
AY = 2 —a -1 0 ~ 0 4—-a -3 -2
a —1 a+1 a 0 2¢—1 1 0
1 -2
~* 0 4—a
0 0 5a+1 4a—

Denotando por f; a la fila i-ésima, las transformaciones elementales real-
izadas en cada paso han sido:

() f2— fo=2h, fs— fs—afr.

(ii) f3 — (4—a)f3—(2a—1)f1. Notar que esta transformacién (x) es ele-
mental s6lo para a # 4, de manera que el caso a = 4 lo estudiaremos
a parte.

Ahora procedemos, mediante el Teorema de Rouche-Frobenius, a la dis-
cusion del sistema en funcién de los valores del parametro a # 4.

(1) Si a # —1/5 se tiene que rangA = rangA* = 3 y por lo tanto el
sistema es compatible y determinado.
(2) Sia—1/5 se tiene que rangA = 2 # rangA* = 3 y por lo tanto el

sistema es incompatible.

Finalmente, estudiamos el caso a = 4 para el cual la matriz A* es equiva-
lente a

1 -2 1 1 1 -2 1 1
A* ~ 0O 0 -3 -2 ~ 0o 7 1 0 ,
0o 7 1 0 0O 0 -3 -2
donde en el ultimo paso se han permutado la fila 2 y la 3. Se concluye
que rangA = rangA* = 3 de manera que el sistema es compatible y
determinado.

En resumen, si a # —1/5 el sistema es compatible y determinado. Para
a — 1/5 se tiene que el sistema es incompatible.
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Otra forma de calcular los rangos de la matriz A y A* es mediante deter-
minantes. En este caso se tiene

1 -2 1
detA=|2 —-a -1 |=5a+1,
a —1 a+1

de manera que si a # —1/5 entonces det A # 0 y por lo tanto rangA =
rangA* = 3 y el sistema es compatible y determinado.

Si a = —1/5 podemos obtener una submatriz de A cuadrada y de orden 2
con determinante no nulo. Por ejemplo

1 -2 ] 21
’2 1/5 ’_5740’

de manera que rangA = 2. Ademds, para el valor a = —1/5, podemos
obtener una submatriz de A* cuadrada y de orden 3 con determinante no
nulo. Por ejemplo

-2 1 1
1/5 -1 0 |[=-2+#0,
-1 1-1/5 —-1/5

de manera que rangA* = 3. Concluimos que el sistema lineal es incompat-
ible para a = —1/5.

3. Probar, sin calcular los determinantes, la siguiente igualdad

1 a® d® be a a?
1 v b |=|a b b |,
1 & & ab ¢
donde a, b, ¢ # 0.
Solucion.
1 a® d° abe a® ad abe be a a? be a a?
1 v v :T abe b b3 :T ac b b2 |=|ac b b
1 2 & ave abe 2 3 acl ab ¢ 2 ab ¢ 2

4. Calcular A% donde A = < ; :; )

Solucién. Puesto que

o . (2 —1 2 -1\ _ (1 0)_
wem=(35) (5 2)-(h) -

es facil comprobar que

—_

An I, sin espar
A sin esimpar
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Sean A, B € M, (R) tal que det(A) = p # 0. Sea k € R. Calcular det(A™),
det(kA), det([A=1]") en funcion de p y k.

Solucién. Debido a las propiedades de los determinantes se verifica

det(A") = det(A---A) =det(A)---det(A) = [det(A)]" =p" .
det(kA) = k" det(A)=£k"p.
1 1

det([A7Y") = det(A™'---AH =det(A™ ) det(A™ ) =—--- Z=p™.

p p

Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a y resolverlo
para a = 0.

2a+2)x+3y+az = a+4
(da—1)z+(a+1)y+ 2a—1)z = 2a+2
Ga—4)z+(a+1)y+Ba—4)z = a-—1

Solucién. Llamemos A a la matriz de coeficientes del sistema y A* a la
matriz ampliada. Realicemos en primer lugar el célculo del determinante
de la matriz A.

2a + 2 3 a 2a 4+ 2 3 a
detA = 4a—1 a+1 2a—1|=|4a—-1 a+1 2a-1
5 —4 a+1 3a—4 a—3 0 a—3
a+2 3 a
= 2¢ a+1 2a—1|=(a—23) a2—22 a—?—l‘
0 0 a—3

= (a=3)@a=2)(a-1),

donde en el primer paso hemos realizado la transformacién elemental por
filas f3 — f3 — f2 y en el segundo paso la transformacion elemental por
columnas ¢; — ¢ — c3.

Utilizando el Teorema de Rouché-Frobenius se obtiene

(1) Si a # 1,2,3 se tiene que rangA = rangA* = 3 y por lo tanto el
sistema es compatible y determinado.

(2) Sia=1,2,3 se tiene que rangA < 3 y hay que estudiar el rango de

A* en cada caso.

En el caso a = 1, utilizando el método de eliminacién Gaussiana para la
matriz ampliada A* del sistema lineal de ecuaciones, obtenemos

4 3 1 5 1 2 -1 0 1 2 -1 0
A" = 32 1 4 |~13 2 1 4]~10 -4 4 4
1 2 -1 0 4 3 1 5 0 -5 5 5

1 2 -1 0
0 -4 4 4 )7
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donde las transformaciones elementales por filas realizadas secuencial-
mente han sido primero intecambiar f; y f3 y posteriormente fo — fo —
3f1, f3 — f3 —4f1. De este cédlculo se desprende que rangA = rangA* = 2
de manera que el sistema es compatible e indeterminado.

En el caso a = 2, utilizando también el método de eliminacién Gaussiana,

se obtiene
6 3 2 6 7 3 3 6 1 0 1 0
A* = 73 36 |~|6 3 26 |~103 -4 6 ,
6 3 2 1 0 0 0 5 0 0 0 5

donde las transformaciones elementales por filas realizadas han sido inter-
cambiar f1 y foy f3 — fo — f3 en el primer paso y fo — 7fo — 6f; en el
dltimo paso. Se concluye que rangA = 2 # rangA* = 3 de manera que el
sistema es incompatible.

Finalmente, en el caso a = 3, utilizando otra vez el método de eliminacién
Gaussiana, se obtiene

8 3 3 7 8 3 3 7 8 3 3 7
A*=|( 11 4 5 8 | ~| 11 4 5 8 |~ O 1 -7 13 ,
11 4 5 2 0 0 0 6 00 0 6

donde las transformaciones elementales por filas efectuadas han sido f3 —
f2 — f3 en el primer paso y fo — 8fs — 11f; en el segundo. En definitiva
se concluye que rangA = 2 # rangA* = 3 de manera que el sistema es
incompatible.

En resumen, si a # 1,2,3 el sistema es compatible y determinado. Para
a = 1 el sistema es compatible e indeterminado y para a = 2,3 se tiene
que el sistema es incompatible.

Por el estudio efectuado anteriormente, en el caso a = 0 el sistema es
compatible determinado y por lo tanto podemos aplicar el método de
Cramer para resolver el sistema lineal de ecuaciones. De este modo se

obtiene
43 0 2 4 0
2 1 -1 12 -1
= R TR - e Nl B
v 23 o] 2 YT 7T 23 o ’
11 -1 11 -1
41 -4 41 -4
43 0
2 1 -1
a1 a7
© = 2 3 0| 2
11 -1
41 -4
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7. Sea A una matriz n x n verificando A2+ A+1,, =0, donde I, es la matriz
identidad de orden n.
(i) Probar que A es invertible.
(ii) Demostrar que A3 = I,.
(iii) Ezpresar A™ en funcion de A e I,,.
Solucién. (i) De la definicién de matriz inversa se tiene I,, = AA™L.
La expresiéon A% + A + I, = 0 se puede escribir como A2 = —A — I,, =
—A — AA™Y = A(—1, — A71). De esta tltima igualdad se deduce que
A= —I, — A~ de la cual podemos despejar A~ = —I,, — A.
(ii) Multiplicando por A la igualdad A? + A + I,, = 0, se obtiene A3 +
A? + A =0 o de forma equivalente A3 = —A — A2, Remplazando en esta
dltima igualdad el valor de A2 = —A — I,,, se obtiene A3 = I,.
(iii) Teniendo en cuenta que A3 = I, se puede afirmar que A3™ = I,
Vm € Ny por lo tanto A3+l = Ay A3+2 = A2 = —A— ], Vm € N. En
definitiva
I, si k=3m,
Ak = A si k=3m+1,
—A—-1, si k=3m+2.
8. Justificar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

ax+y+z = b2

a2y + 2 -1 tiene infinitas soluciones Ya,b €

(a) El sistema {
R.

(b) Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas puede ser incompatible.

Solucién. (a) La matriz del sistema
a 1 1
A= < 0 a* 1 ) ’

N a 1 1 b
AT = ( 0 a2 1 1 ) ’
tienen igual rango, es decir rangA = rangA* = 2 para cualquier a y b
reales y ademads el rango es menor que el nimero de incégnitas 3, por lo
tanto aplicando el teorema de Rouche-Frobenius se concluye que el sistema

lineal es compatible indeterminado V a,b € R y en consecuencia admite
infinitas soluciones.

y la matriz ampliada

(b) Un sistema lineal homogéneo admite siempre la solucién trivial (todas
las incégnitas nulas) y por lo tanto siempre es compatible.
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10.

Sea A € M, (R) una matriz cuadrada de orden n con elementos reales tal
que A% = —1I,,, siendo I, la matriz identidad de orden n. Demostrar que
A es inversible, que n es un nimero par y que det A = +1.

Solucién. De la relacién A% = —1,, se tiene det(A?) = det(—1I,,), es de-
cir, (det A)? = (—1)", donde n es el orden de la matriz I,, y por tanto el
orden de la matriz A. Como (det A)? es un niimero no negativo, entonces
n tiene que ser par y nos queda (det A)? = 1, de donde det A = 1. Como
el determinante de la matriz A es no nulo la matriz A es invertible.

(a) Sean A y B matrices cuadradas inversibles. Encontrar X (en funcidén
de A y B) tal que verifica ABAT'XBA~' + A=0.

1 -2
(b) Sea A = <_3 4

A% 4+ BA + ol = 0. Deducir el valor de A™".

>, Encontrar, si existen a,3 € R tales que

Solucién. (a) Utilizando las propiedades del algebra de matrices, la
ecuacion ABA'XBA~! + A = 0 se puede desarrollar de la forma

ABA™'XBA™! = —A
BAT'XBA™' = -—JI
A7'XBA™' = B!
XBA™' = —AB!
XB = —AB7'A
X = —AB'AB7'=—-(AB71)?2.

En definitiva, X = —(AB~1)%.

(b) La expresién matricial de la igualdad A% + 3A + ol =0 es

7 10 8 —23 a 0\ (00
(—15 22)*(-35 46>+<0a)_<0 o)'

Identificando los elementos de igual fila y columna en la ecuacién anterior
obtenemos el sistema lineal de ecuaciones

T+8+a =
“10-28 =
-15-38 =
22440 +a =

o O o O

Es fécil comprobar que este sistema es compatible determinado y su tnica
solucién es @« = =2y = —5.



20 Matrices, Determinantes y Sistemas Lineales
Existe otro método para resolver el problema planteado basado en el Teore-
ma de Cayley-Hamilton. Em concreto, el polinomio caracteristico asociado
a la matriz A viene dado por

QaN) =det(A— L) =| > T2 =2 _sn—2,
-3 3—-A
Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton se tiene Q4(A) = 0, es decir
A? —5A — 21 = 0 con lo cual se ha vuelto a provar el mismo resultado.
Para calcular el valor de A~!, partimos de 42 — 54 — 2] = 0 y multipli-
camos dicha ecuacién por A~ de lo cual se obtiene A — 51 — 24~ = 0.
Finalmente, despejando de esta igualdad concluimos que
-2 -1
-1 _ . _
A= =(A-51)/2 ( —3/2 —1/2 )
11. (i) Sin calcular los determinantes, demostrar la identidad

2

1 a be 1 a a
1 b cal=|1 b b
1 ¢ ab 1 ¢ 2

(ii) Demostrar que, si al menos una de las dos matrices cuadradas del
mismo orden A, B es no singular, entonces las matrices AB y BA
son semejantes.

Solucién. (i) Supondremos que abe # 0 puesto que en caso contrario la
identidad es trivial. Multiplicando en el determinante de la izquierda la
primera fila por a, la segunda por b y la tercera por ¢ y dividiendo todo
el determinante por abc se tiene

be a a? abe a a

1 a 1 1 1 a a
1 b ca|= e b b abc |=|b b 1|=|1 b b |,
1 ¢ ab avcl ¢ 2 abe c 2 1 1 ¢ 2

donde en el segundo paso hemos sacado el factor comin abe de la tercera
columna a multiplicar al determinante y en el tltimo hemos permutado 2
columnas.

(ii) Recordemos que las matrices AB y BA son semejantes si existe una
matriz P no singular tal que BA = P~ 1AP.

Supongamos que A es no singular. Entonces se tiene BA = IBA, siendo [
la matriz identidad. De aqui se deduce que BA = A~ ABA y por lo tanto
AB y BA son semejantes siendo P = A.
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12.

Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a y resolverlo
para a = 0.

l-—a)z+(1+4+2a)y+2a+1)z = a
ar+ay = 2(a+1)
22+ (a+1)y+(a—1)z = a®>—2a+9

Solucién. Sea A la matriz de coeficientes del sistema lineal del enunciado
y A* la matriz ampliada. Calculemos el siguiente determinante

l—a 142a 2(a+1) l-a 3a 2(a+1)
detA = a a 0= a 0 0
2 a+1 a—1 2 a-1 a—1
B 3a 2(a+1) | _ 3a 2(a+1)
- Yfa-1 a-1 ‘a(al)‘ 1 1
= —ala—1)(a—2),

donde en el primer paso se ha restado a la columna 2 la columna 1 para
posteriormente desarrollar el determinante por la fila 2 y en el tercer paso
se ha sacado factor comin de la fila 2. Puesto quesia #0,a# 1y a # 2
se tiene que det A # 0 y por lo tanto rangA = 3, aplicando el Teorema de
Rouché-Frobenius se concluye que el sistema es compatible determinado.
Veamos que ocurre para el resto de valores del parametro a.

Si a = 0 entonces, realizando transformaciones elementales, la matriz A*
es equivalente a

11 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0
A*=1 0 0 o2 |~121-19]~10 -1 -5 9],
21 -1 9 0 0 0 2 0 0 0 2

donde en el segundo paso se han permutado la fila 2 y 3 y en el dltimo
paso se ha realizado la transformacién elemental fo — fo —2f;1. En defini-
tiva la matriz A* tiene rango 3. Sin embargo, la matriz A tiene rango 2
y por lo tanto, aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es
incompatible si a = 0.

Si a = 1 entonces realizamos transformaciones elementales a la matriz A*
con el objetivo de escalonarla

) 03 4 1 L1 o4
AF = LLod |~y sy, 1)
2 2 0 8

Se tiene pues que el rango de A* y de A es 2, de manera que, aplicando
de nuevo el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible inde-
terminado si a = 1.



22 Matrices, Determinantes y Sistemas Lineales
Finalmente, si a = 2 entonces la matriz A* es equivalente a
-1 5 6 2 -1 5 6 2
A" = 2 2 0 6 |~ 0 12 12 10
23 19 0 13 13 13
-1 5 6 2 -1 5 6 2
~ 0 12 12 10 | ~ 0 12 12 10
0o 1 1 1 0o 0 0 2
Este cdlculo muestra que el rango de A* vale 3 y el de A vale 2, de man-
era que, por el Teorema de Rouché-Frobenius se tiene que el sistema es
incompatible si a = 2.
En definitiva, la discusién del sistema es la siguiente:
|3 si a#0,1,2,
“’mgA{ 2 si a=0,1,2.
3 si a#0,1,2,
rangA*=<¢ 3 si a=0,2,
2 si a=1.
Por lo tanto el sistema es compatible determinado si a # 0, 1, 2, es compat-
ible indeterminado si a = 1 y es incompatible si @ = 0, 2. En consecuencia
no tiene ninguna solucion si a = 0.
13.  Discutir, segun los valores de los pardmetros reales a y b, el siguiente

sistema lineal

ax + by + 2z = 1,
ar+(2b—1)y+z = 1,
ar+by+ (b+3)z = 2b—1.

Solucién. Sea A la matriz de coeficientes del sistema y A* su matriz
ampliada. Se tiene pues que

a b 2
A= a 2b-1 1
a b b+3

siendo su determinante det A = a(b? — 1). Por lo tanto, si a(b?> — 1) # 0
entonces rangA = rangA* = 3 y, por el Teorema de Rouche-Frobenius, el
sistema lineal es compatible y determinado. Estudiemos el resto de valores
de los parametros a y b por separado.

= Sia =0 entonces

0 b 2 1
A*=1 0 2b—-1 1 1
0 b b+3 2b-1
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Sea B la matriz cuadrada formada con las tres ultimas columnas de la
anterior matriz A*. Es fécil ver que det B = —5(b— 1)2. Por lo tanto,
si b # 1, se tiene que rangA = 2 # rangA* = 3 y, por el Teorema
de Rouche-Frobenius, el sistema lineal es incompatible. Finalmente,
si b =1 se obtiene

) 01 21 01 9 1
A=fo 11t )~(g0 7ol
01 4 1

por lo tanto rangA = rangA* = 2 y, por el Teorema de Rouche-
Frobenius, el sistema lineal es compatible indeterminado.

= Sib=1y a#0 entonces
a 1 2 1
A= a 1 1 1 ~<gé_§é>,
a 1 4 1
por lo tanto rangA = rangA* = 2y, por el Teorema de Rouche-

Frobenius, el sistema lineal es compatible indeterminado.

= Sib=—1y a#0 entonces

a -1 2 1 a —1 2 1
A* = a -3 1 1 ~ 0 —2 -1 0 ,
a -1 2 =3 0 0 0 —4

por lo tanto rangA = 2 # rangA* = 3 y, por el Teorema de Rouche-
Frobenius, el sistema lineal es incompatible.

En resumen se tiene: (1) si b = —1 el sistema es incompatible. (2) Sib=1
el sistema es compatible indeterminado. (3) Si b # £1y a # 0, el sistema
es compatible determinado. (4) Si Si b # +1 y a = 0, el sistema es incom-
patible.

14.  Demostrar, sin calcular los determinantes, que

1 1 1 0 a® a
a b c =1 a® a® |, Va byceR.
b+c a+c a-+bd a a* d”

Solucién. En el primer determinante, sumando la segunda fila a la tercera
y sacando el factor comuin a + b + ¢ del determinante, se tiene

1 1 1 1 1 1
a b c =(a+b+c)la b ¢c|=0, Va, byceR,
b+c a+c a+b 1 11
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puesto que es un determinante con dos filas iguales. En el segundo deter-
minante, sacando el factor comiin a? de la segunda columna y sacando el
factor comun a® de la tercera columna, nos queda

0 a? a° 01 1

1 a® a% |=d%°|1 a a |=0, VaeR,

a a* a’ a a? a?
puesto que es un determinante con dos columnas iguales. Por tanto el val-
or de los dos determinantes es el mismo.

15.  Discutir y resolver en los casos en que se pueda el siguiente sistema lineal

de ecuaciones

rT—2y+z—t = 1
20 4+y+3z2 = 2
—x+3y—z+4 = -1

Solucién. Utilizando el algoritmo de eliminacién Gaussiana y denotando
por Ay A* ala matriz del sistema y matriz ampliada respectivamente, se
tiene

A*

Il

[N}

—

w

(@)

[\

2
o O =
= Ot N
O = =
W DN =
O O =

2
o
ot
—
O
o

0 0 -1 13 0

donde las transformaciones elementales por filas realizadas han sido fy —
fo—2f1y fs — f3+ f1 en el primer paso y f3 — 5f3 — fs en el segundo
paso. De aqui se deduce que rangA = rangA* = 3 y por lo tanto, por
el Teorema de Rouche-Frobenius, el sistema lineal de ecuaciones es com-
patible indeterminado siendo ademéds 1 el nimero de grados de libertad
que posee. Tomando ¢ como la variable independiente, es facil ver que las
soluciones del sistema son

r=1-18t, y=-3t, 2=13t .



Capitulo 2

Espacios Vectoriales

2.1. Resumen de teoria

Sea (E,+) un grupo conmutativo y (K, -+, .) un cuerpo. Diremos que E es un
K-espacio vectorial si se tiene definida una operacién externa K x ' — E tal que
Va,y € E, Va, 5 € K se verifica (i) a(z+y) = ax + By; (ii) (a+ B)x = az+ By;
(iii) a(Bz) = (af)z; (iv) 1l = z siendo 1 el elemento neutro de la segunda
operacién del cuerpo K. NOTACION: Los elementos de E se llaman vectores y
los de K escalares.

Combinacion Lineal: Sean v; € F, a; € K con i = 1,2,...,n. Una combi-
nacion lineal de dichos vectores es cualquier vector de la forma Z?:l a;v; € B
El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores v; con i =
1,2,...,n, se denota por < v1,va,...,0, >.

Subespacio Vectorial: Un subconjunto S C F es un subespacio vectorial si
verifica: (i) O € S, siendo Og el elemento neutro de E; (ii) Vx € S, —z € S;
(iii) Ve, y € S,z +y € S; (iv) Ve € Sy Va e K, ax € S.

Proposicién 1 Un subconjunto S C E con S # () es un subespacio vectorial si
y solo siVx,y € S yVa, B € K se verifica que ax + Sy € S.

Proposicién 2 Sea F = {vy,va,...,v,} C E. Entonces se verifica lo siguiente:
(i) < F > es un subespacio vectorial (llamado subespacio engendrado por F');
(it) F C< F >; (iii) < F > es el subconjunto mds pequenio que verifica (i) y
(ii).

Independencia Lineal: Se dice que un conjunto de vectores {vy,...,v,} C E

es linealmente independiente si Z?:l av; =0 = a;=0parat=1,...,n. En
caso contrario se llama linealmente dependiente.

25
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Conjunto Generador: Se dice que {v1,v,...,v,} C E es un conjunto gener-
adorde EsiVw € E,3\; e Kconi=1,...,ntal que w= Y1, \jv;.

Base: Un espacio vectorial que admita un conjunto generador formado por
un ndmero finito de vectores se dice que es un espacio vectorial finitamente
generado. Dichos espacios vectoriales tienen al menos un conjunto de vectores
linealmente independientes y generadores llamado base. Si B = {v1,...,v,} es
una base de E, entonces YVw € E se tiene que w = Z?:l a;v; con a; € K tnicos
y se escribe w = (ay,...,ay,)p para indicar que las a; son las componentes de
w en la base B. Ademds, se verifica que todas las bases de un espacio vectorial
F tienen el mismo ntmero n de elementos, definiendo en este caso la dimension
de E como n y denotandolo por dimFE = n.

Teorema 2 Sea F = {v1,va,...,v,} C E y dimE = n. Entonces F es lineal-
mente independiente si y solo si es generador.

Proposicion 3 Si E es de dimension finita y S es un subespacio de E entonces:
i) dimS < dimFE; it) dimS = dimE implica S = E.

Cambio de Base: Sean By = {u1,...,un}y B2 = {v1,...,v,} dos bases de E.

Entonces YVw € E se tiene w = (aq,...,qn, = (B1,...,08n)B,. Sila relacién
bl ) 81 9’ ) 82
n .
entre los vectores de las dos bases es u; = ijl aj;vj parat =1,...,n, entonces
B ai; a2z - Gip o
B2 a1 Az - Q2p (€5
. - )
ﬁn Gn1 Ap2 - Anp Qo

son las euaciones del cambio de base. La matriz cuadrada Mg, .5, = (a;;) se

llama matriz de cambio de base. Dichas matrices son inversibles y se verifica
-1 o

Mg 5, = Mp,—5,-

Operaciones con Subespacios: Sean S y T dos subespacios vectoriales de E.
S NT siempre es subespacio de . SUT no es, en general, subespacio de E. Se
define el subespacio suma S+ T =< SUT >={u € E | u= v+ w siendo v €
S,we T}

Teorema 3 (Grassman) 5iS yT son subespacios de un espacio de dimension
finita, entonces diim(S +T) = dimS + dimT — dim(SN7T).

Diremos que los subespacios S y T del espacio E forman suma directa y lo
denotaremos por S @ T cuando SNT = {0g}. Ademds S y T se llaman com-
plementarios cuando S T = E.
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2.2,

2.2.1.

Problemas propuestos

Espacios y subespacios vectoriales

1. Encontrar cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales
del R™ correspondiente

a

Q@ - o & o o

)
)
)
)
)
)
)
)

>

R® —{(1,0,1)};

R? —{(z,y) | y = 2}

2,9,2) ER3 | 22 +y? + 22 = a,a € R};
2,y) €ER? | 22 —y? = a,a € R};
2,9,2,t) ERY | 2 —y = a,a € R};
2,9,0,0) €R* | 20 4+y = 0,2 —y = 0};
z,y,2) € R? | 2y + 62 = z};

{
{
{
{
{
{(z,y,2) € R | bz — 2y — 2 = /bz}.

A~ N~~~

2. El conjunto E = {f : R — R} tiene una estructura natural de espacio
vectorial. Encontrarla y verificar cudles de los siguientes subconjuntos son
subespacios vectoriales de E.

a

& o o

)
)
)
)
)

e

{fek, f(1)=2(0)}

{f ek, f(-2) =—f(z) Vo e R};
{f €E, f(—x)=3f(z)+2Vx eR};
{f € E, f es derivable en z = 0};
{feE, f(0)=a, a €R}.

3. Encontrar qué subconjuntos del espacio vectorial E = {f : R — R} son
linealmente independientes

a

&L o o

@

~

)
)
)
)
)
)
)

g

1+a, 3z +2% 22 - 1;
0,2x—1, 2z + 1;

1, V3z+ 22, 2 —x;

1, 2z + 22,2 — x5
sinx, cosx, 1;

sin 2z, sin x, sin 3x;

e®, e 3 1.

4.  Probar que C tiene una estructura natural como R-espacio vectorial y como
C-espacio vectorial. Encontrar las bases de C como R-espacio vectorial y
como C-espacio vectorial. ;Contradice lo anterior el hecho de que todas
las bases de un espacio vectorial tengan el mismo niumero de elementos?
Justificar la respuesta.
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5.  Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectori-
ales

Ey={(v,y,2) eER® | 2y + 2 = z};
By ={(z,y) eR* |z =y +4};

E3z = {(z,y,2) € R | 22+ y = V22 };
E,={zeC| |z =1}

2.2.2. Dependencia e independencia lineal

1. Considerar los wvectores (1,1,0,a), (3,—1,b,—1) y (=3,5,a,—4) del es-
pacio vectorial R*. Determinar a y b de forma que estos vectores sean
linealmente dependientes.

2. FEncontrar a € C de manera que el vector (1,5,a) pertenezca al subespacio
de C3 generado por (3,i,—1), (i —1,2,0) y (0,7, —1).

3. Si i, ¥y W son vectores linealmente independientes de un cierto espa-
cio vectorial, probar que U + U, U+ W y U + W son también linealmente
independientes.

4. Ezpresar (1,1,1) como combinacion lineal de (1,—1,1), (0,0,1) y (1,1,0).
sSe puede expresar de dos formas distintas? Dar un ejemplo de un vector
de R3 que se pueda expresar de dos formas distintas como combinacion
lineal de un conjunto de vectores de R3. ;Qué podemos decir de este con-
junto de vectores?

2.2.3. Bases, dimension y coordenadas

1. Calcular el rango del conjunto de vectores de R*
{(1,-1,0,2), (2,3,-1,4), (-2,1,0,3), (2,—-6,1,-3)}
y dar una base del subespacio que generan.

2. Considerar los conjuntos de vectores siguientes

A = {(1a233)7 (17()’_1)7 (27_355)} CRS;

B = {(0,2,71), (433a7 )7 ( alafl)} CRSv

c = {(112a173)7 (271a4»3)7 (1733271)}CR47

D = {(1,2,-1,1), (3,-1,2,1), (2,-3,-3,0), (4,1,—5,2)} C R%.

a) Determinar si son o no linealmente dependientes y dar, en caso de
que lo sean, la relacion de dependencia.

b) Determinar la dimension y dar una base del subespacio generado por
cada uno de los conjuntos.
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3. Considerar los siguientes vectores @ = (1,1,1), ¥ = (1,1,0), & = (1,—1,0),
7=1(0,0,2). sCudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
a) <UV,W>=<uUz>.

Las coordenadas de @ en la base {U, W, Z} son (1,0, 15).

=

Los vectors i, U, W, Z son un sistema generador de R3.

o

)
)
)
d)

Las coordenadas de @ en la base {¥,w, Z} son (1,0,2).
4. Sean Fy =< (2,0,3),(0,1,2) > y F» =< (1,0,1) >.

a) Calcular dimFy, dimF» y una base de los subespacios F1NFy y F1+Fs.
b) Comprobar la igualdad Fy = {(z,y,2) € R3 | z = 2, y = 0}.

¢) Encontrar un sistema de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones sea
el subespacio Fy.

5.  Considerar los subespacios vectoriales Fy =< (1,0,1,-1),(2,1,0,3) > y
F, =< (1,0,0,0),(1,0,—1,2),(3,0,2,1) >.

a) Calcular dimFy, dimF» y una base de los subespacios F1NFy y F+Fs.
b) Dar una base de Fy y Fy.
c) Comprobar si se verifica que Fy ® Fy = R%,

6. Considerar los subespacios de R® dados por U =< (1,1,3), (=1,2,3) > y

V=<(2,1,2), (2,—-1,-2) >. Comprobar que la suma U+V no es directa
y encontrar una base de U NV.

7. Sean F y G los subespacios vectoriales de R* definidos por

F={(z,y,2,t) ER* |2 +y+2=0, 3y+22+t=0, 2z —y —t = 0},
G={0,y,2,t) ER* | y+ 2+t =0}

Calcular las dimensiones de F' y G, asi como, unas bases de estos sube-
spacios. Demostrar que R* es suma directa de F y G.

8. SeaRylx] = {az? +bx+c | a,b,c € R} el conjunto de todos los polinomios
de grado menor o igual que dos en una variable T con coeficientes reales,
donde tenemos definida la suma y la multiplicacion por un escalar de la
manera habitual.

a) Demostrar que Ry[z], con estas operaciones, es un espacio vectorial
sobre R.

b) Comprobar que los polinomios x> + 1,z + 1,2 — 1 forman una base
de Ry[z] y expresar las componentes del polinomio 3z + 6z — 5 en
dicha base.

¢) ¢Existe una base mds simple?
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10.

11.

12.

Sea R3[z] = {ax3® + bx® + cx +d | a,b,c,d € R} el R-espacio vectorial
dado por los polinomios de grado menor o igual que tres en una variable x
con coeficientes reales. Consideremos los siguientes subespacios vectoriales
Fl =<143z+2%2zx—1>y F, =< 2% + 22,52 + 322 + 223 >.

a) Calcular dimFy, dimFy, Fy N Fy y Fy + Fy.

b) Ampliar una base de Fy a una base de Rs[z].

Dar un ejemplo de dos subespacios vectoriales de R® tales que Fy+Fy = R
y F1 N Fy # {0}. ;Se cumple en este caso que Fy & Fy = R5?

Calcular la dimension del subespacio de R* dado por E = {(x,y,z,t) €
R* | x —y = 32,y = 4t}. Construir una base de dicho subespacio vectorial
E que contenga el vector (0,—3,1, %)

Sea E = M3(R) el espacio vectorial de las matrices 2 X 2 con coeficientes
reales.

1 0 0 1 0 0 0 0
a) Demostrar que 0oo0o)loo)lo 1)1 o) sonuna

base de E.

b) Demostrar que F = {(i ?)6E|x+2y—t+2z:0},yque

t
¢) Encontrar unas bases de F, G, F+ Gy FNG.

G= {( j Y ) EE|y=—2 z= t} son subespacios vectoriales.

2.2.4. Matriz de cambio de base

Demostrar que los vectores (1,0,—1),(1,1,0) y (1,1,1) son base de R3.
Encontrar la matriz de cambio de base de la candnica a la base anterior.
Utilizarla para calcular las componentes de los vectores (1,—2,3) y (0,4, 2)
en la nueva base.

Demostrar que los vectores (1,0,0), (1,1,0) y (1,1,1) son base de R3.
Encontrar la matriz de cambio de base de la candnica a la base anterior y
la matriz de cambio de base de la anterior a la base candnica. Utilizarlas
para calcular las componentes del vector (—1,—2,7) en la nueva base y las
componentes del vector (0,0,1) en la base candnica.

Supongamos fijada una base de R? {e1,es} y consideremos las siguientes
bases {uy,us} y {v1,v2} donde uy = eq + ea, us = —e; + 3ex y v1 =
3e1 + dea, vo = —2eq — 3ea. Determinar los vectores de R? tales que:

a) Las coordenadas en la base inicial coinciden con las coordenadas en
la base {uy,us}.

b) Las coordenadas en la base inicial coinciden con las coordenades en
la base {v1,v2}.



2.3 Problemas resueltos 31

¢) Las coordenadas en la base {v1,v2} coinciden con las coordenadas en
la base {uy,us}.

2.2.5. Operaciones con subespacios

1. Sean S y T dos subespacios vectoriales de un espacio, vectorial E de di-
mension finita. Demostrar que SNT =S+ T siy solo si S =T.

2. EnR? se considera el subespacio E =< (3,1) >. Encontrar dos subespacios
suplementarios distintos, es decir, Fy # Fy tales que E@ F1 =R? y E®
Fy = R2. Hacer lo mismo para E =< (1,-1,2), (—1,3,2) >, subespacio
de R3.

3. Demostrar que el conjunto S = {(z,y,2z,t) ER* |z +y—22=0, y =1t}
es subespacio vectorial de R*. Encontrar su dimension y una base. Sea
T =< (3,1,1,0),(1,1,0,0),(1,-3,2,0) >. Obtener la dimensidn y una
base de los subespacios SNT y S+T. Demostrar que SUT no es subespacio
vectorial de R*.

4. Sean F'y G los siguientes subespacios vectoriales de R?:
F={(z,y) eR? |z +2y=0}y G ={(zx,y) €R? |z — 2y = 0}.

a) Consideremos los siguientes subconjuntos del espacio vectorial Ms(R):
H = {A e MaR) | A(F) C F, A(G) C G}y Hy = {A €
My(R) | A(F) C G, A(G) C F}. Probar que Hy y H» son subespa-
cios vectoriales. Dar las dimensiones y una base de los subespacios
vectoriales H; y Ho.

b) Probar que se verifica la igualdad M2(R) = Hy @ Hs. Comprobar si
se cumple la férmula de Grassman.

2.3. Problemas resueltos

1. Decir, justificando la respuesta, si el subconjunto S C R* definido de la
forma
S ={(z,y,2,t) €R* | 2y + 32 =5} ,

es subespacio vectorial.
Solucién. Notemos que el elemento neutro de (R*,+), es decir el vec-

tor Oga = (0,0,0,0) no pertenece al conjunto S. Por lo tanto S no es
subespacio vectorial de R*.

2.  Estudiar la dependencia o independencia lineal de los siguientes vectores
{(1,-2,0,3),(2,-1,0,1),(0,2,1,-1),(5,—-2,1,4)} de R*.
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Solucién. Realizando una combinacién lineal de los cuatro vectores e
igualandola al vector nulo de R* se tiene
A1(17 72a 07 3)+)\2(2a 717 07 1)+>\3(O7 27 1a 71)+)‘4(57 727 17 4) = (07 07 07 0) .
La anterior combinacion lineal da lugar al siguiente sistema lineal

0 = AM+2\+5)\
0 = —2)\1 - )\2 + 2)\3 - 2)\4
0 = A3+ M
0 3A + Ao — A3 +4)N\y
Como el determinante de la matriz de coeficientes del sistema es nulo
1 2 0 5 1 2 -5 5
-2 -1 2 2| _|-2 -1 4 1___12_21_45_0
0 0 1 1|10 0 0 1| 3 1 _5 o
3 1 -1 4 3 1 -5 4
por ser el anterior sistema homogéneo concluimos que es compatible inde-
terminado y por lo tanto ademds de la solucién trivial \; =0, i =1,2,3,4
admite infinitas soluciones. Concluimos pues que el conjunto de vectores
del enunciado es linealmente dependiente.
3. Considerar los subespacios vectoriales de R*:

F=<(1,0,2,1), (0,0, 1,1) > y G =< (0,1,2,2),(1,2,—1,1) > .

Determinar los valores de o tales que verifican que F & G = R*. Cal-
cular dimF, dimG, F NG, F + G para esos valores de «. Encontrar las
ecuaciones que deben verificar los vectores que pertenecen al subespacio F'.

Solucién. Primero, observemos que si F =< (1,0,2,1), (o, ,1,1) >
entonces automaticamente dimF = 2 puesto que los dos vectores que
forman el sistema generador de F' nunca son proporcionales y por lo tan-
to son linealmente independientes Vo formando una base. Como G =<
0,1,2,2),(1,2,—1,1) >, repitiendo el mismo argumento se tiene que
dimG = 2.

Por la definicién del subespacio suma se sabe que
F+G=<(1,0,2,1),(ev,r,1,1),(0,1,2,2), (1,2, —1,1) >,

de manera que, para obtener una base y de esta forma conocer dimF' + G,
podemos simplificar el sistema generador mediante las siguientes transfor-
maciones elementales.

1 2 -1 1 1 2 -1 1
01 2 2 0 1 2 2
1 0 21 ~ 0 -2 3 0
a o 1 1 0 —a 14+a 1—«
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1 2 -1 1 1 2 -1 1
0 1 2 2 01 2 2
“1o0 o0 7 4 ~ 00 7 4
0 0 1+3a l+a 00 0 3—5a«a

Se tiene pues que el subespacio suma F + G estd engendrado por los
siguientes vectores

F + G =< (1a2a _17 1)a (0?17272)7 (07077a 4)7 (070a0a3 - 504) > .

Si « # 3/5, el anterior sistema generador esta formado por cuatro vectores
no nulos con las componentes escalonadas. En consecuencia dicho conjun-
to es linealmente independiente y por lo tanto forma una base de F' + G.
En concreto se tiene que dimF +G = 4. Como F'+ G es un subespacio vec-
torial de R* cuya dimensién coincide con la dimensién del propio espacio
vectorial se tiene que F + G = R*.

Aplicando el Teorema de las dimensiones de Grassman se tiene dimFNG =
dimF 4+ dimG — dimF + G = 24+ 2 — 4 = 0 de lo que se deduce que
FNG=1{(0,0,0,0)}. Como consecuencia se tiene que F' & G = R*.
NoOTA 1: el calculo que se realiza en este apartado no se pide en el enun-
ciado y sélo se coloca por completitud del ejercicio. Si & = 3/5 entonces
una base del subespacio F' + G es

{(17 27 715 1)7 (Oa 17 27 2)7 (05 07 77 4)} )

y por lo tanto dimF + G = 3.

En este caso dimFNG = dimF +dimG —dimF+G = 2+2—3 = 1. Vamos
a hallar una base de F' N G. Para cualquier vector v € F'N G se tiene que
v € F'y v € G por lo tanto existen escalares reales A\; con i = 1,2,3,4

tales que
v = )\1(1,072,1)-1-)\2(0[70[,1,1) = ()\1+Oé)\2705)\2,2)\1+)\2,>\1+)\2) R
v o= )\3(0,172,2)4-)\4(1,2,—1,1) = ()\4,)\3+2)\4,2)\3—)\4,2)\3+>\4) .

Igualando las componentes del vector v se obtiene el siguiente sistema
lineal de ecuaciones

Altad = Ay,
ala = A3+2)\,
201+ = 2X3— )\,
A+ = 2X3+ ).

La informacién que se ha de obtener de este sistema es una relacién entre
A1y Az 0 bien entre A3 y A\y. Una forma de proceder puede ser la siguiente:
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se elimina A4 de la primera ecuacién, de forma que se obtiene

0 = A3+2\ +a),
A1 = 2\3— (Oé + 1)/\2 R
0 = 2X3+(a+1)A.

Finalmente, eliminando A3 de las dos ultimas ecuaciones, se tiene la relacion
deseada A1 = —(a + 2)A2. Entonces

v=—(a+2)A2(1,0,2,1) + Ao, , 1,1) = Xo(—2, 0, 2 — 3, —ax — 1) ,

de lo que se concluye que FNG =< (-2, 0, —2a — 3,—a — 1) >.

Nota 2. Otra forma de proceder en este ejercicio es la siguiente. Los
valores de o para los cuales F @& G = R* serdn en particular los que
verifiquen dimF + G = 4, de manera que el conjunto formado por la
union de los vectores que forman base de F' y de G ha de ser linealmente
independiente y por lo tanto el determinante

£0.

Q RO M
O o N
— NN =
— =N =

Calculando el anterior determinante es facil ver que se anula si y sélo si
a = 3/5. Luego se procede como se ha hecho anteriormente.

Para hallar las ecuaciones que deben verificar los vectores (z,y, z,t) € F
en primer lugar los escribimos como combinacién lineal de la base de F',
es decir (z,y,2,t) = A\(1,0,2,1) + Aa(v, 0, 1,1). De aqui se obtiene el
sistema lineal

r = A t+ady,
Yy = Ay,

z = 2M\+ A,
t = M+,

De este sistema lineal se han de eliminar Ay y Ay de manera que se obtengan
dos relaciones independientes entre las variables x, y, z y t. Si despejamos
Ao de la tltima ecuacién y substituimos en las restantes ecuaciones se
obtiene

z = at+M(1l—-a),
= (t—)\l)oz,
z = t+ A .

Despejando Ay de la ultima ecuacién y substituyendo en las otras ecua-
ciones se tiene

r=at+(1—a)z—t), y=a2t—2).
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Finalmente se tiene que

F={(z,y,z,t) ER* : z=at+(1—a)(z—1t),y=a(2t —2)}.

4. Dados los subespacios vectoriales de R*: F =< (3,1,3,2),(5,3,2,3) > y
G =<(1,3,-5,0),(7,5,1,4) >, comprobar que F = G. ;FExisten dos sub-
espacios vectoriales Iy y Fy de R* tales que la dimF; =3 , la dimFy = 2
yFiNFy= {0} ?

Solucién. Notemos que F' y G son subespacios vectoriales del mismo
espacio vectorial tales que tienen igual dimensiéon dimF = dimG = 2. En-
tonces si se demuestra, por ejemplo, que F' C G en realidad se ha demostra-
do que F' = G. Una forma de demostrar que F' C GG es demostrar que los
vectores de la base de F' {(3,1,3,2),(5,3,2,3)} pertenecen al subespacio
G. En este caso existirdn unos unicos escalares a; € R con 7 = 1,2, 3,4,
tales que

(3717372) = 041(1,3, _550)+a2(77571a4) )
(5,3,2,3) = a3(1,3,-5,0) + au(7,5,1,4) .

El problema finalizara cuando demostremos que los dos sistemas lineales
a los que dan lugar las anteriores ecuaciones

3 = a1+ T 5 = a3+ Tay

1 = 3a;+ das 3 = 3asz+5day
3 = —bda;+as 2 = —baz+ay
2 = 4dao 3 = 4oy

son compatibles y determinados. Como la matriz de coeficientes de ambos
sistemas es la misma y viene dada por

1
3
)
4

— = Ot~

es facil ver que su rango es 2. Ademds, también es facil comprobar que el
rango de las matrices ampliadas de cada sistema

1 7 3 1 75
3 5 1 3 5 3

-5 1 3 ’ -5 1 2 ’
4 1 2 4 1 3

también tienen rango 2. Entonces, aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius,
se concluye que los dos sistemas lineales son compatibles y determinados
de manera que F = G.
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Otra forma de proceder es la siguiente. Puesto que dimF = dimG = 2, si
se demuestra que dimF + G = 2 entonces se tiene dimF N G = dimF +
dimG — dimF + G = 2 y por lo tanto F' = G. Para ver que dimF + G = 2
basta con demostrar que la matriz

EN G )

Ot W W+~
&

= O W N

tiene rango 2.

Por lo que respecta a la segunda pregunta, la respuesta es no. Esto es
debido a que F; + F» también serfa un subespacio vectorial de R* y por
lo tanto dimF; + F5 < 4. Sin embargo, si asumimos ciertas las hipdtesis
del enunciado y aplicamos el Teorema de las dimensiones de Grassman se
llega a la siguiente contradiccién

dlmF1+F2:dlmF1+dlmF2—dlmF1mF2:3+2—0:5>4

Considerar los siquientes subespacios vectoriales de R3: F =< (1,0,1) >

y G =< (1,1,0),(1,0,—1) >.

(a) Awveriguar si F y G son complementarios.

(b) Encontrar las ecuaciones implicitas del subespacio G.

Solucién. (a) Obviamente dimF' = 1. Ademads, como los dos vectores que
generan el subespacio G no son proporcionales entonces son linealmente
independientes y forman base de G. Se tiene pues que dimG = 2.

Los subespacios vectoriales F' y G serdn complementarios si y sélo si ver-
ifican F ® G = R3. Esta relacién ser cierta si se cumple F + G = R? y
ademds F NG = {(0,0,0)}.

Se tiene que F+G =< (1,0,1),(1,1,0), (1,0, —1) > por definicién de sub-
espacio suma. Ademads los tres vectores que generan F'+ G son linealmente
independientes puesto que

1
0 |=-2+#0,
-1

— =
O = O

de manera que dichos vectores son una base de F' + G. Se concluye que
dim(F + G) = 3 y por lo tanto F + G = R3.

Finalmente, aplicando la férmula de Grassman

dim(F N G) = dimF + dimG —dim(F+G) =1+2—-3=0,
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por lo tanto F NG = {(0,0,0)}.

(b) Consideremos un vector cualquiera v = (z,y,2) € G. Entonces dicho
vector se podra escribir de forma tnica como una combinacién lineal de
los vectores de la base de G, es decir (z,y,2) = «(1,1,0) + 5(1,0,-1).
Desarrollando esta igualdad se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

ZL’:O[+5, y=ao, 2:75'

Eliminando « y 3 del anterior sistema se obtiene z = y—z que es la relaciéon
que han de verificar las componentes de los vectores del subespacio GG. En
definitiva

G={(z,y,2) ER}: 2=y —2}.

Otra forma andloga de obtener la ecuacién que define al subespacio G es
la siguiente. Como los vectores (z,y, ), (1,1,0), (1,0, —1) pertenecen a G
y ademés dimG = 2 entonces seguro que dichos vectores son linealmente
dependientes y por lo tanto el determinante formado con sus componentes
ha de ser nulo. En concreto

1 1 =z
1 0 z|=—24+y—2=0,
0 -1 =z

de manera que . =y — 2.

6. Sea Ro[z] el espacio vectorial de los polinomios en una variable de grado
menor o igual que 2. Definimos el siguiente subconjunto B = {1 + x —
22,1 — 22,1+ 2%} C Ry[x].

(a) Demostrar que B es base de Ra[x].
(b) Obtener las componentes del polinomio 1+ 2z + 322 en la base B.

(¢) Encontrar la matriz de cambio de base entre la base candnica de Ro|x]
y la base B.

Solucién. (a) Sea BC = {1,x,2%} la base canénica de Ry[z]. Entonces
el subconjunto B = {p1,p2,ps3}, siendo

po= l+a—a?=(11-1)s,
p2 = 1-2°=(1,0,~1)sc
ps = l4+22=(1,0,1)5c .
Como el determinante formado con las componentes de estos vectore es
no nulo
1 1 -1

1 0 1
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se concluye que el subconjunto B estd formado por vectores linealmente
independientes. Finalmente, como dimRs[z] = 3, seguro que B es un sis-
tema generador de Ro[z] y por lo tanto forma una base.

Otra forma alternativa de demostrar que los polinomios de B son lineal-
mente independientes es la siguiente. Realizando una combinacién lineal
de dichos polinomios e igualdndola a cero se obtiene a(1 + x + z2) +
B(1 — 2?) + v(1 + 22) = 0. Reagrupando segtin potencias de z se tiene
[+ B+7]+ax+ [a— B+7]z2 =0 de lo que se deduce que

a+pB+y=0, a=0, a-F+v=0.

Como este sistema lineal es homogéneo y ademads el determinante de la
matriz de los coeficientes del sistema es no nulo entonces la tnica soluciéon
del sistema es la trivial, es decir « = g = v = 0. Como todos los coe-
ficientes de la combinacion lineal realizada son nulos se concluye que los
anteriores polinomios son linealmente independientes.

(b-c) Colocando las componentes de py, pa v ps en columnas se obtiene
la matriz de cambio de base entre la base B y la base canénica BC

1 1 1
Mp_.pc = 10 0
-1 -1 1
La inversa de dicha matriz serd la matriz de cambio de base entre la base
canénica BC y la base B

-1

1 1 1 ([0 2 0
Mpe—g = Mg 5o = 1 0 0 =5 1 -2 -1
-1 -1 1 1 0 1

Utilizando la matriz Mpc—.p podemos calcular las componentes del poli-
nomio p = 1 + 2z + 322 = (1, 2,3) ¢ en la base B de la forma siguiente.

[0 2 0 1 2
s 1 -2 -1 2 | = -3 ],
1 0 1 3 2

por lo tanto p = 1 + 2z + 322 = (2, -3, 2)5.

Otra forma de obtener las componentes de p en la base B es la siguiente.
Sea p = (, 8,7)5. Entonces se tiene que p = 1 + 22 + 322 = afl +  —
2]+ B[1 — 2%] +~[1 + 2?]. Igualando los coeficientes de la misma potencia
de = en la anterior identidad se obtiene el sistema lineal

04"’6“‘7:17 0422, _04_64"}/:37
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cuya solucidn es (a, 8,7) = (2,-3,2).

7. Considerar los siguientes subespacios vectoriales de R3:
F={(a,2a,a+0b) : a,b€R} y G={(x,y,2) eR® : z=19y=0}

(a) Hallar una base de FUG y F + G.

(b) Determinar un espacio complementario de F'.

Solucién. (a) Notemos que los vectores v € F son de la forma
v =(a,2a,a+b) =a(1,2,1) + 5(0,0,1) ,

de manera que un sistema generador de F es F =< (1,2,1),(0,0,1) >,
siendo dimF' = 2 puesto que los vectores que lo generan son linealmente
independientes. Por otra parte, es obvio que G =< (0,0,1) > y dimG = 1.
Como el subespacio suma F' + G estd generado por la unién de las bases
de F' y de G se tiene que

F+G=<(1,2,1),(0,0,1),(0,0,1) >=< (1,2,1),(0,0,1) >= F .

Por otra parte, como dimFNG = dimF +dimG —dim(F+G) =2+1-2 =
1, entonces F NG =G.

(b) Sea W un subespacio suplementario de F'. Entonces se ha de verificar
la siguiente suma directa F @W = R3, es decir, F+W =R3 y FNW = {).
Con estas condiciones se tiene que dimW = dimF W —dimF =3—-2 =1
y por lo tanto una base de W vendra dada por un vector w = (a, b, c) € R3
tal que w ¢ F'. Dicho de otra forma, el conjunto {(1,2,1),(0,0,1), (a,b,¢)}
ha de ser linealmente independiente. Un ejemplo puede ser (a,b,c) =
(1,0,0). En definitiva W =< (1,0,0) >.

8.  Determinar si W es o no subespacio de R®, donde W consiste en aquellos
vectores (a,b,c) € R para los que i) a = 2b+1, i) a < b, iii) a(b+c) = 0.

Solucién. Para que W C R? sea subespacio vectorial se debe verificar
que ax + By € W para todo z,y € W y para cualquier escalar o, 5 € R.
Ninguno de los subconjuntos W dados en el enunciado son subespacios
vectoriales de R3. Vedmos para cada uno de los casos:

i) Sea W = {(a,b,c) € R® : a = 2b+ 1}. Entonces

ar+ By = «a(2b+1,b,c)+ B2V +1,b,c)
= (2lab+ pV]+a+ B,ab+ b, ac+ ') ¢ W.
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Notemos que la anterior combinacién lineal pertenece a W sélo en el
caso en que « + 3 = 1 pero no para todo a, 3 € R, de manera que
W no es subespacio vectorial de R3.

ii) Sea W = {(a,b,c) € R® : a < b}. Sean = = (a,b,c), y = (a’,¥,¢)
dos vectores cualesquiera de W, es decir, verificando a < by a’ <b'.
Realizando la combinacién lineal

ar+By = ala,b,c)+8(d b, ) = (ca+Bd , ab+ B0, ac+3) & W .

Observar que, aunque a < by a’ < I/, en general no se cumple que
aa + Ba’ < ab+ Bb para todo a, 3 € R. Por ejemploa=1<b=2
y o =3 < b =4 pero tomando o = 1, 8 = —2 se tiene aa + fa’ =
—5 > ab+ BV = —6. En resumen, concluimos que W no es subespa-
cio vectorial de R3.

NoTa: Una forma muy sencilla de ver en los casos i) y ii) que W no
es subespacio vectorial es comprobar que el vector nulo (0,0,0) & W.

iii) Sea W = {(a,b,c) € R> : a(b+c) = 0}. Sean = = (a,b,c),
y = (a’,b, ') una pareja arbitraria de vectores pertenecientes a W.
Entonces se verifica a(b+ ¢) = o’ (V' + ¢’) = 0. Realizando la combi-
nacion lineal

ar+By = ala,b,c)+B(d', b, ) = (ca+Bd, ab+ B0, ac+3) & W .

La razon es la siguiente: para que ax + Gy € W se tendria que anular
para cualquier a, 8 € R la expresién (aa+Ga’)[(ab+8Y)+ (ac+ 5.
Sin embargo, reagrupando esta epresién se obtiene

o?la(b+ ¢)] + B2l (V' + )] + apla(V + ) +d'(b+ c)]

=afla(t' +)+d(b+c)]#0

en general. Para ver la desigualdad, basta con tomar af # 0, a =
b +c¢ =0ya(b+c)#0. Se tiene en efecto que W no es subespacio
vectorial de R3.

9. Sean A; € M3(R) coni=1,2,3 las matrices siguientes

1 -1 11 -2 2
we(a ) es(in) as ()

(a) Hallar los valores del pardmetro real a de manera que las matrices
anteriores sean linealmente independientes.

(b) Para el caso particular a = 2, considerar los subespacios vectoriales
de M2 (R) definidos de la forma F =< Ay, As > y G =< Az, I >,
siendo Iy la matriz identidad. Encontrar una base de FNG y F+G.
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Solucién. (a) Para ver si las matrices A4;, con ¢ = 1,2, 3 son linealmente
independientes, realizamos una combinacién lineal arbitraria de dichas
matrices y la igualamos a la matriz cuadrada nula de segundo orden, es
decir Z?Zl a;A; = O. Finalmente, impondremos que la solucién de esta
ecuacién implique que todos los escalares oy, con ¢ = 1,2, 3 sean nulos de
manera que las matrices seran linealmente independientes. Los cdlculos a
efectuar son los siguientes.

3
1 -1 1 1 —2 2
Z&Az‘ = )\1(_1 1>+>\2<1 1)+)\3< “ —a)

A+ Ao — 203 =1+ Ao+ 23 _ 0 0
7)\1 + )\2 + CL>\3 )\1 + )\2 — a)\g - 0 0 ’

De la anterior igualdad de matrices se deduce el siguiente sistema lineal y
homogéneo de ecuaciones para las incégnitas \;

A+ A —2\3 =
=M1+ A2 +2)3
7)\1 + AQ + 0,)\3

)\1 + )\2 — CL>\3 =

I
cocoo

que, escrito en notacion matricial, adopta la forma

1 1 -2 0
-1 1 2 f\l_o
-1 1 /\2_0

1 1 —a 3 0

Este sistema de ecuaciones, por ser homogéneo, admite siempre la solucién
trivial A; = 0 para ¢ = 1,2,3. Pero para que unicamente admita dicha
solucion es necesario que sea compatible y determinado. Por el teorema
de Rouche-Frobenius esta condicion se puede expresar como que el rango
de la matriz del sistema coincida con el nimero de incégnitas y por lo
tanto valga 3. El problema pues se ha reducido a hallar los valores del
pardmetro a que hagan que el rango de la matriz del sistema anterior sea
3. Realizando transformaciones elementales por filas, que dejan invariante
el rango, en la matriz del sistema se tiene

11 -2 11 -2 11 -2
11 2 0 2 0 0 2 0
11 a ~ 02 a-2 "0 0 a-2
1 1 —a 0 0 2—a 0 0 2—a

11 -2

0 2 0

~ 00 a—2 |-
0 0 0
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de manera que su rango es 2 si a # 2 y vale 3 si a = 2. En definitiva, las
matrices A;, con i = 1,2, 3 son linalmente independientes si y s6lo si a # 2.

(b) Obviamente dimF = dimG = 2. Por otra parte, se sabe que el sube-
spacio vectorial F'+G =< Ay, As, Az, I >. Pero para el valor del parametro
a = 2, por el apartado anterior, es conocido que A;, con i = 1,2,3 son
linalmente dependientes. Entonces F' + G =< A1, Ay, I >. Para calcular
una base de F' + G hemos de estudiar la dependencia o independencia
lineal de las matrices Ay, Ay y I. Para averiguarlo realizamos el calculo
siguiente.

1 -1 11 10
AMAL + X Ag +X3] = >\1<_1 1>+/\2<1 1>+>\3<0 1)
A+ Ao+ A3 —A1+ Ag _ 0 0
XM F+X MFX+Xg )T L0 0 )
Igualando elemento a elemento las dos dltimas matrices se tiene el siguiente
sistema lineal y homogéneo de ecuaciones

(i) (2)-()
2 | = .
1 10 s 0

El rango de la matriz del sistema es 2 y por lo tanto menor que el nimero
de incégnitas 3. Entonces, por el teorema de Rouche-Frobenius, el sistema
es compatible indeterminado y admite infinitas soluciones diferentes de la
solucién trivial. En conclusién las matrices A1, Ao y I son linealmente de-
pendientes y podemos decir que F + G =< A, As >= F. Ademas, como
dim(F N Q) = dimF + dimG — dim(F + G) = 2+ 2 — 2 = 2, podemos
concluir que FNG = F =G.

Justificar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

(a) Ewisten subespacios vectoriales S y T de R* tales que dimS=2,
dimT=8y SNT =0.

(b) El subconjunto So C Ro[z] dado por Sy = {ax?+bx+c € Ra[z] | a =
0,b # 0} es un subespacio vectorial de Ra[x].

Solucién. (a) Puesto que S+ T es un subespacio vectorial de R* se ten-
dra que dim(S + T') < dimR* = 4, lo cual estd en clara contradiccién con
que dim(S+7) = dimS +dimT —dim(SNT) = 243 -0 = 5. Concluimos
que no pueden existir tales subespacios.

(b) S2 no puede ser un subespacio vectorial de Ry[x] puesto que el ele-
mento neutro polinomio nulo no pertenece a Ss.
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11. Sean Fy y F» los siguientes subconjuntos de R3:
Fy ={(a,2a,b) | a,b e R}, Fr={(c,d,2d) | c,d € R} .

(a) Demostrar que Fy y Fy son subespacios vectoriales de R3.

(b) Calcular las dimensiones y bases de los subespacios vectoriales F1NFy
y Fi + F.

Solucién. (a) Para que F; C R3, con i = 1,2, sean subespacios vectori-
ales de R? se debe verificar que ax + By € F; para todo z,y € F; y para
cualquier escalar o, § € R. Veadmoslo para cada uno de los casos:

= Sean x = (a,2a,b) e y = (a’,2a’,b') dos vectores cualesquiera de F;.
Entonces

aw—i—ﬁy = a(av2avb) +/6(a/72al7bl)
= (aa+ Bd,2laa+ Ba’l,ab+ Bb) € Fy ,

puesto que su segunda componente es el doble que la primera.

» Sean = = (¢,d,2d) e y = (¢/,d’,2d’) dos vectores cualesquiera de F5.
Entonces

ar+ Py = alcd2d)+B(,d,2d)
(ac+ B, ad + d', 2]ad + Bd']) € Fs ,

puesto que su tercera componente es el doble que la segunda.

(b) En primer lugar calcularemos una base para los subespacios vectoriales
Fl y F2 .

= Sea x € Fy. Entonces z = (a,2a,b) = a(1,2,0) 4+ 5(0,0,1) de man-
era que F; =< (1,2,0),(0,0,1) >. Ademds, como los vectores que
generan F son linealmente independientes por no ser proporcionales
forman en realidad una base de Fj. Se tiene pues que dimF; = 2.

= Sea x € Fy, es decir, x = (¢,d,2d) = ¢(1,0,0) + d(0,1,2). Entonces
Fy, =< (1,0,0),(0,1,2) >. Ademds, los vectores que generan Fy son
linealmente independientes y por lo tanto forman una base de F5.
Concluimos que dimFs = 2.

Puesto que el subespacio vectorial suma F} + F5 estd engendrado por la
union de una base de F; y una de Fb, se tiene que

Fi + F, =< (1,2,0),(0,0,1),(1,0,0),(0,1,2) > .
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Veamos cuantos vectores generadores de F; + F5 son linealmente inde-
pendientes. Una forma de verlo es colocandolos en las filas de una ma-
triz y realizando transformaciones elementales for filas con el objetivo de
escalonarla. De esta forma se tiene que

1 20 1 20 1 20 1 20
0 0 1 0 0 1 0 1 2 01 2
troof|l T o =207 1o -—=20]710o0 4
0 1 2 0 1 2 0 0 1 00 1
1 20
~ 01 2],
00 1

y por lo tanto dim(F; + F») = 3. Como F} + F5 es un subespacio vecto-
rial de R? y coinciden en su dimensién se concluye que en realidad son el
mismo, es decir F; + Fy = R3.

Calculemos a continuacién una base del subespacio vectorial F; N Fy. Sea
x € F1 N Fy, es decir, z = (a,2a,b) € F} y ademés x = (¢,d,2d) € Fs.
Igualando las componentes del vector = se tiene el siguiente sistema lineal
de ecuaciones

a=c, 2a=d, b=2d,

de donde se deduce, entre las dos primeras ecuaciones, que d = 2c. De esta
forma x = (¢, 2¢,4¢) = ¢(1,2,4) y por lo tanto

FinF,=<(1,2,4) >,
siendo dim(F; N Fy) = 1. Notemos que, a modo de comprobacién final, se

verifica dim(Fy N Fy) = dimFy + dimFy — dim(F, + F5) =24+2-3=1.

El vector v € R3 tiene componentes (1,2,3) en la base B = {vy,vs,v3}.
Encontrar las coordenadas de v en la base B' = {uy,uq,us} sabiendo que
Uy = 3U1 +2’l)2 — V3, U2 :41)1 + vg + V3, uz = 2’1)1 — Vg + V3.

Solucién. Una forma directa de tratar el problema consiste en hallar los
valores a, b, ¢ tales que v1 4+ 2vy + 3vs = auy + bus + cug, es decir,

v1 + 2vg + 3vz = a(3v1 + 2ve — v3) + b(4v1 + vo + v3) + (201 — Vo + v3).

De la igualdad anterior se obtiene el sistema

|
—

3a + 4b + 2c
2¢ + b — ¢ =
-a + b + ¢ = 3.

\V]
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Este sistema es compatible determinado ya que el determinante de la ma-
triz del sistema es no nulo puesto que

3 4 2
2 1 —1|=8#0.
-1 1 1
Ademas, su solucién es a = —5/2, b = 15/4, ¢ = —13/4, de manera que

las componentes de v en la base B’ son v = (—5/2,15/4, —13/4).

Otra forma de abordar el problema es mediante las ecuaciones del cambio
de base. La matriz del cambio de base de la base B’ a la base B, segiin
los datos del problema, es

3 4 2
P= 2 1 -1 |,
-1 1 1

de manera que las componentes del vector v en la base B’ son

1 1 2 -2 —6 1 —~5/2
Pt 2 =zl -t 3 7 2 | = 15/4
3 3 7 -5 3 —14/4

13. Sea F el subespacio vectorial de R3 engendrado por los vectores u; =
(2,1,0), ug = (—1,0,1), ug = (4,1,—2). Escribir la forma general de un
vector de F. Sea G = {(0,a + b,=b) | a,b € R}. Probar que G es un
subespacio vectorial de R3 y encontrar una base de G. Estudiar si la suma
F + G es directa. Estudiar F NG y determinar una base del mismo.

Solucién. En primer lugar se observa que el conjunto de vectores {uy, us, us}
es linealmente dependiente puesto que

2 -1 4
det{uj,ug,us} =11 0 1 |=0
0 1 -2

Se puede ver facilmente que us = wu; — 2ug. Consecuentemente F' =<
u1,uz >. Dado que {uj,us} es un sistema linealmente independiente ya
que los vectores u; y us no son proporcionales, se tiene que {uj,us} es
una base de F. Por tanto los vectores de F' seran combinacién lineal de
u1 y ug, es decir,

vEF < v=au +buy = (2a — b,a,b) , a,beR.

Entonces F = {(2a — b,a,b) | a,b € R}. Para que G C R? sea subespacio
vectorial de R? se debe verificar que az+ 8y € G para todo z,y € G y para
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cualquier escalar «, 3 € R. Sean = (0,a 4+ b,—b) e y = (0,a’ + V', V')
dos vectores cualesquiera de GG. Entonces

O[l'+ﬂy = Oé(O,CL+b, 7b) +5(Ova’,+b/aib/)
= (0,a(a+b)+pB(d +V),—ab—pb) e G,

puesto que la primera componente es nula. Como (0, a+b, —b) = a(0,1,0)+
b(0,—-1,1), Ya,b € R, se tiene que una base de G es {(0,1,0),(0,—1,1)}. La
suma F' + G no puede ser directa, ya que dimF'=dimG=2y dim(F +G) <
dimR? = 3, es decir, dim(F N G) > 1. Calcularemos a continuacién una
base del subespacio vectorial F N G. Sea x € FN G, es decir, x = (2a —
b,a,b) € F y ademés x = (0,c+ d, —d) € G. Igualando las componentes
del vector x se tiene el siguiente sistema lineal de ecuaciones

2a—b=0, a=c+d, b=—-d,
de donde se deduce, de la primera ecuacién, que b = 2a. De esta forma

x = (0,a,2a) = a(0,1,2) y por lo tanto F NG =< (0,1,2) >, de manera
que una base de F NG es {(0,1,2)}, siendo dim(F NG) = 1.

Averiguar los valores del pardmetro a para los cuales el vector (1,5,a)
pertenece al subespacio vectorial F =< (3,1,-1),(0,7,-1),(-1,2,0) >.

Solucién. Observemos que

31 -1
07 -1|=0,
-1 2 0

de manera que dimF = 2 y una base de F es {(3,1,—1),(0,7,—1)}.

Imponiendo que el vector (1,5, a) pertenece al subespacio vectorial F' se
tiene que han de existir dos tnicas constantes reales a 'y 3 tal que (1,5,a) =
a(3,1,—-1)+ 3(0,7,—1). De igualar las componentes de ambos vectores se
obtiene el sistema lineal

1 = 3a,
5 = a+783,
a = —a—f.

Este sistema es compatible y determinado si y sélo si la matriz de los
coeficientes del sistema y la matriz ampliada tiene rango 2, es decir cuando

1 3 0
5 1 7|=o0,
1 -1

que reduce a 21(1 4+ a) = 0 y cuya solucién es a = —1.
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15. Consideremos los subespacios vectoriales de R*
F=<(,-1,1,0),(0,1,-1,1),(1,0,0,—1) >,

G =<(1,0,0,0),(1,-2,2,0),(0,1,-1,1) > .
¢ Es cierto que F' = G ? Razonar la respuesta.
Solucién. En primer lugar veamos cual es la dimensién de los subespacios
vectoriales F'y G.

= Realizando transformaciones elementales por filas a la matriz forma-
da con los vectores generadores de F' en filas se tiene

1 -1 1 0 1 -1 1 0
0 1 -1 1 ~ 0 1 -1 1
1 0 0 -1 0 -1 -1
1 -1 1 0

~ 0 1 -1 1

0 0 0 -2

donde las transformaciones elementales ha sido f3 — f3 — f1 v f3 —
f3— f2. Como el rango de dicha matriz es 3 se concluye que dimF' = 3.

= Realizando transformaciones elementales por filas a la matriz forma-
da con los vectores generadores de GG en filas se tiene

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 -2 2 0|~ 0 =2 20 |~10 -2 20
0 1 -1 1 0 1 -1 1 0 0 0 2

donde las transformaciones elementales ha sido fo — fo — f1 en el
primer paso y f3 — 2f3 + fo. Como el rango de esta matriz es 3 se
tiene que dimG = 3.

Una vez se sabe que dimF = dimG, para demostrar que F' = G basta con
ver que F' C G. En caso contrario, es decir, si F' ¢ G entonces F' # G.

Para cualquier v € F se tiene v = ay(1,—-1,1,0) + a2(0,1,—1,1) +
a3(1,0,0,—-1) = (a1 + a3, —a1 + @, 1 — a9, a3 — a3). De forma andlo-
ga, cualquier vector perteneciente al subespacio GG ha de ser de la forma
ﬁ1<17 0,0, O) + ﬁQ(lv —-2,2, O) + ﬁS(O, L1, 1) = (51 + B2, =202 + 33,202 —
B3, 83). Impongamos que v € G y veamos si es compatible Vv € F. Im-
pondremos pues que se verifique

aj+az3 = [+ P,
—oy+ay = =20+ f3,
ap—ay = 20— f3
az—az = [3.
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De este sistema lineal se pueden despejar las §; en funcién de las o; para
1 =1,2,3. En concreto se tiene 3; = %(ag+3o¢3), By = —%(—2041 +as+as
y 083 = as — a3. Por lo tanto dicho sistema lineal es compatible y deter-
minado para las incégnitas (1, B2, 83 y en consecuencia todo vector de F
pertenece a G. Asi F' C G y por lo dicho anteriormente F' = G.

El problema puede ser resuelto de otra forma. El método se basa en de-
mostrar que los los sistemas generadores de F' y de G son en realidad el
mismo mediante transformaciones elementales. En concreto, formaremos
una matriz con las componentes de los vectores generadores de F' en filas
y realizaremos transformaciones elementales por filas hasta conseguir las
componentes de los vectores generadores de G. Veamoslo:

0 1 -1 1
1 0 0 0 ~
1 -2 20

O O =

2

—

|

—
N —
o O =

donde las transformaciones elementales ha sido (i) fo — f2 + f3; (i)

fo — f2/2; (iii) f3 — 3f2 — f1 —2fs.

Otra forma de resolver el problema es demostrando que dimF = dimG = 3
y que dim(F + G) = 3 lo que implica que dim(F NG) = 3 y por tanto que
F=G.

Sea M, (R) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n con
elementos reales. Definimos los subconjutos S y A de las matrices simétri-
cas y antisimétricas como

S={BeM,(R)| A=A}, A={Be M,(R)| A' = —A} .

(1) Demostrar que S y A son subespacios vectoriales de M, (R).
(ii) Calcular la dimension y una base de S y de A.

(iii) Demostrar que S & A = M, (R).

Solucién. (i) Puesto que S C M,,(R) es un subconjunto no vacio, para
demostrar que S es subespacio vectorial de M, (R) hemos de ver que
VB,C € Sy Va,B € R se verifica que aB + fC € S. De forma anéloga,
para demostrar que A es subespacio vectorial de M,,(R) es suficiente con
demostrar que VD, E € Ay Vv, A € R se verifica yD + AE € A. Veamoslo
por separado.
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= Sean B,C € S con elementos B = (b;; y C = (¢;;) parai,j=1,...,n
verificando b;; = bj; y ¢;ij = c¢j;. Entonces, Vo, 3 € R se verifica que
la matriz F' = B + BC tiene sus elementos de la forma F' = (f;;)
donde f;; = ab;; + Be;;. Puesto que se verifica f;; = fj; se tiene que
F € Sy se conluye que S es subespacio vectorial de M, (R).

» Sean D,E € A con elementos D = (d;; y E = (e;;) para i,j =
1,...,n verificando d;; = —dj; y e;; = —e;;. Entonces, Vv, A € R se
verifica que la matriz G = yD + AE tiene sus elementos de la forma
G = (gij) donde g;; = vd;; + Ae;;j. Puesto que se verifica g;; = —g,;
se tiene que G € A y se conluye que A es subespacio vectorial de

Mo (R).

(ii) Para calcular una base de S basta con observar que cualquier matriz
B € S con elementos B = (b;;) verifica b;; = b;; y por lo tanto sus
elementos simétrios respecto de la diagonal principal son todos iguales.
Entonces podemos realizar la descomposicién

B = Zn: biiBii + Y _bi;Bij ,
=1

j>i
siendo _
bjr=0 si j#k,
Bii = (ng) (S Mn(R) 5 éjj = O Si j }él s
bjj =1 si j =1 y
y

. ka:O si Z?ék7.77é€’
Blj_(bkz)eMn(R)’{bk[zbﬁkzl Si Z:k‘m]:E

Es obvio que

S =< 31173227...,Bnn;3127B137...,Bln7B237~--;BQna""Bn_L” >

v que ademas este conjunto generador es linealmente independiente ya que
son matrices con todos sus elementos nulos excepto alguno no nulo que
estan siempre colocados en filas y columnas diferentes.

Para hallar la dimensién de S basta con contar el nimero de matrices que
contiene una base suya, es decir

nn+1) '

dmS=n+n-1)+n—-2)+...+2+1= 5

A continuacién calcularemos una base y la dimensién del subespacio A
de foma totalmente andloga. Observar que cualquier matriz D € A con
elementos D = (d;;) verifica d;j; = —dj; y por lo tanto sus elementos
simétrios respecto de la diagonal principal son cambiados de signo mientras
que los de la diagonal principal son todos nulos. Entonces podemos realizar

la descomposicién
D= E dijDij
j>i
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_ - dre =0 sioi#k,jHEL,

Es obvio que
A=<D13,D13,...,D1n,Ds3,..., Dap, ..., Dy1 >,

y que ademads este conjunto generador es linealmente independiente ya que
son matrices con todos sus elementos nulos excepto alguno no nulo que
estan siempre colocados en filas y columnas diferentes.

Para hallar la dimensién de A contaremos el nimero de matrices que
contiene una base suya, es decir

dimA:(n—1)+(n—2)+...+2+1:@.

(iii) Es facil ver que SN A = O siendo O el elemento neutro respeto de la
suma para el espacio vectorial M, (R), es decir, O es una matriz cuadrada
de orden n con todos sus elementos nulos. Por lo tanto dim(SNA) =0y
se concluye que S & A = M, (R).

En realidad, existe una descomposicién trivial para cualquier matriz A €
M, (R) como la suma de una matiz simétrica y una antisimetrica de la
forma

A= %(A+At)+%(A—At) .

(a) Probar que el conjunto B = {(-1,2,0),(0,0,3),(0,—-2,1)} es base de
R3. Sea v = (1,2,3)5 las componentes del vector v en la base B.
Encontrar las componentes de v en la base candnica de R3.

(b) Encontrar a € R de manera que el vector (1,5,a) sea combinacion
lineal de los vectores {(3,1,-1),(-1,2,0),(0,7,—1)}.

Solucién. (a) Puesto que dimR? = 3, cualquier trio de vectores de R3
linealmente independiente serd una base de R?. En concreto

1 20
0 0 3|=-6+£0,
0 -2 1

por lo tanto los vectores del conjunto B son linealmente independientes y
forman una base de R?. En realidad no es necesario realizar ningiin calculo
para ver que los vectores de B son linealmente independientes puesto que
son vectores cuyas componentes estan escalonadas.

Sea BC = {e1,e2,e3} la base canénica de R3. Puesto que

(—1,2,0) = —e1 + 2eq , (0,0,3) = 3es , (0, —2,1) = —2e3+e3,
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la matriz P de cambio de base de la base B a la base BC es

-1 0 0
P = 2 0 -2
0 3 1
Entonces
-1 0 0 1 -1
Pv = 2 0 -2 2 = —4 ,
0 3 1 3 9

de manera que, por las propiedades de la matriz P, las componentes de v
en la base candnica BC son v = (-1, —4,9).
(b) El vector (1,5, a) serd combinacién lineal de los vectores
{(3,1,-1),(-1,2,0),(0,7,—-1)}
si y sélo si existen tres escalares reales «, 8 y -y tal que
(1,5,a) = (3,1, -1) + B(-1,2,0) + (0,7, ~1) .

Igualando componente a componente los vectores de la anterior ecuacién
se obtiene el siguiente sistema lineal para «, 8y

= 3Ck—ﬁ7
= a+20+7y,
a = —a—7.

El valor de a que nos piden sera el que haga que este sistema lineal sea
compatible. Despejando 3 de la primera ecuacién y sustituyéndola en el
resto de ecuaciones se obtiene el sistema equivalente

I = a+ty,
—a = a+y,

que solo es compatible si a = —1.

Otra forma de resolver el problema es la siguiente. Primero observamos
que los vectores {(3,1,—1),(—1,2,0),(0,7,—1)} son linealmente dependi-
entes puesto que el determinante de sus componentes se anula. Entonces
el subespacio vectorial

F =< (3717*1)7 (*1,2,0)7 (Oa 7v *1) >=< (371771)7 (7132a0) > .

Puesto que se busca el valor de a para el cual (
1

,5,a) € F, una forma de
obtenerlo es imponer que los vectores {(3,1, —1), (

1
)a _17 27 O)? (17 57 CL)} sean
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linealmente dependientes. Para ello basta con imponer que se anule el
determinante

de donde se deduce el valor a = —1.

Determinar si son subespacios vectoriales de R? los siguientes subconjun-
y By ={(x,y,2) €R® | 2 = V2 y}.

Solucién. Un subconjunto E; C R? no vacio es subespacio vectorial de
R3 si para todo u,v € F; y para cualquier a, 3 € R se verifica au+pv € E;.
En particular el vector (0,0,0) € E; y u+ v € E;. Estudiemos cada uno
de los conjuntos E; con i = 1,2, 3, por separado.

i) Para cualquier u,v € E; se verifica u = (z,y,2), v = (¢/,¢/,2), con
xy+z=xyay +2 =o' Entonces u+v = (x+2",y+vy,z+2)
con (x+a2)Yy+y)+z+2 = (xy+2)+ @y +2)+ (2 +2'y) =
x4z + (zy' 4+ 2'y) # = + 2’. Concluimos que u +v € E; y por lo tanto
E no es subespacio vectorial de R3.

ii) Nétese que el vector (0,0,0) ¢ E5. Por lo tanto E5 no es subespacio
vectorial de R3.

iii) Para cualquier u,v € FEj3 se verifica u = (x,y,2), v = (2/,v,2'),
con x = 2y y 2’ = v/2y/. Entonces, para cualquier o, 3 € R se tiene
au+pv = a(z,y, 2)+ 0@y, 2') = (ax+ P2, ay+ By, az+ G2'). Ademds
ax + ' = a2y + BV2y = V2(ay + By') de manera que au + Bv € Fy
y en consecuencia Es es subespacio vectorial de R3.

Sean F y G los subespacios vectoriales de R* definidos por:

F = {(z,y,2,t) eR* |2 +y+2=0,3y+22+t=0,22 —y —t = 0},
G {(0,y,2,t) eR* [ y + 2+t = 0}.

Calcular las dimensiones de F' y G, asi como, unas bases de estos sube-
spacios. ;Es R* suma directa de F y G?

Solucién. El sistema de las ecuaciones lineales que definen F' viene dado
por
r+y+z = 0,
3y+2z+t = 0,
20 —y—t =
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Simplificando mediante transformaciones su matriz asociada obtenemos.

1 11 0 1 1 1 0 1 110
0 3 2 1 |~ 0 3 2 1 |~ 0 3 2 1
2 -1 0 -1 0 -3 -2 -1 0 0 0 O

Por tanto, las ecuaciones que definen el subespacio vectorial F' no son
linealmente independientes, entonces F' esta definido sélamente por dos
ecuaciones. Si definimos s1 ;== +y+2 =0, 590 :=3y+2z2+t =0y
s3 := 2x —y —t = 0, tomando por ejemplo s; y s3, v aislando de z de
s1 y t de s3 se obtiene que F = {(z,y,—z — y,2x —y) € R* | 2,y €
R} =< (1,0,-1,2),(0,1,—1,—1) >. Entonces dimF = 2. Teniendo en
cuenta la ecuacién que define el subespacio vectorial G tenemos que G =
{(0,y,2,—y —2) € R* | y,2 € R} = < (0,1,0,-1),(0,0,1,—1) >. Y se
tiene también que dimG = 2.

Por la definicién del subespacio suma se sabe que
F + G =< (1707 71a 2)7 (07 1a 717 71)? (07 1707 71)7 (07 Oa 15 71) > )

de manera que, para obtener una base y de esta forma conocer dim(F+G),
podemos simplificar el sistema generador mediante las siguientes transfor-
maciones elementales.

1 0 -1 2 1 0 -1 2
01 -1 -1 01 -1 -1
0 1 0 -1 0 0 1 0
0 0 1 -1 0 0 0 -1

Se tiene pues que el subespacio suma F + G estd engendrado por cua-
tro vectores no nulos con las componentes escalonadas, ver las filas de la
anterior matriz. En consecuencia dicho conjunto es linealmente indepen-
diente y por lo tanto forma una base de F'+ G. En concreto se tiene que
dim(F + G) = 4. Como F + G es un subespacio vectorial de R* cuya
dimensién coincide con la dimensién del propio espacio vectorial se tiene
que F +G =R~

Aplicando el Teorema de las dimensiones de Grassman se tiene dim(F N
G) = dimF 4 dimG — dim(F + G) = 2+ 2 — 4 = 0 de lo que se deduce
que FNG ={(0,0,0,0)}. Como consecuencia se tiene que F' & G = R*.

Otra forma de proceder en este ejercicio es la siguiente. Como para que
R* sea suma directa de F + G tiene que ocurrir que F + G = R* entonces
el conjunto formado por la unién de los vectores que forman base de F'y
de G ha de ser linealmente independiente y por lo tanto el determinante

10 -1 2
01 -1 -1
01 o -1|70
00 1 -1
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Luego se procede como se ha hecho anteriormente utilizando el Teorema
de Grassman.

NoTA: Otra forma de proceder para resolver el problema anterior consiste
en hallar directamente F' N G. Para cualquier vector v € F N G se tiene
que v € Fywv € G, por lo tanto existen escalares reales \; coni =1,2,3,4
tales que

v = )\1(1,0, *1,2) =+ )\2(07 1, -1, 71) = ()\1 + )\2,)\2, -\ — /\2, 201 — )\2) s

v=2A3(0,1,0,—1) + A4(0,0,1,—1) = (0, A3, Ay, = A3 — A1) .

Igualando las componentes del vector v se obtiene el siguiente sistema
lineal de ecuaciones

A+A = 0,
Ao = Az,
A=A = Mg,
201 — Ay = —A3—N\g.

La informacion que se ha de obtener de este sistema es una relacién entre
A1 ¥ A2 0 bien entre A3 y A4. Una forma de proceder puede ser la siguiente:
se sustituye el valor de Ay de la segunda ecuacion en las restantes, de forma
que se obtiene

MANs = 0,
A=A = A,
201 = =M\

Sumando las dos primeras ecuaciones se tiene Ay = 0 y sustituyendo ese
valor en la tercera ecuacién se obtiene A; = 0. Finalmente, sustituyendo
estos valores en las ecuaciones iniciales obtenemos Ay = A3 = 0. De lo que
se concluye que F NG = {(0,0,0,0)}.

Sean Fy y Fy los siquientes subespacios vectoriales de R*:
F, =< (1,0,-1,2),(1,1,1,-1),(1,-2,-5,8) >,

By ={(z,y,2,t) | v =2y —32=0, y+22 -t =0} .

(a) Calcular las dimensiones y bases de los subespacios vectoriales Fy N Fy

yF1+F2.

(b) Hallar, si es posible, un subespacio que sea a la vez complementario
de Fy y de F5.
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Solucién. (a) Para hallar una base de Fy tenemos que

1 0 —1 2 1 0
1 1 1 -1 |~ 01
1 -2 -5 8 0 2

-1

2

—6

1 0
-3 |~ 0 1
0 0

De donde una base de F; es F} =< (1,0,-1,2),(0,1,2,—-3) > y dimF} =
2. Por otro lado, aislando z e y de las restriciones que definen F5 se tiene
que Fyp = {(2t — z,t — 2z, 2,t) € R* | t, 2 € R}. Por tanto una base de Fy
es Fr =< (-1,-2,1,0),(2,1,0,1) > y dimF» = 2.
Como F; + F5 es el subespacio generado por la uniéon de una base de Fj
y otra de Fy, simplificando dicho sistema generador mediante transforma-

ciones elementales por filas, obtenemos

0
1
-2
1

1 0 -1 2 1
0o 1 2 -3 0
-1 -2 1 o |7 | o
2 1 0 1 0

-1 2
2 -3
0 2
2 -3

oo o

[N e =)

-1
2
4
0

2
-3
—4

0

Por tanto Fy + F» =< (1,0,-1,2),(0,1,2,-3),(0,0,4,—4) > y dim(F; +
F,) = 3. En este caso dim(Fy N Fy) = dimF; 4+ dimFy — dim(F; + F») =

2+2-3=1.

Para hallar una base de F} N Fj, recordemos que para cualquier vector
v € F1NF; se tiene que v € Fy y v € Fy, por tanto existen escalares reales

a; con i =1,2,3,4 tales que

v=0a1(1,0,-1,2) + @2(0,1,2,-3) = (a1, a2, —a1 + 22, 21 — 3a2),

v=as(—1,-2,1,0) + a4(2,1,0,1) = (—as + 2a4, —2a3 + a4, a3, ay4).

Igualando las componentes del vector v obtenemos el sistema lineal de

ecuaciones
aq
Q2
—a1 + 20
20&1 — 3&2

asz + 20y,
—2a3 + ay,
as,

ay.

Substituyendo el valor de as de la tercera ecuacién y el valor de a4 de la
cuarta ecuacién en la primera ecuacién del sistema se obtiene oy = 2ai y

por tanto

v =205(1,0,—1,2) + a2(0,1,2, —3) = a2(2,1,0, 1),

de lo que se concluye que Fy N Fy =< (2,1,0,1) >.

(b) Observemos que la base de Fy {(1,0,—1,2),(0,1,2,—3)} hallada ante-
riormente ya estd escalonada. Escalonemos también la base {(—1, -2, 1,0),
(2,1,0,1)} de F» mediante transformaciones elementales por filas, es decir,

-1 -2 1 0
2 1 01

-1 -2 1 0
0 -3 2
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Asi, {(—1,-2,1,0),(0,—3,2,1)} es una base escalonada de F». En defini-
tiva, se pueden extender las dos bases escalonadas de F; y F5 con los
vectores e3 = (0,0,1,0) y e4 = (0,0,0,1) para formar una base de R*.
Por tanto el subespacio que sea a la vez complementario de I y de F5 es
F =<(0,0,1,0),(0,0,0,1) >.

Sea M3(R) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 8 con
elementos reales. Demostrar que el conjunto

a+b a—b+ec a—c
A= a—b—c a at+b+c | e M3R) : a,b,ceR, |
a+c at+b—c a—2>b

es un subespacio vectorial de M3(R). Encontrar su dimension y una base.

Solucién. Es obvio que el conjunto A # @, por lo tanto, para demostrar
que A es un subespacio vectorial de M3(R) basta con probar que para
cualquier pareja de matrices By, Bo € A y cualquier pareja de escalares
reales o, s € R se verifica a1 B1 + as By € A. Veamos que realmente es
cierto. Si By, By € A entonces

ar+b1 a1 —bi+c a;—c

B = ay —by —c1 ar a1 +bi+c )
ar+c1 ar+b—c ay — by
az+by az —by+co az — C2

By = az — by —co az az+by+c )
az +co az+by—cy az — by

siendo a;,b;,¢; € R con i = 1,2. En definitiva

a1 +b1 a1 —b1+c a1 —C1
a1Br+aBy = a1 | a1 —bi—a ap ay+br+ecr |+
a1+ a1+b1—01 al—bl
as +by as — by +co a9 — Co
(%) agfbngQ a9 a2+b2+02
as + c2 a2+b2_02 CLQ—bQ
a+b a—b+c a—c
= a—b—c a a+b+c | €A,
a+c a+b—c a—b

donde a = aja; + asas, b = a1by + asby y ¢ = a1c1 + asces.

Sea B una matriz cualquiera del subespacio vectorial A, es decir,

a+b a—-b+e a—c
B = a—b—c a a+b+c
at+c a+b—c a—2>b
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Para hallar una base del subespacio vectorial A, en primer lugar, obten-
dremos un sistema generador de A. Ello se consigue notando que

111 1 -1 0 0 1 -1
B =woa|l111]+bl -1 0 1 |+cl -1 0o 1],
11 1 0 1 -1 1 -1 0

de manera que

1 11 1 -1 0 0 1 -1
A= < 1 1 1], -1 0 11, -1 1 >
1 1 1 0 1 -1 1 -1 0

Finalmente, veamos que el anterior conjunto generador de A es linealmente
independiente y por lo tanto forma una base de A. Como es habitual
realizamos una combinacion lineal de los vectores del conjunto generador
y lo igualamos al elemento neutro del espacio vectorial (en nuestro caso la
matriz cuadrada nula de orden 3), es decir,

1 1 1 1 -1 0 0o 1 -1
al 1 1 1 |+al -1 0 1 |+¢| -1 0 1
1 1 1 0 1 -1 1 -1
0 0 O
=1 0 0 O
0 0 O

De la igualdad anterior se obtiene el sistema lineal homogéneo
a+b=a—b+c=a—c=a—b—c=a=at+b+tc=a+c=a+b—c=a-b=0,

cuya unica solucién es la trivial @ = b = ¢ = 0. Por lo tanto el conjun-
to generador de A forma en realidad una base de A, teniéndose dimA = 3.

Demostrar que si {v1,va,...,0,} es una base de un espacio vectorial E,
entonces
n
vl7vl+v27vl+v2+v37~"7§ (% B}
k=1
también es base de E.

Solucién. Puesto que {v1,va,...,v,} es una base de un espacio vectorial
E, entonces dim E = n. Por lo tanto, para demostrar que el conjunto de

n vectores
n
{vl,vl+v2,vl+v2+vg,...,2vk} ) (2.1)
k=1
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también es base de F/, basta con probar que sus vectores son linealmente
independientes. Con este objetivo realizamos una combinacién lineal de
dichos vectores y la igualamos al elemento neutro Og de F, es decir,

aqv1 + ag(vy +v2) + ag(vy +va+vs) + -+ anka =0g.
k=1

Sacando en esta ecuacién factor comtn de los vectores v; parai =1,2,...,n,
se obtiene

n n n
(Z%) v+ (Z%) vy + (Z%) vz 4+, =0 -
k=1 k=2 k=3

Esta 1ltima ecuacion es una combinacion lineal de los vectores de la base
{v1,v2, ...,v,} de F igualada a 0. Puesto que dichos vectores son lineal-
mente independientes, se desprende que todos los coeficientes de la anterior
combinacion lineal han de anularse y por lo tanto

n

0 = Zak,
k=1
n

0 = Zak,
k=2
n

0 = Zak,
k=3

Qp—1+ Qp )

o, .

Resolviendo este sistema lineal comenzando por la iltima ecuaciéon, de-
spués penultima, etc... se ve que su solucién es la trivial ap = 0 para
k=1,2,...,ny por lo tanto el conjunto (2.1) es linealmente independi-
ente, siendo ademads una base de E.



Capitulo 3

Aplicaciones Lineales

3.1. Resumen de teoria

Sean E y F' dos K-espacios vectoriales y f : E — F una aplicacién. Diremos
que f es lineal y lo denotaremos por f € L(E, F) cuando Vu,v € E, Va € K
se verifique (i) f(u+v) = f(u) + f(v); (ii) f(ou) = af(u). Las aplicaciones
lineales se clasifican en: (i) monomorfismo si f es inyectiva; (ii) epimorfismo si
f es exhaustiva; (iii) isomorfismo si f es biyectiva; (iv) endomorfismo si E = F
y se denota por f € End(E); (v) automorfismo si E = F'y f es isomorfismo.

Proposicién 4 Sea f € L(E, F). Entonces: (i) f(0g) = 0p; (i) f(3, Nivi) =
Yo Nif(vi); (i) Si H es subespacio de E entonces f(H) es subespacio de F;
(iv) Si G es subespacio de F entonces f~1(G) es subespacio de E.

Ntcleo e Imagen: Se define el nicleo de f como Kerf = f~1(0F) = {u €
E | f(u) = 0p} y la émagen de f de la forma Imf = f(F) ={v e F | Ju €

E tal que f(u) = v}. Por la Proposicién 4 se tiene que Kerf es subespacio
vectorial de ' e Imf es subespacio vectorial de F.

Teorema 4 Sea f € L(E,F). Entonces: (i) f es inyectiva si y sdlo si Kerf =
{0g}; (ii) [ es exhaustiva si y sdlo si Imf = F.

Proposicién 5 Sea f € L(E,F) y {v1,...,v,} una base de E. Entonces: (i)

Imf =< f(v1),..., f(vn) >; (ii) f es isomorfismo siy sdlo si {f(v1),..., f(vn)}
es base de F.

Se define el rango de f como rangf = dimImf.
Teorema 5 Sea f € L(E, F). Entonces dimE = dimKer f + dimImj.

Matriz de una Aplicacién Lineal: Sea f € L(E,F) con By = {e1,...,en}
base de E'y By = {v1,...,vn} base de F relacionadas mediante f por f(e;) =

99
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Yot aijv; para j = 1,...,n. Para todo z = Z;‘Zl aje; € E se tiene f(x) =
>, Biv; € F. Entonces

ﬁl a11 @12 -t Qln (&3]
B2 az1  azy -+ A2p Qo

. - )
ﬂm Am1 Am2 e Amn Qp

donde la matriz A = (a;;) € Myxn es la llamada matriz asociada a f en las
bases By y Bs.

Cambio de base en una Aplicacién Lineal: Sea f € L(E, F). Sean By B’
bases de E y C y C’ bases de F. Sean Mp/_5 y Mc/_c las matrices de cambio
de base. Entonces A’ = ME,:CAMB/HB, siendo A y A’ las matrices asociadas
a f en las bases B, C y B, C’ respectivamente.

Matriz de la Composicién: Sean f € L(E,F), g € L(F,G). Sean Ay B las
matrices asociadas a f y g respectivamente en unas bases fijadas. Entonces BA
es la matriz asociada a la aplicacién lineal g o f en dichas bases.

Determinante de un Endomofismo: Sea f € End(E). Si A y B son las
matrices asociadas a f en las bases By y Bs respectivamente entonces B =

MgZLBlAMBZHBI. Se dice entonces que A y B son semejantes y ademads se
verifica det A = det B.

3.2. Problemas propuestos

3.2.1. Aplicacion lineal

1. ;Cudles de las siguientes aplicaciones son lineales?

d) f:R2—>R4 f(:c,y)z(x—y,2x+1,y—3,1),
b) f:R?—R  f(a,y) = (v +y,y,0);

¢) f:R*—R> f(x,y,2) = (2y — z,2);

d) f:R?)_)Rg f(%%z):(ff%z_yay“‘x)

2. ;Cludles de las siguientes aplicaciones son lineales?

a) [:RP— R f(r,y,2) = (v +y+z22+y);
b) [f:R® —R  f(z,y,2) = (¢° —y? 2,0);

) fiRP—R* f(z,y,2)=(x+y—220,1—2z27y);
d) f:R*—R f(z,y,2) = 2% +y>+ 2%

e) f:R}—R flz,y2)=2x+y—2rz.
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3. Sea f:R? — R una aplicacién lineal tal que f(1,1) = 3 y f(1,0) = 4.
¢ Cudnto vale f(2,1) y f(x,y)?

4. Sea f: R — R una aplicacidn tal que f(3) = —4. Obtener la expresion
de f(x). 4Fs un isomorfismo?

5. Sea f: R® — R3 definida por f(x,y,2) = (x +y + 2,22 — 2,2y + 32).
Probar que f es un isomorfismo y calcular su inverso 1.

6. Determinar los valores de a para los cuales el siguiente endomorfismo de
R* es un automorfismo:

flzyy,2,t) = (e +y+z+at,z+y+az+t,x+ay+z+t,ax+y+z+t).

7. Demostrar que si f es un monomorfismo y {vi,...,v,} es un conjun-
to de vectores linealmente independientes entonces {f(v1),..., f(vn)} es
también un conjunto de vectores linealmente independientes.

3.2.2. Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

1. Sea f:R3 — R3 una aplicacién tal que f(x,y,z) = (0,z,y)

a) Demostrar que f es aplicacidn lineal.

b) Encontrar Kerf elmf, asi como sus dimensiones y bases respectivas.
c) Encontrar f>=fofyfi=fofof.

d) Encontrar Kerf?, Kerf3 Imf? e Imf2. ;Qué relacién existe entre

ellos?

2. Encontrar el valor de a € R tal que la aplicacion lineal f : R? — R3,
definida por f(x,y,2) = (ax+y+z,x+ay+z,2+y+az), tenga el nicleo
de dimension mdzima. Calcular también una base del nicleo de f para
este valor de a.

3. SeaT :Ry[z] — Ra[z] un endomorfismo tal que T(1—2x+3x?) = 5+ 2,
TR2+x—2%)=1-22 yT(5—2%) =3+ 22 + 22°.

a) Probar que estas tres imdgenes determinan T

=

Calcular T~Y(U), siendo U = {a + bz + cx? € Ry[z] | b= ¢, a = 0}.

Encontrar todas las antiimdgenes del polinomio 5/2 — 3z — 10x2.

o

)
) Calcular KerT e ImT, asi como sus dimensiones y bases respectivas.
)
)

d

4. Sea la aplicacion de R® en R? definida por f(x,y,2) = (3x,x—y, 22+y+2).
Probar que f es lineal. Calcular Kerf y Imf. Probar que se verifica la
igualdad (f*> —I)o (f —3I)=0.
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Se considera el subespacio V = {(x,y,2) ER3 | x =y, x+y = z}. Deter-
minar una base de V. Determinar también una base de R3, {uy,uz,us},
tal que {u1} sea base de V. Encontrar una aplicacion lineal f : R® — R2,
tal que Kerf = V.

Sea {e1,ea,e3} una base de R y sea f un endomorfismo de R® tal que
Kerf estd generado por e +ea—e3, f(e1+ea) = 3ez yer —ea € f71(2e1).
Calcular una base de la imagen de f.

Sea f : R® — R3 una aplicacion lineal tal que los vectores (1,1,1),
(2,0, —1) son invariantes respecto de f y el vector (0,1, 1) genera el nicleo.
Encontrar las ecuaciones implicitas de Imf. Si S es un subespacio engen-
drado por los vectores (0,2,4), (4, —2,—5), sés S =Imf?

3.2.3. Matriz de una aplicacion lineal

Sea f el endomorfismo de R® definido por f(2,1,0) = (4,2,2), f(0,1,1) =
(0,1,1) y f(2,0,1) = (0,4, 2). Encontrar la matriz de f en la base candnica
y estudiar el nicleo y la imagen.

Sea {e1, ez, e3} una base de R y f un endomorfismo de R? tal que f(e;) =
e1+ ez, fles) =er yKerf =<e; +ez >.

Hallar la matriz de f en la base {e1,es,e3}.

Calcular f(4de; — eg + 3e3).

a

=

o

d

)
)
) Estudiar el nicleo y la imagen de f, f? y f3.
) ¢Se verifica que R® = Kerf & Imf?

Construir un endomorfismo de R* tal que f2 = f, Kerf =< e1,es > e
Imf =< es,eq >, donde e; = (1,3,0,0), e = (3,—1,0,0), es = (0,0, 1, 3)
yeq = (0,0,3,—1). Calcular la matriz asociada a f en la base candnica.

Sea R, [z] = {an2"+a,_12" 1+ -+arx+ag | an,an_1,-..,a0 € R}. De
las aplicaciones siguientes estudiar cuales son lineales y, en caso de serlo,
escribir las matrices asociadas en las bases candnicas {1,z,22%,..., 2"} de

R, [z] y estudiar sus nicleos y sus imdgenes.

RQ [CL’] — RQ [id

p(z) — (=)

R,[z] — Ry[z]

p(z) — (z+1)p(2)

Ro[z] — R

p(z)  — p(2)

Ro[z] — Ry[z]

p(x) — resto de dividir p(x) entre x% + 1.
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5. Considerar los endomorfismos de R3 de la forma f.(x,y,2) = (2x +y +
2z, x +y, ¢+ 2y +rz). Encontrar el valor de r para el cual el rango de
fr sea minimo. Para este valor de r:

a) FEstudiar el nicleo y la imagen de f,.
b) sExiste algun valor t tal que (3,2,t) € Kerf,.?
¢) Encontrar la antiimagen del vector (1,2,1).

6. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial tal que f? + f +1 = 0.
Demostrar que f es un automorfismo y calcular su inverso.

7. Dada una base {e1, ez} de R? se define el endomorfismo f de forma que
fle1) =e1+ea y flex) = 2e1 + 3ea. Obtener la aplicacion inversa, dar la
expresion general del endomorfismo y su matriz asociada a la base {e1, ea}.

8. Dado el endomorfismo de R? que tiene por matriz asociada

-2 4 2
M=| 1 x x|,
12 1

demostrar que para cualquier valor de A\ la dimension de su imagen es dos.
Encontrar el nicleo y la imagen para A = —2.

9. Considerar el endomorfismo de R3 definido por f(x,y,z) = ((m — 2)z +
2y — z, 2z + my + 2z, 2mx + 2(m + 1)y + (m + 1)z). Demostrar que la
dimension del nicleo es cero excepto para valores particulares de m. Para
estos valores dar las dimensiones y las bases del nicleo y de la imagen.

3.2.4. Composiciéon de aplicaciones lineales
1. Sean f :R3> — R2? y g : R?> — R* aplicaciones tales que f(z,y,z) =
(x+y+20) yg(@y =@y z+yz-y).
a) Probar que son lineales y estudiar sus nicleos y sus imdgenes.

b) Encontrar la matriz de g o f en las bases candnicas y estudiar su
niucleo y su imagen.

¢) Encontrar la imagen de (1,2,3) dada por go f.

3.2.5. Cambios de base

1. Sea f : R? — R3 una aplicacion lineal definida por f(1,2) = (2,1,3) y
f(2,3)=(1,0,2).

a) Encontrar la matriz de f en la base {(3,5), (1,1)} de R? y la base
candnica de R3.
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b) Encontrar la matriz de f en la base {(3,5), (1,1)} de R? y la base
{(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} de R3.
2. Sea f:R?® — R? una aplicacion lineal tal que f(x,y,2) = 2z +y,y—2).
Encontrar la matriz asociada en:
a) Las bases candnicas de R? y de R?.
b) La base {(1,1,1), (0,2,1), (0,—2,1)} de R? y la base {(2,1), (1,0)}
de R?.
¢) CalcularKerf ylaImf, asi como las dimensiones y bases respectivas.
3. Sea f el endomorfismo de R® que, en la base candnica, tiene por matriz
2 -1 4
A= 1 0 3
-1 2 2
Encontrar la matriz de f en la base {(1,0,0), (0,2,0), (=1,-1,1)}.
4. Sea f el endomorfismo de R que, en la base candnica, tiene por matriz
2 =2 —4
A= -1 3 4
1 -2 -3
a) Encontrar la matriz de f en la base {(1,0,0), (1,-1,1), (2,0,1)}.
Llamemos B a dicha matriz.
b) Comprobar que A™ = A ¥n € N. ;Es cierto también que B = B
Vn € N?
¢) Dado un endomorfismo g diremos que es idempotente si satisface
g> = g. De forma andloga diremos que una matriz M es idempotente
si M? = M. Comprobar que g es idempotente si y sélo si su matriz
asociada en cualquier base lo es.
d) Calcular el determinante de A y B. Si M es una matriz idempotente,
entonces squé valores puede tomar su determinante?
e) Probar que A es idempotente si y sélo si I — A es idempotente.
f) Probar que si g es idempotente, entonces R® = Kerg+ Img.
5. Dada una base {u,v,w} de R3, definimos el endomorfismo f : R3 — R3

mediante f(u) =v, f(v) =w y f(w) =0.

a) Encontrar la matriz de f en la base {e1,ea,e3}, siendo e = u, ex =
U+vVyYyes=u-+v+w.

b) Encontrar Kerf e Imf, dando la dimensidn y una base.

¢) Calcular el menor nimero natural p tal que fP = 0.
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3.3.

1.

El conjunto {uy,usz,us} con uy = (1,1,-1), us = (1,0,1), ug = (2,1,—1)
es una base de R? y el conjunto {v1,vq,v3,v4} con vy = (1,0,1,0), vg =
(0,1,1,0), v3 = (1,0,0,1), v4 = (1,1,1,0) es una base de R*. Se define
la aplicacion lineal f : R® — R* dada por f(ui) = vi — vy, f(uz) =
v1 + vy +vs, f(us) = v1 + 2vs + 203 + v4. Encontrar la matriz de f en las
bases dadas y en las bases candnicas.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre R, donde {ai,as,a3} es una
base de V' y {b1,b2,b3,bs} es una base de W. La aplicacion lineal f se
define por f(aj + 2as — 3az) = by +3by — Ths — 2by, f(2a1 + a3) = by + 2b3,
f(4a1 + ag) = by + 5by — 3bz — 2by.

a) Comprobar que los vectores sobre los que tenemos definida la apli-
cacion f son base de V.

b) Encontrar la matriz de f en las bases {a1,az2,a3} y {b1,b2,b3,b4}.

¢) Encontrar el nicleo y la imagen de f, dando la dimensidn y una base.

Sea R3[x] = {az3+bx?+cx+d | a,b,c,d € R} el conjunto de los polinomios
de grado menor o igual que tres en una variable x con coeficientes reales.

a) Demostrar que el conjunto de polinomios {1,1—x, (1 —x)2, (1 —x)3}
es una base de Rj[x].

b) Encontrar la matriz de cambio de base de esta base a la candnica, es
decir, a la base {1,z, 2% x3}.

¢) Encontrar la expresion del polinomio 2 — z2 + x® en la nueva base.

d) SeaV = {p e Rs[z] | (1 —a)p” +2p" = 0}. Demostrar que es un
subespacio de Rs[z], encontrar su dimensidn y una base.

e) Comprobar que 1 € V y que (1 — x)® € V. Encontrar una base del
espacio complementario de V.

Sea f: Ma(R) — M3(R) la aplicacion lineal definida por
f a b\ [(a+c b+d
c d) \a+ec b+d )’
a) Encontrar la matriz de f en la base candnica de My(R).

b) Encontrar Kerf e Imf, dando la dimensidn y una base.

¢) Demostrar que f? = 2f. Deducir una expresion para fP, ¥p € N.

Problemas resueltos

Sea Rs[z] el espacio vectorial de los polinomios en una variable de grado
menor o igual que 3. Definimos f : Ra[x] — Rs[z] de la siguiente for-
ma f(p(x)) = p(x) — xp’(x). Demostrar que f es una aplicacidn lineal y
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calcular la imagen del polinomio q(z) = 22° — 2? — 5. Calcular la matriz
asociada a f en la base candnica de Rs[z].

Solucién. Paraver que f € End(Rj3[z]) se han de probar las dos propiedades
de linealidad siguientes.

»q(x

qx

€ Rsx] se tiene que

)V =[()+Q( )]

(i) Para cualquier pareja de polinomios p(z

(), 4(x)
fp(@) +q(2)) = [p(z) +q(2)] — z[p(x) + g(x

—zlp () + (@) = [pl) —2p'(@)] + [a(2) — 2¢'(2)] = f(p(=)) + f(g(x)) -

(ii) Para cualquier polinomio p(x) € Rs[z] y para cualquier escalar A € R
se tiene

fOw(x) = [p(@)] — z[Ap(x)] = [Ap(x)] — z[Ap'(z)]
= Ap(z) —2p'(z)] = Af(p(x)) .

Por lo tanto, la aplicacién f es lineal. Calculemos ahora la imagen del
polinomio ¢(z) = 22® — 22 — 5 dada por la aplicacién f.

f(q(x)) = q(z) — 2¢ () = 22° — 2% — 5 — 2[62® — 22] = —4a® + 2% — 5.
La base canénica de R3[z] es B = {1,z,2?, 23}, de manera que para cal-

cular la matriz A asociada a f en en la base B se realizan los calculos
siguientes.

F1) = -l =10 =1,
flz) = xz—z[z) =2—-2=0,
fz?) = 2% —z[2?]) =2 - 227 = —2? |
f@®) = 2% —z[2’) =23 - 32% = —223
De esta forma se tiene
1 0 0 0
0 0 0 0
A= 0 0 -1 0
0 0 0 -2

Otra forma de obtener la imagen del polinomio g(z) = 223 — 2% — 5 es la
siguiente. Las componentes de g(x) en la base B son ¢ = (—5,0,—1,2)3.
Entonces

1 0 0 0 -5 -5
0 0 0 0 0 0
0 0 0 -2 2 —4

de manera que f(q(r)) = (=5,0,—1,2) = (=5,0,1,4)5 = —5 + 2% — 423,
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2. Sea {e1,ex} una base de R? y f : R? — R? una aplicacién lineal que en
la base {e1 + ea,e1 — e} posee como matriz asociada

(2 1)

¢La imagen del vector ey + e por la aplicacidn lineal es el vector 3e; +3es ?
Dar las bases y dimensiones del nicleo y de la imagen.

Solucién. Sea B la base de R? dada por B = {e; + 2,1 — ez }. Como la
matriz A asociada a f en la base B es

12
=)

de las columnas de esta matriz se deduce que

fler+ex) = (e1+e2)+2(e1—e2) =3e1 —ea,
fler —ea) = 2(e1+ez)+(e1 —ex) =3e;+ea.

De la primera ecuacién en la anterior expresién se comprueba que f(e; +
e2) = 3e1 —ea # 3eq1 + 3es. Por lo tanto la respuesta a la primera pregunta
es que no.

Calculemos una base para Kerf mirado como subespacio vectorial de R2.
(z,y) € Kerf siy sélo si f(z,y) = (0,0). Tomando las componentes
del vector (x,y) en la base B, la condicién anterior se expresa en forma

matricial como
1 2 z\ (0
2 1 y ) L0 )"

Este sistema lineal y homogéneo sélo admite la solucién trivial (z,y) =
(0,0) puesto que detA = 3 # 0. Entonces el tinico vector de R? que
pertenece a Ker f es el (0,0) y por lo tanto Ker f = 0, siendo dim Kerf = 0.

Finalmente, como dim Imf = dimR? — dim Kerf = 2 — 0 = 2 y ademds
Imf es un subespacio vectorial de R? se tiene que Imf = R2.

3. Sea f el endomorfismo de R? definido de la forma f(z,y) = (z + (a —
Dy, 2z + (a — 2)y) siendo a un pardmetro real.

(a) Determinar el valor del pardmetro a de manera que f sea biyectiva.

(b) Se define el subespacio vectorial invariante por f de la forma W =
{(z,y) € R%: f(x,y) = (x,y)}. Hallar una base de W segiin los val-
ores del pardmetro a.
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Solucién. (a) La aplicacién lineal f : R? — R? serd biyectiva si y sélo
si f es inyectiva, es decir Kerf = {(0,0)}, y ademds es exhaustiva y por
lo tanto Imf = R2.

En primer lugar vamos a ver para que valores del pardmetro a se tiene
Kerf = {(0,0)}. Para cualquier vector (z,y) € Kerf se tiene que f(z,y) =
(0,0). A partir de la definicién de f la anterior igualdad se expresa en forma
de sistema lineal homogéneo como

x4+ (a—1)y=0, 2x+(a—2)y=0.

Este sistema para las incdgnitas (z,y) admitird como unica solucién la
solucién trivial (z,y) = (0,0) si y sélo si el determinante de la matriz de
sus coeficientes es no nulo. Calculando dicho determinante se tiene

’1 a—1

2 a2’:_a’

de manera que si a # 0 entonces (x,y) = (0,0) y por lo tanto Kerf =
{(0,0)} con lo cual f es inyectiva. Finalmente, para a # 0
dim Imf = dimR? — dim kerf =2 -0=2,

por lo tanto Imf = R? y en consecuencia f es exhaustiva. Se concluye que
si a # 0 entonces [ es biyectiva.

(b) Como f(z,y) = (x+ (a— Dy, 2z + (a—2)y) y W = {(z,y) € R? :
f(z,y) = (x,y)} las componentes (x,y) de los vectores pertenecientes a
W deben verificar z + (a — 1)y = z, 22 + (a — 2)y = y o equivalentemente

(a—1y=0, 2z+(a—3)y=0.
El determinante de los coeficientes de este sistema lineal homogéneo es

0 a-—1
2 a—3

‘:2(1—@,

de manera que

= Sia# 1 entonces x =y =0y por lo tanto W = {(0,0)}.
= Sia=1se tiene z = y de manera que W =< (1,1) > .

La matriz asociada a un endomorfismo f de R® en una base {u,uz,us}
es

A:

OO =
o NN O
— w O
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Calcular la matriz de f en la base {vi,ve,v3} dada por vi = uy + us,
vy = 2ug Y V3 = Uz + Us3.

Solucién. Consideramos las siguientes bases de R3
/
B= {u17u27u3} 9 B = {0171}2’1}3} )

siendo v1 = u1 + us3, v2 = 2uy y vs = us + uz. Entonces, la matriz de
cambio de base entre la base B’ y la base B es

Ademds la matriz del cambio de base inverso es

-1

1 00 1 20 0
P1l=10 2 1 =5 11 -1
1 0 1 -2 0 2

Finalmente, la matriz asociada a la aplicacién lineal f en la base B’ es

) 2 0 0 100 100
B=P'AP = = 1 1 -1 0 2 3 0 2 1
2\ 20 2 00 1 101
100
= 3/2 2 2
00 1

5. Sea Ry[z] el espacio vectorial de los polinomios en una variable de grado
menor o igual que 2. Definimos la aplicacion f : Ra[z] — Ra[x] de la
forma f(p(z)) = p(x +5) + p(x), para todo p(x) € Ra[x].

(a) Probar que f es endomorfismo.
(b) Hallar la matriz de f en la base candnica de Rax].

(c) Probar que el conjunto B ={1,z+1,22+x+1} es una base de Ra[z].
Hallar la matriz de f en dicha base.

Solucién. (a) Como f : Ro[z] — Rax], el espacio de partida y de llegada
es el mismo, de manera que para ver que f es endomorfismo basta con
demostrar que es una aplicaciéon lineal. En concreto se ha de ver que para
todo p(x),q(x) € Rof[z] y para todo A € R se verifica f(p(x) + ¢(x)) =
flp@)+ flg(x)) v f(Ap(x)) = Af(p(x)). Para verlo, basta con aplicar las
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propiedades de la suma y el producto por escalar de los polinomios de la
siguiente forma.

fp(x) +q(x)) = (@+a)(x+5)+(p+q)(r)
= p(@+5)+q(x+5)+p()+q(2)
= p(x+5)+p(x)+q(z+5)+q(z) = ((x))+f(q(x)),
fOw()) = (Ap)(z +5)+ (Ap)(x) = Ap(z + 5) + Ap(z)
= Ap(z+5) +p(@)] = Af(p(x)) .

(b) Para hallar la matriz A asociada a f en la base canénica {1, z, 2%} de
R[] basta con calcular la imagen dada por f de sus elementos, es decir

f1) = 141=2,
flx) = (z+5)+xz=22x+5,
f(@*) = (z+5)?+2%=22"+10x +25 .

De esta forma se tiene

2 5 25
A= 0 2 10
0 0 2

(c) Para demostrar que el conjunto B es una base de Rq[x], como estd com-
puesto por 3 polinomios y dimRy[z] = 3, basta con demostrar que los
polinomios de B son linealmente independientes. Esto se puede ver de dos
formas diferentes:

= Realizamos una combinacién lineal de los polinomios pertenecientes
al conjunto B y la igualamos a cero. La combinacién lineal al+ G(z+
1) +v(2? +x + 1) = 0 puede reescribirse agrupando las potencias de
z de la forma (a+ B +7) + (8+7)z + v2? = 0 Como esta identidad
se ha de verificar para todo x, la unica posibilidad es que todos los
coeficientes del polinomio se anulen, es decir

a+B+7=0,B+y=0,7=0.

La tnica solucién de este sistema lineal homogéneo es la trivial a =
8 =~ =0, de manera que los polinomios del conjunto B son lineal-
mente independientes.

= Las componentes en la base canénica de Rz[x] de los polinomios del
conjunto B son B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y son linealmente in-
dependientes debido a que el determinante formado con dichos vec-
tores es diferente de cero, es decir,

10 0
110 H?’l;&o.
111
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Sean A y B las matrices asociadas a f en las bases candnica y B respec-
tivamente y sea P la matriz del cambio de base entre la base B y la base
canénica. La relacién existente entre dichas matrices es B = P71AP. La
matriz A se conoce del apartado (b) del problema. La matriz P viene dada

por
11 1
P=|l011],
0 0 1
de manera que su inversa €S
1 -1 0
Prl=10 1 1
0 0 1

Finalmente, la matriz B viene dada por el siguiente producto de matrices

1 -1 0 2 5 25 1 11
B=P'AP = 0 1 -1 0 2 10 011
0 1 0 0 2 0 0 1

2 5 20

= 0 2 10

0 0 2

6. Se considera la aplicacion lineal f : R — R? cuya matriz en las bases
canonicas respectivas es

(a) Hallar Kerf y Imf.
(b) Calcular la matriz asociada a f en la bases {(1,2,-1),(1,3,1),(1,1,1)}
) {(27 _1)7 (17 1)}

Solucién. (a) El nicleo de la aplicacién lineal f se define como Kerf =
{(z,y,2) € R® : f(x,9,2) = (0,0)}. De esta forma, las componentes
(z,y, z) de los vectores de Kerf deben satisfacer el siguiente sistema lineal

de ecuaciones
1 1 1 Y /o0
1 -1 -2 vy 1=Vo )~
z

Dicho sistema es compatible indeterminado, siendo su solucién = = z/2,
y = —3z/2. De esta forma, los vectores de Kerf son

z 3 z
(m,y,z) - (21_227'2) - 5(]—7_372) )
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o de forma equivalente Kerf =< (1,-3,2) >.

El célculo de Imf se puede realizar de dos formas diferentes. La primera
mas conceptual y rdpida y la segunda mas mecanica y lenta.

= En primer lugar calculamos cual es la dimension del subespacio vec-
torial Imf.

dim Imf = dimR?® — dim Kerf =3 —-1=2.

Finalmente, puesto que Imf es un subespacio vectorial de R? y
dim Imf = dimR? se concluye que Imf = R2.

» Imf es el subespacio vectorial de R? engendrado por la imagen dada
por la aplicacién f de los vectores de la base candnica de R3, es decir

Imf =< £(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1) > .

Realizando los calculos pertinentes se tiene

£(1,0,0) = (} o _;)

£0,1,0) = (1 .

|
O =
~——

—_— oo OO OO
I
7N
|
—_ =
N———"

f£(0,0,1) = (

—
|
— =
|
N =
~__

de manera que
Imf =< (L 1)7 (17 _1)7 (17 _2) >=< (la 1)7 (17 _1) >= RQ .

(b) Consideremos las siguientes bases BS = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
B, = {(1,2,-1),(1,3,1),(1,1,1)} de R3. Ademds, en R?, definimos las
bases BS = {(1,0),(0,1)}, B; = {(2,-1),(1,1)}. Por otra parte, sea P la
matriz de cambio de base entre las bases B y BS y @ la matriz de cambio
de base entre las bases B y BS. Se tiene en definitiva

111
P=( 2 31 ,Q:(_f}).
-1 1 1

Puesto que se conoce la matriz A asociada a f en las bases candnicas B§

y B3
1 1 1
A:<1 -1 —2>’
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la matriz B asociada a f en las bases B; y B viene dada por

-1 111
B:Q*AP:(_%U (}_1 _;) 2 3 1
-1 11
_1(1—1)(1 1 1) ;;i
3\1 2 1 -1 -2 111
_1/1 9 5
- 3\4 -3 -1 )~

7. Sea f un endomorfismo de R® que verifica f(v) = (—1,10,—1), f(u) =
(-1,4,2) y f(w) = (2,1,-1) donde v = (1,2,1), u = (-1,2,0) y w =
(1,—1,0). Hallar la matriz del endomorfismo f en la base candnica. En-
contrarla también en la base {u,v,w}.

Solucién. Sean BC la base canénica de R? y B la base de R? formada
por los vectores {v,u,w}. Ademds, definimos las matriz A asociadas al
endomorfismo f en las bases B y BC en el espacio de partida y de llegada
respectivamente. Como f(v) = (—1,10,-1), f(u) = (-1,4,2) y f(w) =
(2,1,—1) se tiene que

-1 -1 2
A= 10 4 1
-1 2 -1

Las matrices que se han de hallar son B y C que estan asociadas al en-
domorfismo f en las bases BC y B respectivamente. Para su calculo uti-
lizaremos que

B=AM"', C=M"A,

siendo M la matriz de cambio de base entre la base B y la base BC. Como
v=(1,2,1), u=(—1,2,0) y w = (1,—1,0), se tiene

1 -1 1
M=\ 2 2 -1
1 0 0

Calculando la matriz inversa de M se obtiene

00 1
Mt=]11 -3
2 1 —4
Finalmente
-1 -1 2 00 1 3 1 —6
B = AM™'= 10 4 1 11 -3]=|6 5 —6

-1 2 -1 2 1 -4 01 =3
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0 0 1 -1 -1 2
C = M'A=|11 -3 10 4 1
2 1 —4 -1 2 -
-1 2 -1
= 12 -3 6
12 -6 9
8. Se considera el endomorfismo f de R* cuya matriz asociada en la base

candnica es

(a) Calcular la

4 0 2 =2
-5 0 -2 4
-3 0 -1 3

1 0 1 1

expresion explicita de f(x,y, z,t).

(b) Probar que f* =2f.
(c) Hallar Kerf y probar que Imf = {(z,y,2,t) € R* : f(z,y,2,t) =
2(w,y, 2, 1)}

Solucién. (a) La expresion explicita de f(z,y, z,t) viene dada por

flx,y,2,t) =

4 0 2 =2 T dx + 2z — 2t

-5 0 -2 4 y | —bxr — 2z + 4t

-3 0 -1 3 z | —3x —z+ 3t ’
1 0 1 1 t r+z+t

es decir, f(z,y,2,t) = (4o +22z—2t, —bx —2z+4t, -3z — z+ 3t,x + 2 +1).

(b) Puede hacerse de dos maneras distintas. La primera es directamente
con la expresién explicita de f(z,y, z,t) y la definicién de composicién.

fz('r7y)z’t) =

f(f(z,y,2,1))
fldz +2z —2t,—bx —2z+4t, -3z — 2+ 3t, v + 2z + 1)
(8x + 4z — 4t, —10x — 4z + 8t, —6 — 2z + 6t, 22 + 22z + 2t)

2f('r7 y? Z’ t) *

La segunda forma de resolver el problema es utilizando la expresiéon ma-
tricial de f como sigue

fxy,2,t) =

(f o )y, 2,1)

40 2 -2 40 2 -2 x
-5 0 -2 4 5 0 -2 4 y
-3 0 -1 3 -3 0 -1 3 z
10 1 1 10 1 1 t
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8 0 4 —4 T 8x +4z — 4t
- -10 0 —4 8 y | —10x — 4z + 8t
-6 0 -2 6 z | —6z — 2z + 6t
2 0 2 2 t 2¢ + 2z + 2t
= 2f(x,y,z,t) .

(c) El ntcleo de la aplicacién lineal f se define como Kerf = {(z,y, 2,t) €
R* : f(z,y,2,t) = (0,0,0,0)}. De esta forma, las componentes (z,y, z,t)
de los vectores de Kerf deben satisfacer el siguiente sistema lineal de

ecuaciones
4 0 2 =2 x 0
-5 0 =2 4 Y _ 0
-3 0 -1 3 z - 0
1 0 1 1 t 0

Dicho sistema es compatible indeterminado, siendo su solucién x = 2t y
z = —3t. De esta forma, los vectores de Kerf son

(x’ y7 Z7t) = (2t’ y? _3t7 t) = t(27 07 _37 1) + y(o’ 1, 07 0) )
o de forma equivalente Kerf =< (2,0,-3,1)(0,1,0,0) >.

En primer lugar calculamos cual es la dimensién del subespacio vectorial
Imf.
dim Imf = dimR* — dim Kerf =4 —-2=2.

Como Imf es el subespacio vectorial de R* engendrado por la imagen dada
por la aplicacién f de los vectores de la base canénica de R%, se tiene

Imf = < f(1,0,0,0),£(0,1,0,0), f(0,0,1,0), £(0,0,0,1) >
= < (47 _57 _35 1)7 (Oa Oa 07 0)7 (2a _27 _1a 1)7 (_2a 4; 37 1) >,

donde el iltimo paso proviene de las columnas de la matriz asociada al
endomorfismo.

Definimos el conjunto B = {(z,y,2,t) € R* : f(z,y,2,t) = 2(z,y, 2, 1)}
Hemos de probar que Imf = B. Para ello, procedemos en dos pasos: (i)
Ver que Imf C B; (ii) Ver que dim Imf = dimB. Notemos que B no
es mas que el subespacio propio asociado al valor propio A = 2 para el
endomorfismo f.

(i) Para demostrar que Imf C B, basta con demostrar que todos los
vectores de una base de Im pertenecen a B. En efecto, puesto que

40 2 -2 2
-5 0 -2 4 -2
F2,-2,-11) = -3 0 -1 3 ~1

1 0 1 1 1
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(ii) Para demostrar que dimB = dim Imf = 2 vamos a calcular una base
de B. Los vectores (z,y, z,t) € B verifican

4 0 2 =2 T

-5 0 -2 4 y

f(wvyvzvt) = -3 0 -1 3 -
1 0 1 1 t

4o + 2z — 2t 2z

_ —5x — 2z 44t | 2y

- —3r — 2+ 3t |l 2z

T+ z+t 2t

Por tanto, identificando las componentes de los dos tltimos vectores se
tiene que B = {(x,y,2,t) € R* : x+2—t = 0, —5x—2y—22+4t = 0}, es de-
cir, B={(2z —2y,y,2,32—2y) : z,y € R} =< (2,0,1,3),(-2,1,0,-2) >
y por lo tanto dimB = 2.

Encontrar la matriz asociada en la base B = {v1,v,v3} del endomorfismo
f de R3 que verifica:

flv1) = v —wvg,
Ker f = (vy—wv3) ,
vitvatvys € fH(w)

Solucién. Para hallar la matriz asociada a f en la base B basta con
calcular la imagen dada por f de cada uno de los vectores que forman
la base B, es decir, encontrar f(vy), f(va) v f(vs). Si Ker f = (vy — v3)
entonces f(vy—v3) = 0y por la linealidad de f tenemos f(v2)— f(vs3) = 0.
Por otro lado vy + v +v3 € f~1(vy) implica que f(vy + v2 +v3) = vy ¥,
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por la linealidad de f, se tiene f(v1)+ f(v2)+ f(v3) = v1. En definitiva se
obtiene el siguiente sistema lineal para las incégnitas f(v1), f(v2) y f(vs)

f(v2) = f(vs) = 0,
flor) + f(v2) + f(v3) = o1,

flvr) = v1—wva,

cuya solucién es f(v1) = v — vg, f(v2) = f(vs) = va/2. Por lo tanto la
matriz asociada a f en la base B es

1 0 0
-1 1/2 1/2
0 0 0

10.  Sea Ps[x] el espacio vectorial de los polinomios en la variable x a coefi-
cientes reales de grado menor o igual que 3. Se define L como la aplicacion
de P3lx] en Ps[z] tal que

Lip(a)) = 2222 () ~ 222 () + 2p()

(i) Probar que L es lineal.
(ii) Encontrar la matriz de L en la base {1, x, x2, x3}.

(iii) Determinar el Ker L.

Solucién. (i) Para demostrar que L es lineal se ha de ver que para todo
p(x),q(x) € P3[z] y paratodo A € R, se verifica L(p(x)+q(x)) = L(p(x))+
L(g(z)) y L(Ap(x)) = AL(p(x)). Teniendo en cuenta las propiedades de la

derivada.
L@ +aw) = 228D ) 0, 101D ) o g
- x2%(:ﬂ)721’j—z(x)+2p(z)
+z2%(g¢) - 23:%(1;) + 2¢(x)

= L(p(x)) + L(g(z)).
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11.

12.

(ii) Para hallar la matriz de L en la base {1, z, 22, 23} de P3[z] basta
con calcular la imagen dada por L de cada uno de los elementos de la base.

L(1) = 2,

L(z) = —2z+2x=0,
L(z%) = 2%(2) - 2x(2x) +22% =0,
L(z®) = 2%(6z) — 2x(32?) + 22° = 223,

De esta forma se tiene

o O oW
o O OO
OO OO
N O OO

(iii) El nicleo de la aplicacién lineal L se define como
Ker L = {p(z) € Ps[z] : L(p(x)) =0} .

Por lo tanto, segin el apartado anterior, el polinomio p(z) = a + bz +
cx? +dxz3 € Ker L siy sélo si

O OO N
O O OO
o O OO
N O OO
QL O
o O OO

La solucion de este sistema lineal homogéneo es a = d = 0, de manera
que los polinomios que pertenecen al subespacio vectorial Ker L son de la
forma p(x) = bx + cx®. En otras palabras Ker L =< x,2% >, siendo su
dimensién dim Ker L = 2.

Justificar si la siguiente afirmacion es cierta o falsa:

Se puede construir un aplicacién lineal exhaustiva de R? a R*.

Solucién. Si f fuera exhaustiva se tendria que Imf = R*, lo cual est4 en
contradiccién con que se deba verificar dimR? = dim Imf + dim Kerf, ya
que entonces se tendria que el nicleo de f tiene dimensién negativa lo cual
es imposible.

Sea {e1,e2,e3} una base de R3. Consideremos un endomorfismo f de R3
que verifique las siguientes tres condiciones: Ker f =< e; + e — ez >,
fler + e2) = 3es y ademds e; — ex € f~1(2e1). Calcular una base del
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13.

subespacio vectorial Im f.

Solucién. Puesto que Ker f =< e; 4+ ea — eg >, a partir de la definicién
de nicleo de una aplicacién lineal, se tiene que f(e; 4+ e3 — e3) = 0. Por
otra parte, si e —ey € f71(2e1), a partir de la definicién de antiimagen, se
verifica f(e; —ez) = 2e;. En definitiva, teniendo en cuenta la otra relacién
del enunciado, se tiene

f(61 + e9 — 63) =0, f(el + 62) = 3es ,f(el — 62) =2e; .

Notemos que las anteriores relaciones nos definen de manera tinica el sube-
spacio vectorial Im f siempre y cuando el conjunto {e;+ea—es, e1+e2,e1—
e2} sea una base de R3. Esto sera cierto si y sélo si dicho conjunto de vec-
tores es linealmente independiente. Veamos a continuacién que el conjunto
de vectores {e; + €2 — e3,e1 + ea,e1 — e2} es linealmente independiente
mostrando que el determinante cuyas columnas estan formadas por las
componentes de dichos vectores en la base {e1, ez, e3} es diferente de cero,
es decir

1 1 1
1 1 -1 [=2#0.
1.0 0

Entonces, como {ej +e2—e3, e1+ea,e1 —ea} es una base de R3, se concluye
que

Im f =< ,]0(614—62—63)7 f(€1+62), f(el—ez) >=< 0, 3e3,2e1 >=<ej,e3 > .

En definitiva, {e1, e3} es una base de Im f.

Sea f el endomorfismo de R? definido por f(2,1,0) = (4,2,2), £(0,1,1) =
(0,1,1) y £(2,0,1) = (0,4, 2). Encontrar la matriz de f en la base candnica
y estudiar el nicleo y la itmagen.

Solucién. Sean v; = (2,1,0), v = (0,1,1) y v3 = (2,0,1). En primer
lugar notemos que el conjunto de vectores B = {vy,v2,v3} es linealmente
independiente puesto que

det{vy,ve,v3} = =4#0.

N O N
O = =
== O

Entonces B es una base de R3. Por otra parte, como f(v1) = (4,2,2),
f(v2) = (0,1,1) y f(vs) = (0,4,2) se tiene que la matriz asociada al
endomorfismo f en la base B del espacio de partida y la base canénica BC
de R? en el espacio de llegada es

4
A=1 2
2

— = O
N = O
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14.

Ademas, la matriz del cambio de base entre la base B y la base BC es

P =

[awll il V]

0 2
10
11

Por el cambio de base en un endomorfismo, se tiene que la matriz B
asociada al endomorfismo f en la base canénica BC tanto en partida como
en llegada es

-1

4 0 0 2 0 2
B = AP '=|[ 2 1 4 110
2 1 2 0 1 1
1 4 0 0 1/2 1 -1 1 2 -2
= 3 2 1 4 -1/2 1 1 =\ 5/4 —-1/2 3/2
2 1 2 1/2 -1 1 3/4 1/2 1/2
Por lo que respecta al subespacio vectorial Imf, como det B = -2 # 0 o

bien de forma equivalente det A # 0, se tiene que el rango de B es 3 (y
también el de A) y por lo tanto dim Imf = rangB = 3. En otras palabras
Imf = R3.

Finalmente dim Kerf = 3 — dimImf = 3 — 3 = 0, es decir el nicleo de

f es el subespacio vectorial trivial que sélo contiene al elemento neutro
Kerf = {(0,0,0)}.

Dada una base {u,v,w} de R?, definimos el endomorfismo f : R — R3
tal que f(u) = v, f(v) =w, f(w) = 0. Encontrar la matriz asociada a f
en la base {e1,ea,e3}, siendo e; = u, e = u+v, e3 = u+v+w. Encontrar
el Kerf yImf, dando la dimension y una base. Calcular el menor nimero
natural p tal que fP = 0.

Solucién. Sean By = {u,v,w} y Bs = {e1,ez,e3} y llamemos A a la
matriz de f asociada a la base By y A a la matriz de f asociada a la base
Bs. Por la linealidad de la aplicacion, se tiene que

fle) = flu)=v=ea—ey
flea) = flu+v)=v+w=e3—e;
fles) = flutv4+w)=v+w=e3—e;.

Por tanto la matriz de f en la base By es
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Otra forma de resolver el problema consiste en utilizar la teoria del cambio
de base en un endomorfismo. La matriz de cambio de base que pasa de la
base By a la base Bj es

11
C=101
0 0

— =

Teniendo en cuenta que la matriz asociada a f en la base B; es

se puede obtener la matriz A asociada a f en la base B, realizando el
calculo siguiente

1 -1 0 000 111
A=Cc7tAC = 0 1 -1 1 00 01 1
0 0 1 010 00 1

-1 -1 -1

= 1 0 0

0o 1 1

Utilizando la matriz asociada a f en la base Bj, se tiene que para calcular
el Kerf hay que resolver el sistema lineal homogéneo

00 0 z 0
100 y |=1o0|,
010 z 0

cuya solucién es x = y = 0. Esto implica que
e€Kerf < e=0u+0v+kw=(0,0,k), keR.

de lo que se deduce Kerf = {e € R | e = kw,k € R} =< w >, siendo
dim Kerf = 1.

Por otro lado, es facil ver que Imf =< v, w >y por tanto que dim Im f = 2.
Si procedemos al calculo de las primeras potencias de la matriz asociada
a f en la base By tenemos que

00 0 00 0
A2=(o0o0 0|, A*=(o0 0 0|,
1 00 000

de donde se deduce que para todo (z,y, z) € R? se verifica

f”(amy,z) = (fo e Of)(xvyvz) = (07010) n 2 3.

Se concluye pues que p = 3.



82

Aplicaciones Lineales

15.

Sea f un endomorfismo de R® definido de la forma f(x,y,2) = (ax +y +
z,x+ay+z,x+y+az). Calcular el valor del pardmetro a € R de manera
que f tenga un nicleo de dimension mdxima. Calcular ademds para ese
valor de a una base de Kerf.

Solucién. En primer lugar calculamos la matriz A asociada a f en la
base canénica {e1, ea,e3} de R3. Puesto que

f(el) = f(17070):(a7171) )
f(eQ) = f(Oa]-vO) = (1,0,,].) s
f(€3) = f(07071) = (1,1,@) )

se tiene que

A=

— = Q
L =

1
a
1

Por otra parte se sabe que dim Kerf = dimR? —dim Imf = 3 —rangA. De
esta ecuacién se ve que dim Kerf es médxima cuando rangA sea minima.
El problema pues se ha reducido a calcular el valor del pardmetro a que
minimize rangA. Como

det A = =(a—1)*a+2),

— =
—Q =
[y

se tiene que sia # 1y a # —2 entonces det A # 0y por lo tanto rangA = 3.
Si a = —2 entonces existen determinantes menores 2 X 2 no nulos y en
consecuencia rangA = 2. Finalmente, si a = 1 es obvio que rangA = 1.

Otra forma de calcular el rango de A es mediante transformaciones ele-
mentales

a 1 1 1 a 1 1 a 1
A = 1l al]|]~[a 11 ]~[01-0a® 1-a
1 1 a 1 1 a 0 1—a a-1
1 a 1 1 a 1
~ 0 1—a a-—1 ~ 0 1—a a—1 ,
0 1-a®> 1-a 0 0 (1-a)(2+a)

de donde se sigue que

3 si a#l,a#-2
rangA=<¢ 2 si a=-2
1 si a=1

Se tiene en definitiva que si a = 1 entonces rangA es minimo y dim Ker f
es maxima.
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Calculemos a continuacién una base de Kerf cuando a = 1.

Sea (z,y,z) € Kerf, es decir, f(z,y,z) = (0,0,0) o bien en notacién
matricial

1 11 x 0
1 1 1 y |=10
1 1 1 z 0
La soluciéon del sistema lineal es z = —x — y y por lo tanto los vectores de

Kerf son de la forma (x,y, —z —y) = (1,0, —1) + (0,1, —1). En defini-
tiva se tiene Kerf =< (1,0,-1),(0,1,—1) > siendo dim Kerf = 2.

Sea f : R? — R una aplicacién lineal que verifica que f(1,1) = 3 y
f(1,0) = 4. Encontrar el valor de f(2,1) y f(z,y).

Solucién. Sean v; = (1,1) y v2 = (1,0). Como v; y v2 no son propor-
cionales se tiene que B = {vy,v2} es una base de R2. Puesto que f(v;) = 3
y f(v2) = 4, la matriz A asociada a f en la base B de R? y en la base
canénica de R es

A=(3 4).

Sea P la matriz de cambio de base de la base B a la base canénica de R?,

es decir
1 1
p_(1 0) |

Definamos B como la matriz asociada a f en las bases candnicas de R? y
de R. Entonces, por la teoria del cambio de base en una aplicacion lineal,
se tiene

B=AP'=(3 4)(1 (1)>1:(3 4)(? _1):(4 -1

Sea (x,%) un vector cualquiera de R? cuyas componentes estan en la base
candnica de R?. Entonces

f(x,y)B<z>(4 -1) <z>(4x—y).

En definitiva f(x,y) = 4z — y. En particular f(2,1) = 7.

Existe una forma alternativa y mé&s corta de resolver el problema que

consiste en utilizar las propiedades de una aplicacion lineal. En concreto
F(2,1) = F((1L1) + (1,0)) = F(1,1) + F(1,0) =3 +4=7.

Ademas, como f(0,1) = f((1,1) —(1,0)) = f(1,1) — f(1,0) =3—-4=—1
se tiene que

f(%y) :f($(1,0)+(1,0)) :xf(1a0)+yf(071) =dz—y.

~—
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Considerar los endomorfismos de R® de la forma f.(z,y,2) = 2z +y +
2z,x 4+ y,x + 2y + rz). Encontrar el valor del pardmetro r para el cual el
rango de f, sea minimo. Para ese valor del pardmentro r:

(a) Hallar Kerf y Imf.
(b) ¢Eziste algun t tal que (3,2,t) € Kerf?

(c) Encontrar la antitmagen del vector (1,2,1).

Solucién. En primer lugar calculamos la matriz A asociada a f en la
base canénica {e1, ea, e3} de R3. Puesto que

f(el) = f(1’070) = (2’ 1, ) )
fle2) = f(0,1,0)=(1,1,2),
f(e3) = f(0,0, 1) = (270a7ﬂ) )

se tiene que
2 1 2
A= 1 1 0
1 2 r

Puesto que rangf, = rangA, para calcular el valor del parametro r que
minimize rangA, calculamos

det A = =r+2.

— = N

1
1
2

=S O

De donde se tiene que si r # —2 entonces det A # 0 y por lo tanto
rangA = 3 y si r = —2 entonces existen determinantes menores 2 X 2 no
nulos y en consecuencia rangA = 2. Por tanto el rango minimo se obtiene
para r = —2.

(a) Calculemos a continuacién el Kerf y una base del Kerf cuando r =
—2.

Sea (z,y,z) € Kerf, es decir, f(z,y,2) = (0,0,0) o bien en notacién
matricial

2 1 2 x 0
1 1 0 y |=10
1 2 =2 z 0
La solucién del sistema lineal es y = —x y z = —x/2 y por lo tanto

los vectores de Kerf son de la forma (x,—x,—z/2) = 2(1,—1,-1/2). En
definitiva se tiene Kerf =< (1,—1,—1/2) > siendo dim Kerf = 1.

Para hallar Imf debemos encontrar la relacién que verifica un vector ar-
bitrario (a,b,c) que pertenezca a la imagen de f, es decir, f(z,y,2) =
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(a, b, c), se tiene pues que

20 +y+2z = a,
x+y = b,
r+2y—2z = c.

De la segunda ecuacién aislamos x = b — y y sustituimos esta relacién en
las otras ecuaciones, obteniendo

20—y + 2z ,
b+y—2z = c.

a

Sumando estas ecuaciones obtenemos las condicién 3b = a + ¢. De donde
Imf = {(a,b,c) €R® | a+c—3b=0} = {(38b—c,b,c) € R?| b,c € R}.
Por tanto Imf =< (3,1,0),(—=1,0,1) > y dim Imf = 2.

Otra forma de calcular Imf es teniendo en cuenta que el rangA = 2 para
r = —2 y por tanto se tiene que dim Imf = 2. Ademads una base de Imf es,
por ejemplo, la imagen de los dos primeros vectores de la base candnica,
es decir Imf =< (2,1,1),(1,1,2) >.

(b) Puede comprobarse facilmente que el vector (3,2,t) no pertenece a
Kerf ya que no es proporcional para ningtin ¢ € R al vector generador de
Kerf que es el vector (1,—1,—1/2).

(c) Para hallar la antiimagen de vector (1,2,1) hay que resolver el sigu-
iente sistema lineal de ecuaciones

20 +y+2z = 1,
r+y = 2,
rT+2y—2z =

De la segunda ecuacion se obtiene z = 2 — y cuya sustitucién en las otras
ecuaciones nos da

4—-—y+2z = 1,
24+y—2z = 1.

Sumando estas ecuaciones puede uno ver que este sistema es incompatible
y por tanto el vector (1,2, 1) no tiene antiimagen.

Otra forma de ver que el vector v = (1,2, 1) no tiene antiimagen es ver que
este vector v & Im f. Como hemos visto anteriormente un vector arbitrario
(a,b,c) pertenece a Imf siy sélo si a + ¢ — 3b = 0. Es ficil ver que dicha
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relacién no es verificada por el vector (1,2, 1).

NoTA: Observar que en este caso no puede utilizase que la antiimagen del
vector es A~tv, donde v = (1,2,1), puesto que no existe la matriz A=! ya
que el rangf_5 no es maximo y f no es biyectiva.

Sean f : R? — R3 y g : R® — R? definidas por f(x,y) = (x—vy, —y, —v+Y)
yg(z,y,2) = (x+2,y). Encontrar las matrices de fog y go f en las bases
canonicas.

Solucién. Puede procederse de dos formas distintas. La primera es di-
rectamente con las expresiones explicitas de f y g obtenidas a partir de la
definicién de composicion.

(fog)(z,y,2) = flg(x,y,2)) = flx+z,y) =(r+2z—y,~y,—z—2+Yy),

(go f)z,y) =g(f(x,y) =g(z —y,—y,xz+y) = (0,~y) .

Las imagenes dadas por dichas aplicaciones de los vectores de la base
canonica son

(fog)(LOaO) = (]woa*]-)a

(go f)(1,0) = (0,0),
(fo )(071’0) = (_17_171)a _
(Fog00) = (Lo, ~ @NOD = 0.,

de manera que las matrices de las aplicaciones fo gy go f en las bases
canodnicas son

1 -1 1
0 0
Mipy=| 0 -1 0 |, Mgof:<0 _1).
-1 1 -1

La segunda forma de resolver el problema es utilizando la expresiéon ma-
tricial de las aplicaciones f y g en las bases canénicas

1 -1 T
Foawn) = fuwrn={ 0 1] (5 1 )|

won@n = (o9 o) 0 1 ()
(
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Sea f:R?® — R3 el endomorfismo definido por

(a) Encontrar la matriz de f en la base candnica y estudiar el nicleo y
la imagen.
(b) Hallar f=1(2,1,1).

(c) ¢Es un subespacio vectorial la imagen del conjunto de vectores que
poseen x = 02 En caso afirmativo, hallar una base de dicho espacio.

(d) Si S es un subespacio complementario de Im f, ;quién es f~1(5)?

Solucién. (a) Dado que la imagen por la aplicacién lineal f de los
vectores de base candnica son

1,0 O) = (1,0, 1),
f(O,I,O) = (2’15 )7
0,0,1) = (1,1,2),

la matriz A asociada a f en la base candnica es

[N

Y

A:

—_ O =
— = N
N =

El nticleo de la aplicacién lineal f se define como Kerf = {(x,y,2) € R? :
f(z,y,z) = (0,0,0)}. Por lo tanto, las componentes de los vectores de
Kerf deben satisfacer el siguiente sistema lineal homogéneo.

1 2 1 x 0
0 1 1 y | =120
-1 1 2 z 0
La solucién de dicho sistema es x = z e y = —z. De esta forma, el nicleo

de f es Kerf = {(2,—2,2) € R® : 2 € R} =< (1,—1,1) > de donde
la dimKerf = 1. Por tanto, la dimensién del subespacio vectorial Imf es
dim(Im f)=dimR3-dim(Kerf) = 3 — 1 = 2. Como Imf es el subespacio
de R3 engendrado por la imagen dada por f de los vectores de la base
canénica de R3, se obtiene que

Imf =< (1,0,—1),(2,1,1),(1,1,2) > .

Mediante transformaciones elementales puede verse que

1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
2 1 1 |~ 01 3|~ 01 3
1 1 2 0 1 3 0 0 0
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Por lo tanto Imf =< (1,0,-1), (0,1, 3) >.

(b) Para encontrar los vectores (z,y,2) € f~(2,1,1) hay que resolver el
siguiente sistemas de ecuaciones lineales.

1 2 1 T
0 1 1 Y = 1
-1 1 2 z 1

Este es un sistema compatible indeterminado cuya solucién es z = z e
y = 1 — 2. Por tanto f71(2,1,1) = {(2,1 — 2,2) € R® : 2 € R} =<
(17 713 1)7 (07 13 0) >.

(c) Es facil ver que el conjunto P de vectores de R? que poseen primera
componente nula, es decir, P = {(0,y,2) € R® : 2,y € R} es un subespa-
cio vectorial de R3. Entonces, la imagen f(P) de este subespacio vectorial
dada por la aplicacién lineal f es también un subespacio vectorial de R3.
Teniendo en cuenta que f(0,y,2) = (2y + 2,y + 2, —y + 22) entonces
f(P)={(2y+zy+z—-y+22)eR® : 2,y e R} =< (2,1,1),(1,1,2) >.

(d) Si S es el subespacio complementario de Imf entonces R? = S @ Imf
y por lo tanto S NImf = {0}. De donde f~1(S) = f~1(0) = Kerf.

Sea f : R* — R® una aplicacion lineal definida por f(x,y,z,t) = (v + 2z —
t, 2z +y—z+2t, 3z +y+mt).
(a) Estudiar Kerf y Imf segin los valores de m.

(b) Encontrar f~'(a,4,5) para el valor de m que hace minimo el rango
de f, segun los diferentes valores de a.

Solucién. (a) Como Imf es el subespacio vectorial de R* engendrado
por la imagen dada por la aplicacién f de los vectores de la bade canénica
de R?, se tiene

Imf = <f(170)070)’f(0’ 17070)7f(0’0’ 170)7f(070’071) >
<(1,2,3),(0,1,1),(1,-1,0), (=1,2,m) > .

Para encontrar dim(Imf), calculamos el rango de la siguiente matriz me-
diante transformaciones elementales por filas

1 2 3 1 2 3 1 2 3
0 1 1 0o 1 1 01 1
1 -1 0 |7]lo0o -3 -3 “loo o

-1 2 m 0 4 m+3 00 m-—1
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De donde se sigue que

. 3 si m#I1,
dlm(Imf):{2 si mil.

Por tanto una base de la imagen de f es Imf =< (1,2,3),(0,1,1) > si
m=1yImf =<(1,2,3),(0,1,1),(0,0,m — 1) > si m # 1. Por otra parte
dim(Kerf) = dim R* — dim(Imf), de lo que se deduce que

. 1 si m#1,
dlm(Kerf):{Q si mil.

Para encontrar una base de ntcleo de f procedemos de la siguiente forma.
Sea v = (z,y, 2,t) € Kerf, es decir f(z,y,z2,t) = (0,0,0). Entonces, por
la definicién de f, se tiene

(x+z—-t,/2r+y—2+2t,/3z+y+mt)=(0,0,0),

que, escrito en forma matricial, da lugar al siguiente sistema lineal ho-

mogéneo
10 1 -1 ”“" 0
2 1 -1 2 g =10 (3.1)
31 0 m . 0

= Si m = 1, el sistema lineal anterior es compatible indeterminado y
toma la forma

10 1 -1 ‘ 0
2 1 -1 2 Y1=1(0],
31 0 1 : 0
t
siendo su solucién = —z+t, y = 3z—4¢. Por lo tanto v € Kerf siv =

(—z+1t,32 —4t, 2,t), es decir, Kerf =< (—1,3,1,0),(1,—4,0,1) >.

= Sim # 1, entonces el sistema lineal (3.1) es compatible e indetermi-
nado y su solucién viene dada por x = —z, y = 3z y t = 0. Por lo
tanto v € Kerf si v = (—z, 3z, 2,0), es decir, Kerf =< (—1,3,1,0) >.

(b) El valor de m que hace minimo el rango de f, es decir, que hace
minima la dimensién de la imagen de f es m = 1. Por tanto para encontrar
(2,9,2,t) = f~(a,4,5) segin los diferentes valores de a, hay que plantear
el siguiente sistema de ecuaciones en forma matricial

10 v
2 1 -1 2 5:4,
31 .
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De la primera ecuacién se puede aislar x y nos queda * = a — z + t,
que sustituyendo en las otras ecuaciones nos dan 2a — 3z +y + 4t = 4
y 3a — 3z + y + 4t = 5. Compatibilizando ambas ecuaciones obtenemos
a = 1. Otra forma de ver que a = 1 es considerar que el vector (a,4,5)
pertenece a la imagen de f y por tanto (a,4,5) = A1(1,2,3) + A2(0,1, 1),
de los que se deduce a = A;, 4 = 2A\1 + A2 vy 5 = 3A\; + \o. Compat-
ibilizando dichas ecuaciones se obtiene que a = 1. Consecuentemente
fYa,4,5) = (1 — 2+ t,2+32 —4t,z,t) sia = 1ysia#1 se tiene
que f~1(a,4,5) no existe.

;Se puede obtener una aplicacion lineal f : R? — R? que verifique f(1,—1) =

Solucién. Observemos que el conjunto de vectores B = {(1,-1),(2,—-1)}
es una base de R2. Puesto que f € End(R?) y verifica f(1,—1) = (1,0) y
f(2,-1) = (0,1), la matriz A asociada a f en la base B en partida y la
base canénica de R? en llegada es

1 0
(1),

Veamos si esta aplicacién f puede verificar la iltima condicién, es decir,
f(=3,2) = (1,1). Para verlo, calcularemos f(—3,2). Para ello es necesario
conocer la matriz B asociada a f en la base canénica de R?, es decir,

B = P7'A, siendo
1 2
r=(44)

la matriz del cambio de base de la base B a la base canénica de R2. Se
tiene pues que

—1
e e, (12 (-1 =2
B=P'A=P 12_<_1 _1) _<1 1),

En definitiva obtenemos que

an-n(2)-( ) (2)-(2)+(1).

por lo tanto no puede existir tal aplicacién f.

Considerar el endomorfismo de R? dado por
flz,y,2) = (Mm—2)x+2y— 2,2z +my+2z,2mz+2(m+ 1)y +(m+1)z) .

Calcular una base del nicleo y la imagen de f en funcion del pardmetro
real m.
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Solucién. Sea v = (x,y,2) € Kerf, es decir f(z,y,z) = (0,0,0). En-
tonces, por la definicién de f se tiene

((m—=2)x+2y—z,2x+my+2z,2mz+2(m+ 1)y + (m+1)z) = (0,0,0) ,

que, escrito en forma matricial, da lugar al siguiente sistema lineal ho-

mogéneo
m—2 2 -1 x 0
2 m 2 y | =10 . (3.2)
2m  2(m+1) m+1 z 0

El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema, es

m — 2 2 -1
2 m 2 =m(m—1)(m-2),
2m  2(m+1) m+1

de lo que se deduce la siguiente discusién:

s Sim(m—1)(m—2) # 0, entonces el sistema lineal (3.2) es compatible
y determinado. Puesto que también es homogéneo, su tinica solucion
es la trivial (x,y, 2) = (0,0,0). Por lo tanto Kerf = {(0,0,0)}. Como
ademds 3 = dimR? = dim(Imf) y Imf C R? se tiene que Imf = R3.

= Sim =0, el sistema lineal (3.2) es compatible indeterminado y queda
de la forma

(2 0 2> ‘; B 8
0 2 1 . 0
siendo su solucién ¢ = —z, y = —z/2. Por lo tanto v € rmKerf

siv = (—2z,—2/2,2), es decir, Kerf =< (2,1,—2) >. Como 3 =
dimR? = dim(Kerf) + dim(Imf) = 1 + dim(Imf), concluimos que
dim(Imf) = 2. Calculemos a continuacién una base de Imf. Imf =<
f(17 0, 0)7 f(07 170)7 f(0,0, 1) > =< (_27 2, 0)7 (2707 2)a (_17 2, 1) >
Por lo tanto una base de Imf es {(2,0,2),(—1,2,1)}.

= Sim =1, el sistema lineal (3.2) es compatible indeterminado, siendo

éste
< -1 2 -1 ) "Z B 8
2 1 2 . 0
siendo su soluciéon z = —z, y = 0. Por lo tanto v € Kerf si v =
(—2,0,2), es decir, Kerf =< (—1,0,1) >. Como dim R? = dim(Ker f)
+dim(Imf) = 1+dim(Imf), concluimos que dim(Im f) = 2. Ademds,

Imf = < f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1) > = < (-1,2,2),(2,1,4),
(—1,2,2) >. Por lo tanto una base de Imf es {(—1,2,2),(2,1,4)}.
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= Sim = 2, el sistema lineal (3.2) es compatible indeterminado, siendo

éste
( 02 -1 ) g B 8
2 2 2 . 0
siendo su solucién y = z/2, © = —3z/2. Por lo tanto v € Kerf si
v=(-32/2,2/2,2), es decir, Kerf =< (—3,1,2) >. Como dimR? =
dim(Kerf) + dim(Imf) = 1+dim(Imf), concluimos que dim(Imf) =
2. Ademés, Imf = < f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1) > = < (0,2,4),
(2,2,6),(—1,2,3) >. Por lo tanto una base de Imf es {(0,1,2), (1,1, 3)}.

Sea Ra[z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
2 a coeficientes reales. Se sabe que la matriz A asociada a un endomorfismo
f i Ra[z] — Ro[z] en una base B de Ra[z] viene dada por

1 3 -1
Aa=[2 o 5|,
6 —2 4
siendo B = {p1,p2,p3} con p1 = 3w + 322, po = —1 + 3z + 222 y

ps = 3+ Tx + 222. Hallar la matriz asociada a f en la base candnica
de Ra[z] y calcular la imagen dada por f del polinomio ¢ = 1+ x2.

Solucién. La matriz B asociada al endomorfismo f en la base candnica
de Ro[z] viene dada por B = PAP~!, siendo P la matriz de cambio de la
base B a la base canénica de Ry[z] formada por {1, z, 2%}. Puesto que las
componentes de los polinomios py, ps2 y ps en la base canénica de Ry[z]
son p1 = (0,3,3), p2 = (—1,3,2) y ps = (3,7,2), la matriz P es

0 -1 3
p=|3 3 7],
3 2 2

siendo su inversa
1/3 —-1/3 2/3
pPl=| -5/8 3/8 -3/8
1/8 1/8 -1/8

Finalmente
B = PApP!
0 -1 3 1 3 -1 /3 —1/3  2/3
= 3 37 2 0 5 —-5/8 3/8 —3/8
32 2 6 —2 4 /8 1/8 —1/8

239/24 —161/24 289/24
= 201/8 —111/8  247/8
61/12 —31/12 107/12
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La imagen dada por f del polinomio ¢ = 1 4 22 serd

1 239/24 —161/24 289/24 1
fA+2* = Bl o | = 201/8 —111/8 247/8 0
1 61/12 —31/12 107/12 1

22

= 56

14

Por lo tanto f(1 + z2) = 22 + 56 + 14z






Capitulo 4

Diagonalizacion de
Endomorfismos

4.1. Resumen de teoria

Dada una matriz A € M,,(R), se define su polinomio caracteristico de la
forma Q4 (\) = det(A— \1L,), siendo I, la matriz identidad de orden n. Se tiene
siempre que gr(Q4) = n.

Proposicién 6 Si A y B son semejantes, entonces Qa(N\) = Qp(N).

Esta proposiciéon nos pemite definir el polinomio caracteristico de un endomor-
fismo como el polinomio caracteristico de cualquiera de sus matrices asociadas.
Polinomio de Matrices: Dado un polinomio p(z) = >;" | a;z’ con coeficientes
reales y A € M, (R), se define p(A) = apl, + a1 A+ -+ amn A™.

Teorema 6 (Cayley-Hamilton) Toda matriz cuadrada A verifica Q4(A) =
0.

Valores y Vectores Propios: Sea f € End(E). Diremos que un vector v # 0
es vector propio de f con wvalor propio asociado A € R si f(v) = Av.

Proposicion 7 Si A es un valor propio del endomorfismo f entonces \ es una
raiz del polinomio caracteristico asociado a f.

Dado un endomorfismo f con valor propio A, se define el subespacio propio V)
asociado a él como V) = Ker(f — AI). A la dimV), se la llama multiplicidad
geométrica de A\, mientras que la multiplicidad de A como raiz del polinomio
caracteristico se llama multiplicidad algebraica.

Proposicién 8 Sea f € End(E) y A\ un valor propio de f. Entonces 1 <
dimVy < m, siendo m su multiplicidad algebraica.

95



96 4.1 Resumen de teoria

Diremos que f € End(FE) diagonaliza cuando exista una base de E formada por
vectores propios de f. En esa base, la matriz D asociada a f toma la forma
D = diag{\1,..., A\, } siendo los \; valores propios de f (diferentes o repetidos).
Obsérvese que si f diagonaliza entonces existe una matriz inversible P tal que
D = P71 AP es diagonal, siendo A la matriz asociada a f en cualquier base de
E.

Teorema 7 (de Diagonalizacién) Sea f € End(E) y m; la multiplicidad al-
gebraica de cada valor propio A;. Entonces f diagonaliza si y solo si (i) Qf(N)
descompone totalmente (es decir se puede expresar como producto de polinomios
reales de grado 1); (ii) dimVy, = m; para todo i.

Corolario 1 Dado f € End(E), si Qf(X) descompone totalmente y todos los
valores propios son simples entonces f es diagonalizable.

Aplicaciones de la Diagonalizacién:

Potencias de Matrices: Si A € M,, diagonaliza, entonces existe P € M,, no
singular tal que D = P7'AP = diag{\1,..., \,}. Entonces A™ = PD™P~1
con D™ = diag{\7*,..., A"}

Sucesiones Recurrentes: Queremos hallar el término general de las sucesiones
{Zn}neny C R tales que verifiquen la ecuacion en diferencias finitas lineal de
orden r siguiente Xy 4 = Gr—1Tptr—1+ - G1Tnt1 + aoxn + f(n), siendo a; € R
y donde los primeros términos xg, 1, ..., Z,—1 son dados. Si f(n) = 0 se dice
que la ecuacién es homogénea. En este caso, podemos escribir dicha ecuacién en
forma matricial como

Tn+r Tn4r—1 Ar—1 Ar—2 ar_3 et ap
Tn4r—1 Tp4r—2 1 0 0 e 0
Tongr—2 | = A| Tntr—3 | A= 0 1 0

Tn+1 Ty 0 0 e 1 0

. , t 1 t

Se verificara ( Tpgr 0 Tpgl ) =A ( Tp_1 -+ Tg ) .

Teorema 8 La solucion general x,, de la ecuacion en diferencias lineal no ho-
mogénea es la suma de una solucion particular x%p) y la solucion general x,(lh)
de la ecuacion homogénea asociada.

ALGUNOS CRITERIOS PARCIALES PARA HALLAR 27 (i) Sea f(n) = aR™ con
a, R € R. Sea m la multiplicidad de R mirada como raiz de Qa(\) (puede
ser m = 0). Entonces se ensaya 2P = bpmRn. (ii) Sea f(n) € Ri[n] y 1
raiz de Q4(A) con multiplicidad m (puede ser m = 0). Entonces se ensaya

o) = n™P(n) siendo P(n) € Rg[n].
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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden: Con-
sideremos el sistema diferencial § = Ay + f(t), donde y(t) = (y1(t), ..., yn(t))?,
y=(9,... ayn)tv f@) = (fi(®), .. 'afn(t))tv A= (aij) € M,(R). Si f(t) =0
entonces dicha ecuacién se llama homogénea. En este caso, si la matriz A diago-
naliza, existe un cambio lineal de coordenadas y — z = P~ 1y tal que desacopla
el sistema y lo transforma en 2 = Dz siendo D = P~YAP = diag{A1,..., A\, }.
Entonces %; = A\;z; con i = 1,...,n siendo su solucién z;(t) = ¢; exp(At).

Teorema 9 La solucidn general y(t) del sistema diferencial lineal no homogéneo
es la suma de una solucion particular y(p)(t) y la solucion general y(h)(t) de la
ecuacion homogénea asociada.

METODO DE VARIACION DE CONSTANTES: Si la solucién general de la ecuacién
homogénea es y™ (t) = 3" | ¢;y) (t) donde las ¢; son constantes arbitrarias, se
ensaya una solucién particular yP (t) = 37" | ¢;(t)y) (t) y se obtiene yP)(t) =
B(t) [ B71(t)f(t) dt, siendo B € M, la matriz fundamental definida como

B(t) = col{yM(t),...,y™ (t)}.

4.2. Problemas propuestos

4.2.1. Polinomios de matrices

1. Dado p(z) = 32 — 2z + 2, calcular p(A), donde A =

N O =
O N
—= N O

. Com-

— ol =
=

1
2. Determinar el polinomio caracteristico de la matriz | 1
3

probar que se satisface el Teorema de Cayley-Hamilton.

3. Encontrar el polinomio caracteristico del endomorfismo de R3 definido, en
una base {u1,uz, us}, por f(u1) = ui—us—ug, f(uz) = —us, f(uz) = —us.

4. Encontrar el polinomio caracteristico de f, f?, f3, donde f(z,y,z) =
(0,2,y).

4.2.2. Valores y vectores propios

1. Un endomorfismo f de R3 tiene los vectores propios (1,1,1), (0,1,1) y
(0,0,1) con valores propios asociados 1, 1 y —1 respectivamente. Encontrar
la matriz de f respecto de la base candnica.

2. Sea v un vector propio de los endomorfismos f y g de un cierto espacio
vectorial sobre un cuerpo K. Demostrar que v es también un vector propio
del endomorfismo af + bg para cualquier a,b € K.
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3. Sea el endomorfismo de R? definido por:
flryy,2) = (x — 4y, 4o +y,—4ax — 4y + 2) .

a) Demostrar que 0 no es valor propio de f y deducir que f es biyectiva.

b) Considerar los vectores v1 = 2e1, vo = €1 — €2, V3 = €1 + €2 + €3,
donde {e1,ea2,e3} es la base candnica de R3. Encontrar la matriz de
f en esta base {vy,v2,v3}.

¢) Deducir si existe una base de R® de vectores propios de f.

4. Sea E un espacio vectorial sobre R y f : E — E un endomorfismo.

a) Demostrar que si la dimension de E es impar entonces [ tiene al
menos un valor propio.

b) Dar un ejemplo donde la dimension del espacio vectorial E sea par
y f no tenga valores propios.

¢) Probar que si la dimension de E es par y detA < 0, donde A es la
matriz asociada al endomorfismo f en una cierta base, entonces f
tiene al menos dos valores propios distintos.

5. Los wvalores propios de una matriz de orden 3 son 1 y —1. Encontrar
los posibles polinomios caracteristicos de esta matriz. Comprobar que en
cualquier caso se trata de una matriz inversible.

6. Sea f: E — FE yg: FE — FE dos endomorfismos. Sabemos que sus
polinomios caracteristicos son Q () = A —3X% + 2\ y Q,(\) = A\* — 1.

a) ;Cudles son las dimensiones de E y F'?
b) sSon inversibles dichos endomorfismos?

¢) #Se puede encontrar la matriz de f y/o de g en alguna base?

7. Sea E un espacio vectorial y f un endomorfismo de E. Sean {v1,va,v3} C
E, tres vectores linealmente independientes tales que el primero pertenece
al nicleo de f y el sequndo y el tercero son vectores propios del mismo
valor propio A % 0.

a) ¢Es el 0 valor propio de f?

=

Demostrar que el vector vy + v es también vector propio.

o

QU

)
)
) Calcular la imagen del vector vy + ve. 4Es éste vector propio ¢
) ¢FEs posible que vy pertenezca al nicleo de f?

)

e) ¢Se puede dar la matriz de f en alguna base?
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4.2.3. Endomorfismos diagonalizables

1. Encontrar los vectores y valores propios del endomorfismo de R3 que tiene
la matriz asociada

-2 -1 =2
A= 1 0 0
0 1 2

¢ Es diagonalizable dicho endomorfismo ?

2. EBstudiar la diagonalizacion de los endomorfismos de R® que en la base
canonica tienen las siguientes matrices asociadas:

1 2 -2 3 -1 -1
A= -1 3 0 B=| -6 1 2
0 2 1 2 1 0
0 2 2 3 2 4
C= 1 4 2 D=2 0 2
-1 -1 1 4 2 3

3. FEstudiar qué endomorfismos son diagonalizables y, en caso de que lo sean,
dar una base en la cual diagonalizan
a) f:R3—R>  f(z,y,2) = (z+ 2y + 32,2y, 22);
b) f:R*—TR  f(z,y) = (22 —y,97 - 8y);
¢) fiRP—RY f(a,y,2) = Br,a +3y,x 4y + 42);

4. Estudiar la diagonalizacion de los endomorfismos de R* que en la base
candnica tienen las siguientes matrices asociadas

1 -1 -1 0 4 1 0 1

-1 1 -1 0 2 3 0 1

A= 2 =2 4 0 B= -2 1 2 -3
-1 -1 -1 1 2 -1 0 )

5. Considerar el endomorfismo de R? la matriz del cual en cierta base {e1,e2,e3}

es
2 6 24
-4 -8 -4
1 1 2

a) Probar que los vectores v1 = 4e; — dey + e3 y va = 4des — e3 son
vectores propios y encontrar los valores propios asociados.

b) Encontrar otro vector propio sabiendo que su valor propio es —4.

¢) Expresar la matriz del endomorfismo en la base {vy,vq,v3}.
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6. Sea f el endomorfismo de C3 que en la base candnica tiene matriz asociada

2 -1 1
-1 a 1
1 1 2

a) Calcular la dimension de Kerf.

b) Demostrar que f tiene un valor propio real que no depende de a.
Encontrar los valores propios de f.

¢) Estudiar los valores de a para los cuales existen valores propios multi-
ples y los casos en que f es diagonalizable.

7. Considerar el endomorfismo f de R con la siguiente matriz asociada

—a 1 —a
10 0
0 1 a
a) Probar que para a =2, f es diagonalizable y dar una base en la cual
diagonaliza.
b) Razonar por qué para a = —1, f no es diagonalizable.

8. FEstudiar segun los valores del pardmetro a la diagonalizacion del endo-
morfismo de R* que en la base candnica tiene la matriz asociada

1 1—-a —-14a —-1+4a
2 2+4a 2—a 2—a
1 1 3—a -1
0 0 0 4

9. Determinar el valor de a para el cual la matriz siguiente es diagonalizable.

10.  Determinar segun los valores de los pardmetros a y b, los valores y sube-
spacios propios del endomorfismo de R® que tiene como matriz asociada

b 0
-1 0
0 1

o o e

11.  Discutir la diagonalizacion de la matriz A segin los valores de los pardmet-
ros a, b € R, donde

A:

o O O

b
1
0

w o e
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12.  Decidir si la matriz siguiente diagonaliza sobre R o bien sobre C.

5 -3 7 1
5 =3 7T =2
-1 3 -2 1
-3 3 0 0

0 2a 0
13.  Sea a un nombre real y A la matriz | —a 0 a
0 —2a 0

a) ;Para qué valores de a es diagonalizable el endomorfismo de R3 que
tiene asoctada la matriz A en la base candnica?

b) sPara qué valores de a es diagonalizable el endomorfismo de C3 que
tiene asociada la matriz A en la base candnica?

¢) Seaa#0, calcular una base de C3 en la cual la matriz asociada a f
sea diagonal.

4.2.4. Aplicaciones: Potencia de una matriz

1 1 3
1. SeaA=| 1 5 1 |. Calcular A%,
3 1 1
0 1 1
2. Calcular la potencia n-ésima de la matriz | 1 0 1
1 10
24 —14 -16
3. Sea A la matriz | 10 =3 =8 |. Encontrar la matriz B tal que A =
0 -4 -7

B2

o0
1
4.  Para una matriz cuadrada A se define et = E —'A". Calcular e, es
n!
n=0

decir, la exponencial de las siguientes matrices:

0 10 1 11 11
A=10 0 1 B=11 11 C—<O 1)
0 0 0 1 1 1

o0
L 1
Indicacion: Recordar que E S =e
n

n=0

5. Sea f un endomorfismo del espacio vectorial E, A su matriz asociada en
cierta base y Qf(N) = A% — 3\ + 2 su polinomio caracteristico.



102 4.2 Problemas propuestos

a) ;Cudl es la dimension de E?

b) sEs [ diagonalizable? En caso afirmativo, ;como es su matriz dia-
gonal?

¢) Comprobar que se verifica el Teorema de Cayley-Hamilton.

d) Como aplicacion de la comprobacion anterior, calcular A* y A=L.

4.2.5. Aplicaciones: Sucesiones recurrentes y ecuaciones
en diferencias finitas

1. Hallar todas las sucesiones que verifican Ypi2 — 2Ynt+1 = Yn-

2. Hallar en cada caso la sucesion que verifica la recurrencia dada con las
correspondientes condiciones iniciales.

a) Ynt2 =2Yng1+Yn, Yo =y = L.
b) Ynt3 —Un+2+Yny1 —Yn =0, yo=1,y1= -2, 9= 3.
C) Ynt3 — TYnt1 +6y, =0, yo=1,91=0,9y2 =1

3. Hallar la solucién general de la ecuacion en diferencias finitas A3y, =
A%y, +12Ay,, donde Ayp = Yni1 — Yn-

4. Consideremos la sucesion recurrente a, = ap—1 + ap—2, con ag = 0 y
ay = 1. Hallar a, para todo n > 2.

5.  Resolver:

@) Ynt2 —Yn =5-2™
b) Yn+2 — Yn+1 — 10y, = 3n? + g'

4.2.6. Aplicaciones: Sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales

1. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

{ T = 4x— 6y,
Y T —y.

2.  FEstudiar si se puede resolver el sistema de ecuaciones diferenciales sigui-
ente utilizando las técnicas de diagonalizacion

i -6 -3 8 x
g |=[ -1 =11 y
i -5 -3 7 2
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3. FEstudiar si se puede resolver el sistema de ecuaciones diferenciales sigui-
ente utilizando las técnicas de diagonalizacion buscando soluciones en R?

en C3
T 4 -3 -5 x
gy | =1 -5 3 5 y
z 5 —4 -6 z

4.  Encontrar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo

T = 2x4y—sint,
y = —3x—2y+ cost.

que cumple las condiciones iniciales ©(0) = 0 e y(0) = 3.

4.3. Problemas resueltos

1. Comprobar que se verifica el Teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

A= _} ? . Calcular A* y A= como combinacion lineal de la ma-

triz A y de la matriz identidad.

Solucién. Sea Iy la matriz identidad 2 x 2. El polinomio caracteristico
asociado a la matriz A es

=X _2\+3.

1-A 2

Calculando este polinomio para la matriz A se obtiene Q4(A) =

) (-1 4N 12 1 oY (00
A_2A+312_<—2 —1>2<—1 1)+3(0 1)‘(0 0)’

de manera que queda verificado para este caso particular el Teorema de
Cayley-Hamilton, es decir Qa(A) = A% — 24 + 31, = O. A partir de esta
igualdad se tiene lo siguiente:

» A% =24 — 315, de lo que se deduce A* = A2A? = (24 — 315)(2A —
3I3) = 442 —12A+91,. Finalmente, utilizando de nuevo la expresién
de A? dada a partir del Teorema de Cayley-Hamilton se obtiene

A* = 4(2A - 31y) — 12A+ 91y = —4A — 31, .

» Por definicién de matriz inversa se tiene Iy = AA™!, de manera que
A? = 2A — 31, se puede reescribir de la forma A? = 24 — 34AA~! =
A(2I5 — 3A71Y). De esta tltima igualdad se tiene A = 21, — 347! de
la cual podemos despejar A~! = % (21, — A).
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4.3 Problemas resueltos

Hallar la solucion general de la ecuacion en recurrencias dada por Yn4o —
3Yn+1 + 2y =n+1.

Solucién. En primer lugar se obtendra la solucién general de la ecuacion
recurrente de segundo orden homogénea asociada y,+2 = 3yp41 — 2y, con
n € N. Para conseguirlo escribimos dicha ecuacién en la forma matricial

Ynt2 ) 4 (Y1) | donde A= 372
Yn+1 Yn 1 0

De esta forma se tiene

()=a(u). ()= (n)

y en general, por induccién, obtenemos

<yn+2>An+1 (yl) )
Yn+1 Yo

Sélo falta hallar la potencia n+ 1 de la matriz A. Dicha potencia sera cal-
culada con las técnicas de diagonalizacion.

El polinomio caracteristico de la matriz A

)2 _ — _ _
[ == - ) -2),

Qa(\) =det(A — \I) = ‘ 3-A 2 ‘
descompone totalmente y ademéds sus valores propios Ay =1y Ay = 2 son
simples, es decir tienen multiplicidad algebraica 1. De aqui se deduce que
la matriz A diagonaliza y por lo tanto existe una matriz P € Ms(R) no
singular tal que D = P~1AP es de la forma D = diag{\1, A2 }. Despejando
la matriz A de la anterior igualdad obtenemos A = PDP~! y de aquf se
deduce que

A"t = pD" T PTL donde D! = diag{ A} NS} = ( (1) on ff ) .
Los elementos de la matriz P son las componentes en columnas de los
vectores propios asociados a cada valor propio colocados en el mismo orden
que los valores propios en la matriz D. Su céalculo es el siguiente.

s Sea v1 = (x,y) € Ker(A — A\1l2). Se tiene pues, por definicién de
nucleo, que (A — I3)v; = 0, es decir

(1 3)0G)-(0)

cuya solucién es x = y. De esta forma v; = (z,z) = (1, 1).
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» Sea vy = (x,y) € Ker(A — Xol3), es decir (A — 2I3)vy = 0. En forma
matricial esta ecuacién se escribe como

1 -2 z\ _ (0
1 -2 y ) L0 )7
cuya solucién es x = 2y. Por lo tanto vy = (2y,y) = y(2,1).

Se concluye que

(1 2 (-1 2
P= ( 1 1 ) , P = < 1 -1 > ’
De esta forma obtenemos

1 2 1 0 -1 2
n+1 _ n+lp—1 __
4 = PR _<1 1)(0 2n+1>( 11)

—1427+2 2(1 — 2+l
—1+2ntt 2(1-27) )

La solucién general de la ecuacién homogénea asociada es y',, = [-1+
272y + [2(1 — 2" 1)]yo, o de forma equivalente

yh =1+ 2"ys + [2(1 = 2" Y]yo = (yo — v1) + (¥1 — 40)2" .

En segundo lugar se procede al cédlculo de una solucién particular de la
ecuacién en diferencias finitas completa ¥, +2 = 3yn+1— 2y, +n+1. Puesto
que el término no homogéneo f(n) =n+ 1 € Ry[n] es un polinomio en la
variable n de primer grado y ademas 1 es raiz del polinomio caracteristico
Q4 (A) con multiplicidad m = 1 entonces se ensaya una solucién particular
yP del tipo y2 = n™p(n), siendo p € Ry[n].

Se tiene de esta forma que y? = n(an + b) = an® + bn siendo a,b € R.
Substituyendo y2 en la ecuacién recurrente se obtiene

a(n+2)? +b(n+2) =3[a(n+1)%+b(n+1)] —2[an® +bn] +n+1,

que agrupado por potencias de n resulta [—2a—1]n+[a—b—1] = 0. Los val-
ores de los pardametros a y b son la solucion del sistema lineal —2a—1 = 0,
a—b—1=0, esdecir a = —1/2, b = —3/2. En definitiva y2 = —n(n+3)/2.

La solucién general de la ecuacién recurrente completa es

_ n
Yn = yp +yb = [-1+ 2"y + [2(1 — 2" H]yo — 5(n+3).

3. Dada la matriz

3a+3b—2 9a+6b—6
l1-a—-b 3—-3a—-2b )~
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4.3 Problemas resueltos

(i) Encontrar el polinomio caracteristico.

(ii) Discutir la diagonalizacion de la matriz segin los valores de los pardme-
tros reales a y b.

(iii) Encontrar los vectores propios para el caso b= —1, en funcidn de a.

Solucién. (i) El polinomio caracteristico de la matriz A es
_ | 3a+3b—-2—-X 9a+6b—6
@a(h) = det(A_AI?)“ 1 —a—b 33a2b>\’
1—A 3(1—-X)
l—a—-b 3—-3a—-2b—2X
1 3

- (1”’ l—a-b 3-3a—2b—\

==
donde se ha realizado la transformacion elemental por filas fi — f1 +3fa.

(i) El polinomio caracteristico descompone totalmente Q4(A) = (A —
1)(A — b) y los valores propios de A son A\; = 1, Ay = b. Obviamente si
b # 1 los valores propios son simples y por lo tanto A diagonaliza.

Si b = 1 se tiene que la matriz A sélo tiene el valor propio A = 1 con
multiplicidad algebraica m = 2. Para averiguar en este caso cuando A
diagonaliza es necesario conocer la dimensién del subespacio propio aso-
ciado al valor propio 1, es decir dim ker(A — I5). Una forma de obtener
dicha dimensién es hallar el rango de la matriz A — I cuando b = 1.

rang(A — I) = ran 3a 9a — ran a 3¢\ [ O0si a=0,
g 2) — g —a _3a - g 0 0 — ]_Sl a#o.

Entonces

2=msi a=0,

dim ker(A—Iy) = 2—dim Im(A—1) = 2—rang(A—1I,) = { L £msi a0

de lo que se obtiene que si b =1y a = 0 entonces A diagonaliza, pero si
b=1y a# 0 entonces A no diagonaliza.

(iii) Si b = —1 los valores propios de A son A\; = 1, Ag = —1. El cdlculo
de los vectores propios es el siguiente.
» Sea v; = (z,y) € Ker(A — A I3). Se tiene pues que (A — Iz)v; =0,
es decir
3a—6 9a—12 z\ _ (0
( 2—a 4—3a>(y>_(0)’

cuya solucién es (2 — a)x + (4 — 3a)y = 0. Se tiene pues que v; =
(3a — 4,2 — a).
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= Sea vy = (z,y) € Ker(A — Ao1), es decir (A + Iy)vy = 0. En forma
matricial esta ecuacién se escribe como

3a—4 9a—12 x\ _ (0
2—a 6-3a y ) L0 )"’
cuya solucién es x = —3y. Por lo tanto v = (—3y,y) = y(-3,1).

Se tiene en definitiva que los subespacios propios son

Ker(A—1Iy) =< (3a—4,2—a) >, Ker(A+1L)=<(-3,1)> .

= 2.’17-:[/,

4. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales { * — 3x—2y

Solucién. El sistema lineal de ecuaciones diferenciales adopta la forma

matricial
T T . (2 -1
<y>—A(y),s1endoA—<3_2>.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

2—-A -1

Qa(\) = det(A)Jg)_‘ 3 g

‘_A21—(>\+1)(>\1),
de manera que los valores propios son Ayx = +1. El cédlculo de vectores
propios es el siguiente.

» Sea vy = (x,y) € Ker(A — Ay 12). Se tiene pues que (A —Iz)v; =0y

por lo tanto
1 -1 z\ (0
3 -3 y ) L0 )7

cuya solucién es x = y. De esta forma v; = (z,z) = x(1, 1).
» Sea vg = (x,y) € Ker(A — A_I5), es decir (A + Iz)ve = 0 o bien

3 1\[(z) [0
3 3 )0y )=o)
cuya solucién es 3z = y. Por lo tanto vy = (z,3x) = z(1,3).

Definiendo el vector X = (z,)" se obtiene X = (&,7)" de manera que el
sistema diferencial del enunciado se escribe como X = AX. Realizando
el cambio de variables lineal X = PZ siendo Z = (z1,22)" las nuevas
variables y P la matriz del cambio cuyas columnas son las componentes
de los vectores propios, es decir

11
r=(is)
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el sistema de ecuaciones diferenciales se desacopla de la forma Z = DZ
siendo D = P7'AP = diag{1l,—1}. En las nuevas variables (z1,22)" el
sistema en forma matricial es

)=p( ™ , siendo D = 1 0 ,
z9 zZ9 0 -1

cuya solucidn es z1(t) = c1exp(t), z2(t) = caexp(—t) donde ¢; y ¢o son
constantes arbitrarias. Finalmente se deshace el cambio de variables efec-
tuado de manera que

e\ _p( ) 1 1 c1 exp(t)

y ) 2 ) L1 3 coexp(—t) )’
Concluimos que la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales
planteado en el problema es

x(t) = c1exp(t) + caexp(—t) , y(t) = c1exp(t) + 3ea exp(—t) .

Sean A, B € M, (R). Probar que las matrices AB y BA tienen los mismos
autovalores.

Solucién. Sea I, la matriz identidad n x n. Veamos que el polinomio
caracteristico Q@ap(\) asociado a la matriz AB coincide con el polinomio
caracteristico Q@pa(\) asociado a la matriz BA.

Qap(\) = det(AB —\I,) = det(AB — AMAA™") = det[A(B — AA™1)]
det(A) det(B — AA™!) = det(B — AA™!) det(A)

det[(B — MA™YA] = det(BA — NA7'A) = det(BA — \I,,)
= Qpa(A) .

Puesto que los valores propios de una matriz vienen dados por las raices de
su polinomio caracteristico, se concluye que las matrices AB y BA tienen
los mismos valores propios.

Dada la matriz

o o e
S = o
NN O

(a) Encontrar el polinomio caracteristico.

(b) Discutir la diagonalizacion de la matriz segin los valores de los pardme-
tros reales a y b.

(¢) Encontrar los vectores propios para el caso a =1 y b= 0.
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Solucién. (a) El polinomio caracteristico de la matriz A del enunciado es
Qa(A\) = det(A— AI3). Puesto que A es una matriz triangular, de manera
inmediata se tiene que sus valores propios son los elementos de su diagonal
principal o, de forma equivalente, su polinomio caracteristico es

QaN) =(a=NA=-N)2-A).

(b) Notemos que el polinomio caracteristico Q4 (A) descompone total-
mente y que ademds si a # 1y a # 2, entonces los valores propios son
simples y por lo tanto A diagonaliza.

Si a = 1 se tiene que la matriz A tiene los valores propios \; = 1 y
Ao = 2 con multiplicidades algebraicas m; = 2 y my = 1 respectivamente.
Para averiguar en este caso cuando A diagonaliza es necesario conocer
la dimensién del subespacio propio asociado al valor propio 1, es decir
dim ker(A — I3). Una forma de obtener dicha dimensién es hallar el rango
de la matriz A — I3 cuando a = 1.

0 b 0 .
0 b 0 2si b#0
rang(A—I3)=rang| 0 0 2 | = rang( ) = { .
00 1 0 0 1 1si b=0.
Entonces
dim ker(A—1I5) = 3—dim Im(A—1I3) = 3—rang(A—1I3) = { ; 21 lb)ig’

de lo que se obtiene que si @ = 1 entonces A diagonaliza s6lo cuando b = 0.

De forma totalmente analoga, si @ = 2 entonces la matriz A tiene los
valores propios A\; = 1 y A2 = 2 con multiplicidades algebraicas m; =1y
me = 2 respectivamente. Para estudiar en este caso cuando A diagonaliza
se necesita la dimension del subespacio propio asociado al valor propio 2,
es decir dim ker(A — 213). Para conseguir dicha dimensién calculamos en
primer lugar el rango de la matriz A — 213 cuando a = 2.

0 v 0

I I
0 0 O st b=U.

De esta forma se tiene

dim ker(A—213) = 3—dim Im(A—213) = 3—rang(A-2[3) = { ; : zi 8’

de lo que se deduce que para a = 2 la matriz A diagonaliza sélo cuando
b=0.

En resumen se tiene que A diagonaliza si y sélo si se verifica alguna de las
siguientes condiciones:
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i) a#1,
i) a # 2,
iii) a=1yb=0,
iv) a=2yb=0.

(c) Se sabe del apartado anterior que si a = 1y b = 0, los valores propios
asociados a la matriz A son A\ = 1y Ao = 2 con multiplicidades algebraicas
m1 = 2y mo = 1 respectivamente. Ademas, como la matriz A diagonaliza,
obtendremos tantos vectores propios asociados a cada valor propio como
indica su multiplicidad algebraica. Comprobemoslo realizando el célculo
explicito de los vectores propios.

(1) Los vectores propios v; = (x,y,z) asociados al valor propio A\; = 1
verifican (A — A1 I3)vy = 0, es decir

0 00 x 0

0 0 2 y |=10 ,

0 0 1 z 0
cuya solucién es z = 0. De esta forma vy, = (z,9,0) = 2(1,0,0) +
y(0,1,0). El subespacio propio Vy, asociado al valor propio \; tiene
la siguiente base de vectores propios {(1,0,0),(0,1,0)}.

(2) El vector propio vo = (z,y, 2) asociado al valor propio Ay = 2 satisface

la ecuacién (A — AaI3)vs = 0, que desarrollada en forma matricial es

-1 0 0 x 0

0 -1 2 y |=10

0 0 0 z 0
La solucion de este sistema es x = 0, y = 2z, de manera que vy =
(0,,2z,2) = 2(0,2,1). Por lo tanto, {(0,2,1)} es una base del sube-
spacio propio V), asociado al valor propio As.

. . . . t = 5 —2
Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales { * B 45 B yy’ con

las condiciones iniciales (0) =0, y(0) = 1.

Solucién. En forma matricial, el sistema lineal de ecuaciones diferenciales
se escribe como

(1) (5 wmmnn (3 )

El polinomio caracteristico de la matriz A es

Qa(N) = det(A-AI) =] T L

Lo | == (A-D(A-3)
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Como el polinomio caracteristico descompone totalmente y sus raices son
simples, se sabe que la matriz A diagonaliza. Entonces, existe una matriz
no singular P tal que P~'AP = D siendo D una matriz diagonal con los
valores propios de A en la diagonal principal, es decir

D:(g g’)

Ademas, las columnas de la matriz P son las componentes de los vectores
propios de la matriz A. El cdlculo de dichos vectores propios es el siguiente.

(1) El vector propio v; = (z,y) asociado al valor propio A; = 3 verifica
(A — A 1z)v; =0, es decir

() ()-(4).

cuya solucién es x = y. De esta forma v; = (z,z) = z(1,1).

(2) El vector propio v = (z,y) asociado al valor propio A = 1 satisface
la ecuacién (A — Aolz)vy = 0, que desarrollada en forma matricial es

4 -2 z\ (0

4 -2 y ) \0 )~
La solucién de este sistema es y = 2z, de manera que vy = (x,2z) =
x(1,2).

Una vez se conocen los vectores propios de A, la matriz P viene dada por
1 1
-(12)
2 -1
-1 _
Pl = ( 2 ) |

Se sabe que, realizando el cambio lineal de variables
Y v
el sistema lineal de ecuaciones diferenciales se escribe en forma desacoplada

()0 (1),

es decir & = 3u, v = v. La solucion general del sistema desacoplado es
u(t) = c1 exp(3t), v(t) = caexp(t), siendo ¢ y co constantes arbitrarias.

siendo su inversa
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Deshaciendo el cambio de variables efectuado obtendremos la solucién
general del sistema de ecuaciones diferenciales original.

() = (26)- (1 4) ()
( c1 exp(3t) + o exp(t) ) .

c1 exp(3t) + 2¢2 exp(t)

Finalmente, calcularemos las constantes c¢; y ¢y de manera que obten-
dremos la solucién particular que verifica las condiciones iniciales z(0) = 0,
y(0) = 1. Imponiendo dichas condiciones se obtiene el sistema lineal

ci+co=0, c1+2c0=1,
cuya solucién es ¢; = —1, ¢g = 1. De esta forma, la solucién es
x(t) = exp(t) — exp(3t) , y(t) = 2exp(t) — exp(3t) .
8. Sea Ae M,(R).

(i) Demostrar que si v es un vector propio de la matriz A con valor propio
asociado A entonces v es también vector propio de A™ con wvalor
propio A™ para cualquier m € N.

(ii) Probar que las matrices A y AT tienen los mismos valores propios.

Solucién. (i) Sea v un vector propio de la matriz A con valor propio
asociado \. Entonces se verifica Av = Av. Multiplicando por la izquierda
los dos miembros de la ecuacién anterior por A se obtiene AAv = AAv, es
decir A%v = A%v con lo que el enunciado del problema queda demostrado
para m = 2. Continuaremos la demostracién por induccién, es decir, se
ha de demostrar que A™v = A\™v suponiendo Unicamente que se verifi-
ca Am 1y = A\~ 1y, Para conseguirlo multiplicamos por la izquierda los
dos miembros de la ecuacién anterior por A, de manera que se obtiene
AA™ Ly = X1 Ap, o equivalentemente A™v = A™v como se queria de-
mostrar.

(i) Vamos a demostrar que los polinomios caracteristicos Q(A) y Q 47 (N)
asociados a una matriz cuadrada A y a su matriz traspuesta A7 coinci-
den. En concreto, utilizando las propiedades de los determinantes y de la
operacion trasposicion de matrices, se tiene

Qa(\) = det(A— ) =det(A - AT = det(AT — \I7T)
= det(AT — AI) = Q47 ().
Como consecuencia de esta demostracién, puesto que los valores propios

son las raices del polinomio caracteristico, se tiene la prueba del enunciado
del problema.
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9. Dada la matriz
2a—b 0 2a—2b

A= 1 a 2
—a+b 0 —a+2b
(a) Encontrar el polinomio caracteristico de A.

b) Discutir la diagonalizacion de la matriz A segun los valores de los
g g
pardmetros reales a y b.

(c) Dar la matriz diagonal en el caso de que diagonalice A.

Solucién. (a) El polinomio caracteristico de la matriz A del enunciado

es
2a —b— \ 0 2a — 2b
Qa(N) = det(A—\5) = 1 a— A\ 2
—a+b 0 —a+2b— A\

2a —b— \ 2a — 2b
—a+b —a+2b— )\
a— A
—a+b —a+2b— A\
1

= (=7 —a+b —a+2b—\

=)

donde, por las propiedades de los determiantes, en el segundo paso se ha
desarrollado el determinante por la segunda columna y en el tercero paso
se ha sumado a la primera fila la segunda.

(b) Notemos que el polinomio caracteristico @ 4 () posee dos raices A\ = a
y A2 = b de multiplicidad algebraica m; = 2 y mo = 1. Calculemos el
subespacio propio asociado al valor propio a, es decir dim ker(A — al3).
Una forma de obtener dicha dimensién es hallar el rango de la matriz
A— (IIg.

a—b 0 2a-2b
rang(A—als) = rang 1 0 2 =rang(1 0 2)=1.
—a+b 0 —2a+2b

Entonces
dim ker(A —al3) = 3 —dim Im(A —al3) =3 —rang(A—al3) =3—-1=2

de lo que se obtiene que si a # b entonces A diagonaliza y si a = b entonces
A no diagonaliza. Realizemos el calculo explicito de los vectores propios
asociados a cada valor propio.
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10.

Los vectores propios v; = (z,¥, z) asociados al valor propio A; = a verifi-
can (A — A\ I3)vy = 0, es decir

a—b 0 2a—-2b x 0
10 2 y |=(o0],
—a+b 0 —2a+2b z 0
cuya solucién es x = —2z. De esta forma v; = (—2z,y,2) = y(0,1,0) +

z(—2,0,1). El subespacio propio V), asociado al valor propio A; tiene la
siguiente base de vectores propios {(0,1,0),(—2,0,1)}.

El vector propio ve = (z,y, z) asociado al valor propio Ay = b satisface la
ecuacion (A — Az2l3)ve = 0, que desarrollada en forma matricial es

2a — 2b 0 2a — 2b T 0
1 a—b 2 y | =120
—a+b 0 —a+b z 0

La solucién de este sistema es x = (a — b)y, z = (b — a)y, de manera que
vy = ((a—b)y,y, (b—a)y) = y(a—b,1,b—a)). Por lo tanto, {(a—b,1,b—a)}
es una base del subespacio propio V), asociado al valor propio As.

(c) La matriz diagonal en el caso que diagonaliza la matriz A toma la
forma

a 0 0
0 a O
0 0 b
si tomamos como matriz de cambio de base
0 -2 a-—-b
P = 1 0 1
0 1 b—a

Hallar la solucion de la ecuacion en recurrencias dada por ypny3 —4Ynto —
TYn+1 + 10y, = 0 con las condiciones iniciales yo = —1, y1 = 3, yo = —1.

Solucién. En primer lugar se obtendra la solucién general de la ecuaciéon
recurrente de tercer orden y,13 = 4yp42 + 7yn+1 — 10y, con n € N. Para
conseguirlo escribimos dicha ecuacion en la forma matricial

Yn+3 Yn+2 4 7 -10
Yn+2 =A Yn+1 , donde A= 1 0 0
Yn+1 Yn 0 1 0

De esta forma se tiene
Y3 Y2 Ya Y2

y2 | =A | un ; ys | =42 Y1 R
U1 Yo Y2 Yo
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y en general, por induccién, obtenemos

Yn+3 Y2
Yniz | =A™ Y1
Yn+1 Yo

Sélo falta hallar la potencia n+ 1 de la matriz A. Dicha potencia sera cal-
culada con las técnicas de diagonalizacién.

El polinomio caracteristico de la matriz A

4-X T -10
Qa(N) = det(A—A)=| 1 —x 0
0 1 =X

= “NHaN A -10=(1-NA\=5)(A+2),

descompone totalmente y ademaés sus raices Ay = 1, Ay =5y A3 = —2
son simples, es decir con multipicidad algebraica 1. De aqui se deduce
que la matriz A diagonaliza y por lo tanto existe una matriz P € M3(R)
no singular tal que D = P~'AP es de la forma D = diag{\1, A2, \3}.
Despejando la matriz A de la anterior igualdad obtenemos A = PDP~!
y de aqui se deduce que A"+ = PD"+1P~1 donde

1 0 0
D™ = diag{\PTH AT AT = | 0 5t 0
0 0 (_2)n+1

Los elementos de la matriz P son las componentes en columnas de los
vectores propios asociados a cada valor propio colocados en el mismo orden
que los valores propios en la matriz D. Su célculo es el siguiente.

= Sea v; = (x,y,2) € Ker(A — A\ I3). Se tiene pues, por definicién de
nucleo, que (A — I3)v; = 0, es decir

3 7 —10 x 0
1 -1 0 y =101,
0 1 -1 z 0

cuya solucién es x = y = z. De esta forma vy = (z,z,z) = (1, 1,1).

= Sea vy = (z,y, 2) € Ker(A—M\aI3), es decir (A—513)vy = 0. En forma
matricial esta ecuacion se escribe como

-1 7 —10 T 0
1 -5 0 y | =0,
0 1 -5 z 0
cuya solucién es x = by = 25z. Por lo tanto ve = (25z,52,2) =

z(25,5,1).
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= Seaws = (z,y, 2) € Ker(A—M\3I3), es decir (A+2I3)vs = 0. En forma
matricial esta ecuacién se escribe como

6 7 —10 T 0
1 2 0 y |=10 ,
0 1 2 z 0
cuya solucién es x = —2y = 4z. Por lo tanto vo = (42, —22,2) =
2(4,-2,1).
Se concluye que
1 25 4 ~1/12  1/4  5/6
P=|1 5 2|, Pl= 1/28 1/28 —1/14
11 1 1/21 -2/7 521

De esta forma obtenemos A"t! = pprtip-1 =

1 25 4 1 0 0 ~1/12  1/4  5/6
1 5 -2 0 5+l 0 1/28 1/28 —1/14 | =
1 1 1 0 0 (—2n+! 1/21 —2/7  5/21

sl T 16(=2)" +75(5)"  3(7 —32(=2)" +25(5)")  10(7 + 8(—2)" — 15(5)")

1 [ —7—32(=2)" +375(5)" 3(7+64(-2)" +125(5)") 10(7 — 16(—2)" — 7T5(5)")
—T—8(=2)" +15(5)"  3(T—16(-2)" +5(5)")  10(7—4(—2)" —3(5)") |

La solucién general de la ecuacién homogénea es

Yn+s = 8714 ([*7 —32(—2)" +375(5)"y2 + [3(7 + 64(—2)" 4+ 125(5)"™)|y1
+[10(7 ~ 16(~2)" = 75(5)")]yo) -

o de forma equivalente

nvs = 5 (I=2+391+ 1000320924651 ~5y)(~2)" +375ly2 -1 ~290](5)")

Con las condiciones iniciales yo = —1, y1 = 3 e yo = —1, la anterior
relacién se expresa de la forma

64(—2)™ + 125(5)™
Yn+3 = 7 .

Finalmente, reordenando el indice n, la solucién de la ecuaciéon recurrente
con las condiciones iniciales dadas es

64(—2)""3 +125(5)"3  —8§(—2)" + 5"
Yn = 7 = 7 .
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11.

Considerar la matriz

1 0 0 O
-2 -3 21
-2 -4 31
-2 -4 2 2

Encontrar su polinomio caracteristico y discutir la diagonalizacion del en-
domorfismo de R* que tiene como matriz asociada la matriz anterior.

Solucién. Sea A € M4(R) la matriz del enunciado. Su polinomio car-
acteristico Q4 () viene dado por Qa(A\) = det(A — A\ly), donde Iy es la
matriz identidad de cuarto orden. Desarrollando el anterior determinante
4 x 4 por la primera fila se reduce de la forma

1-A 0 0 0
2 —3-x 2 1
QN =1 5 4 32
2 4 2 2
—3-A 2 1
= (1-N] -4 3-x 1
—4 22—

A partir de ahora es posible utilizar la regla de Sarrus para calcular
el determinante 3 X 3, sin embargo proseguiremos el célculo utilizando
propiedades de los determinantes con el objetivo de obtener el polinomio
Q 4 (M) factorizado. De esta forma, realizando las transformaciones elemen-
tales por filas f3 — f3 — fo y por columnas ¢y — ¢ + c3 se tiene

—3-A 2 1

Qa\) = (1-XN] -4  3-x 1
0 14X 1-2\

—3-X 3 1

= (1-XN] -4 4-x 1

0 0 1-2A

Finalmente, desarrollando el anterior determinante por la tercera fila se
obtiene
-3-A 3

QA()‘):(l_)‘)Q —4 4— )\ :)‘()‘_1)3 :

Para discutir la diagonalizacién de A se necesita en primer lugar sus val-
ores propios asociados y su multiplicidad algebraica. Puesto que los val-
ores propios son las rafces de Qa(\) = A(A — 1)3, se tiene que A\ = 1
con multiplicidad m; = 3 y A2 = 0 es un valor propio simple, es decir,
con multiplicidad my = 1. Como el polinomio caracteristico ha descom-
puesto totalmente, se deduce que la matriz A diagonalizara si y sélo si
dim Ker(A — A\ Iy) = my, es decir dim Ker(A — I) = 3.
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12.

Una forma sencilla de calcular dim Ker(A — I) consiste en hallar el rango
de la matriz A — I,. Como

0 00 0
2 4 2 1

A-ILi=| 5 5 [ |~(-2 -4 21),
2 4 2 1

se tiene que rang(A — I4) = 1, de manera que
dim Ker(A—I4) =4 —dim Im(A— ;) =4 —rang(A—I4) =4—-1=3.

Concluimos que A diagonaliza.

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas

T = 2x+4y—sint,
y = —3r—2y+ cost.

Solucién. En forma matricial, el sistema lineal homogéneo asociado de
ecuaciones diferenciales se escribe como

(£)-(5) sman( 3 3)

El polinomio caracteristico de la matriz A es

2—-A 1

QA()\) = det(A — )\12) = ‘ 3 _9_

]:A%—u=u—1xx+n.

Como el polinomio caracteristico descompone totalmente y sus raices son
simples, se sabe que la matriz A diagonaliza. Entonces, existe una matriz
no singular P tal que P~'AP = D siendo D una matriz diagonal con los
valores propios de A en la diagonal principal, es decir

1 0
D= < Lo ) .
Ademis, las columnas de la matriz P son las componentes de los vectores

propios de la matriz A. El calculo de dichos vectores propios es el siguiente.

(1) El vector propio v; = (z,y) asociado al valor propio A\; = 1 verifica
(A — I)vy =0, es decir

() (0)-()

cuya solucién es x = —y. De esta forma vy = (z, —z) = z(1, —1).
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(2) El vector propio v = (x,y) asociado al valor propio A2 = —1 satisface
la ecuacién (A + Iz)ve = 0, que desarrollada en forma matricial es

() (0)-(5)

La solucién de este sistema es y = —3x, de manera que vy = (x, —3z) =
z(1,-3).

Una vez se conocen los vectores propios de A, la matriz P viene dada por

11
r=(a )

P (3.

siendo su inversa

Se sabe que, realizando el cambio lineal de variables

(v)=r(2)

el sistema lineal de ecuaciones diferenciales se escribe en forma desacoplada

(2)=r(2)

es decir & = u, ¥ = —v. La solucién general del sistema desacoplado es
u(t) = c1exp(t), v(t) = cgexp(—t), siendo ¢; y co constantes arbitrarias.
Deshaciendo el cambio de variables efectuado obtendremos la solucién
general del sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo original

() = (i )=(a ) (o)
c1 exp(t) + cg exp(—t)

= < —c1 exp(t) — 3cz exp(—1) ) '

Utilizando el método de variacién de las constantes se busca a continuacién
una solucién particular de la forma

(#0) = (e eaberto )
Yp(t) —c1(t) exp(t) — 3ea(t) exp(—t) ’

Introduciendo esta expresién en el sistema de ecuaciones diferenciales se

obtiene
ip(t) = ci(t) exp(t) — ca(t) exp(—t) + é1(t) exp(t) + ¢2(t) exp(—1)
= c¢1(t)exp(t) — co(t) exp(—t) — sint ,
Up(t) = —ci(t) exp(t) + 3ca(t) exp(—t) — ¢1(¢t) exp(t) — 3é2(t) exp(—t)
= —c1(t) exp(t) + 3ca(t) exp(—t) + cost .
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13.

Simplificando estas igualdades se tiene el siguiente sistema lineal para las
incégnitas ¢1(t) y ¢éo(t)

¢1(t) exp(t) + éa(t) exp(—t) = —sint,
—¢1(t) exp(t) — 3éa(t) exp(—t) = —cost,

cuya solucion es

1
5 exp(—t)[cost — 3sint] ,

¢1(t)

) 1 .

éa(t) = ~3 exp(t)[cost — sint] .
Integrando se obtiene

/c'l(t) dt = %/exp(—t)[cost — 3sint] dt

C1 (t)

= —exp(—t)[cost + 2sint] ,
1 1
ca(t) = /c'g(t) dt = -3 /exp(t)[cost —sint] dt = —3 exp(t) cost .

De esta forma se tiene que una solucién particular del sistema diferencial
es

xp(t) - c1(t) exp(t) + ca(t) exp(—t) - sint
yp(t) - —c1(t)exp(t) — 3ea(t) exp(—t) )\ cost—sint | -
Finalmente la solucién general viene dada por el principio de superposi-
cion, es decir,
x(t) = cypexp(t) + coexp(—t) +sint,

y(t) = —c1exp(t) — 3cgexp(—t) + cost —sint.

Hallar la solucion general de la ecuacion en recurrencias dada por yn4o —
Yn =N+ 2.

Solucién. En primer lugar se obtendra la solucién general de la ecuacién
recurrente de segundo orden homogénea asociada y,4+2 = y, con n € N.
Para conseguirlo escribimos dicha ecuacién en la forma matricial

Ynt2 ) _ 4  Ynt1 , donde A= 01 )
Yn+1 Yn 10

De esta forma se tiene

)= ) Go)=e ()



Diagonalizacion de Endomorfismos 121

y en general, por induccién, obtenemos

(yn+2>:An+l (yl) )
Yn+1 Yo

Sélo falta hallar la potencia n+ 1 de la matriz A. Dicha potencia sera cal-
culada con las técnicas de diagonalizacién.

El polinomio caracteristico de la matriz A

-2 1

Qa0 =deita—an) = |

‘:/\2—1:()\—1)()\4—1) :
descompone totalmente y ademés sus valores propios A\; = 1y Ao = —1 son
simples, es decir tienen multiplicidad algebraica 1. De aqui se deduce que
la matriz A diagonaliza y por lo tanto existe una matriz P € M3 (R) no
singular tal que D = P~1AP es de la forma D = diag{\1, A2}. Despejando
la matriz A de la anterior igualdad obtenemos A = PDP~! y de aquf se
deduce que A"t = PD*1P~1 donde

n . 1 0
prtl :dlag{)\?+1,,\g+1} — < 0 (_1)n+1 ) .

Las columnas de la matriz P son las componentes de los vectores propios
asociados a cada valor propio colocados en el mismo orden que los valores
propios en la matriz D. Su célculo es el siguiente.

s Sea v1 = (x,y) € Ker(A — A1l). Se tiene pues, por definicién de
nucleo, que (A — Iy)v; = 0. Resolviendo el sistema homogéneo se
obtiene v; = (1,1).

= Sea vy = (x,y) € Ker(A — \ol3), es decir (A + Ir)vy = 0. En este
caso se obtiene v; = (1, —1).

Se concluye que
(1 1 1 ( 1)2 1/2
P_<1 1)’ P _<1/2 1/2)'
De esta forma obtenemos

e s (0 )3 ) (1 )

1/24+1/2(-1)"1 1/2 —1/2(-1)"+!
(1/2—1/2( nrtlo1/241/2(-1 )"“) '

La solucién general de la ecuacién homogénea asociada es

1
yh = S+ D)y + 5 [1 — (=1)"yo,

2
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14.

o de forma equivalente

1

Y = %[1+(—1)"‘1]y1+§[1—(—1)"‘1]@/0 = %(yﬁyo)%(yl—yo)(—l)”_l :

En segundo lugar se procede al célculo de una soluciéon particular de la
ecuacion en diferencias finitas completa y,4+2 = y, +n + 2. Puesto que el
término no homogéneo f(n) = n+2 € Ry[n] es un polinomio en la variable
n de primer grado y ademds 1 es raiz del polinomio caracteristico @ 4(\)
con multiplicidad m = 1 entonces se ensaya una solucién particular y2 del
tipo y2 = n(an + b) = an® + bn siendo a,b € R. Substituyendo y? en la
ecuacion recurrente se obtiene

an+2)2 +b(n+2)=[an?+bn]+n+2,

que agrupado por potencias de n resulta [4a — 1]Jn+ [4a + 2b— 2] = 0. Los
valores de los parametros a y b son la solucién del sistema lineal 4a—1 = 0,
4a+2b+2 =0, es decir a = 1/4, b = 1/2. En definitiva y? = n(n + 2)/4.

La solucién general de la ecuacién recurrente completa es
A 1 1 ne1 1
yn:yn+yn:§(y1 +yo)+§(y1—y0)(—1) +1n(n+2) :

Dada la matriz

1 b 2
0 a 01,
0 —-b -1

estudiar su diagonalizacion segun el valor de los pardmetros a y b. Buscar
una base de vectores propios en el caso a =1, b=0.

Solucién. Sillamamos A a la matriz del enunciado, el polinomio carac-
teristico de la matriz A es

1-A b 2
Qua(\) =det(A-AIz)=| 0 a—=X 0 |=—(1=XN)(a=\)(1+M).
0 —b —1-2\

Notemos que el polinomio caracteristico @4 () posee tres raices A\ = 1,
Ao = ay A3 = —1 de multiplicidad algebraica 1. En el caso a # +1 los
tres valores propios son simples y la matriz A diagonaliza.

En el caso a = 1 entonces A; tiene multiplicidad m; = 2. Debemos por
tanto calcular la dimensién del subespacio propio asociado al valor propio
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A1, es decir dim Ker(A — A\113). Una forma de obtener dicha dimensién es
hallar el rango de la matriz A — A\ 13.

0 b 2
rang(A—I3)=rang | 0 O O | =rang( 0 b 2)=1, VbeR
0 —-b -2

Entonces

dim Ker(A—I3) =3 —dim Im(A—I3) =3 —rang(A—I3) =3—-1=2,
de lo que se obtiene que A diagonaliza Vb.

En el caso a = —1 entonces A3 tiene mutiplicidad ms = 2. Debemos por

tanto calcular el subespacio propio asociado al valor propio As, es decir
dim Ker(A — A313). Para ello calcularemos el rango de la matriz A — A\375.

2 b 2 .
rang(A+I3) =rang| 0 0 0 | =rang ( (2) _Z (2) ) = { ?21 Z fg
0 -b 0 a
Entonces
dim Ker(A+I3) = 3—dim Im(A+ I3) =3 —rang(A + I3)
_ 3—-2=1s1b#0
o 3—1=2sib=0
de lo que se obtiene que si a = —1 entonces A sélo diagonaliza para b = 0.

En el caso a =1y b = 0 la matriz A toma la forma

1 0 2
A= 0 1 0
00 -1
Los valores propios de A son, como hemos visto anteriormente, A\ = 1y
A2 = —1 con multiplicidades m; = 2 y my = 1 respectivamente. Real-
izemos el céalculo explicito de los vectores propios asociados a cada valor
propio.

= Los vectores propios v; = (z,y, z) asociados al valor propio A; = 1
verifican (A — A\1I5)v; = 0, es decir

00 -2 P 0
00 0 y | =0,
00 2 z 0

cuya solucién es z = 0. De esta forma vy = (z,9,0) = 2(1,0,0) +
y(0,1,0). El subespacio propio Vy, asociado al valor propio A; tiene
la siguiente base de vectores propios {(1,0,0),(0,1,0)}.
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= El vector propio va = (x,y,z) asociado al valor propio Ay = —1
satisface la ecuacién (A — Aol3)vs = 0, que desarrollada en forma
matricial es
-2 0 -2 x 0
0 -2 0 y | =10
0O 0 0 z 0
La solucion de este sistema es y = 0, z = —x, de manera que vy =
(,0,—z) = z(1,0,—1). Por lo tanto, {(1,0,—1)} es una base del
subespacio propio V), asociado al valor propio Ay = —1.
Por tanto la base de vectores propios es {(1,0,0), (0,1,0),(1,0,—1)}. En
esta base la matriz A en el caso a =1y b =0 toma la forma diagonal
10 0
01 01,
00 -1
tomando como matriz de cambio de base
1 0 1
P=1 01 0
00 -1
15.  Sea f un endomorfismo del espacio vectorial E, A su matriz en una cierta

base y Q¢ (N) = A2 — 3\ + 2 su polinomio caracteristico. Se pide:

(a) sCudl es la dimension de E?

(b) gE's f diagonalizable? En caso afirmativo, ;cudl es su matriz diago-
nal?

(c) Calcular A* y A= expresando el resultado como combinacion lineal
de A y de la matriz identidad I.

Solucién. (a) La dimFE = 2, ya que coincide con el grado del polinomio
caracteristico.

(b) Como que Qf(A) = A? —3X+2 = (A — 1)(\ — 2), existe una base en
la cual la matriz asociada al endomorfismo es diagonal ya que todos sus
valores propios son simples y ademads el polinomio caracteristico descom-
pone totalmente. La matriz diagonal D tendra en la diagonal principal a
los valores propios y por lo tanto

o-(13).

(c) Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton se tiene que A% —3A4+2I =
0. Es decir que A2 = 34—21. De donde, A* = (34—21)%2 = 9A2—12A+41.
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16.

Sustituyendo en la igualdad anterior el valor de A? se obtiene A* =
15A — 141. Por otro lado, multiplicando la igualdad A2 —3A4 421 = 0, por
A=Y obtenemos A — 31 + 247! =0, de donde A~! = (3] — A)/2.

Sea f: R3 — R3 una aplicacion lineal y B = {e1, ez, e3} una base de R3.

(i) Demostrar que B' = {v1,v9,v3} es una base de R, siendo v = 2e; +
3es + e3, vo = 3e1 + des + ez, v3 = e + 2eq + 2e3.

(i) Si f tiene asociada la matriz

15 —11 5
20 —-15 8 |,
8 -7 6

en la base B, hallar la matriz asociada a f en la base B'.

(iii) A la vista de los anteriores resultados sSe puede afirmar que B’ es
una base formada por vectores propios de f?

Solucién. (i) Como el ndmero de elementos de B’ es 3, para demostrar
que B’ es base de R? basta con mostrar que sus elementos {v1,v2,v3} son
linealmente independientes. Puesto que dichos vectores tienen las compo-
nentes en la base B dadas por

U1 = (2733 1)3 , U2 = (3a47 1)5 , U3 = (15272)8 )

y ademas el determinante formado con dichos vectores

det{vy,vq,v3} =

— W N
N = W

1
1|=-1+#0,
2

se concluye que los vectores de B’ son linealmente independientes y por lo
tanto B’ es base de R3.

(ii) Sea
15 —11 5
A=1| 20 -15 8 | ,
8 -7 6

la matriz asociada a f en la base B. Entonces, por la teoria del cambio de
base en un endomorfismo, si denotamos po A’ a la matriz asociada a f en
la base B’ se tiene que A’ = P! AP siendo

2 3 1
P=|3 4 2|,
11 2
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17.

la matriz de cambio de base de la base B’ a la base B. Calculando su
matriz inversa se obtiene

-6 5 —2
p1l= 4 -3 1|,
1 -1 1
de modo que
-6 5 —2 15 —11 5 2 3 1
A =P AP = 4 =3 1 20 —15 8 3 4 2
1 -1 1 8 -7 6 11 2
1 00
= 020
00 3

(iii) Si, B’ es una base formada por vectores propios de f ya que la matriz
A’ es diagonal.

Calcular los valores del pardmetro a para los cuales el endomorfismo de R3
definido por f(x,y,z) = (x+ay+az,—x+y—z,x+22) es diagonalizable
y hallar una base de R? en la cual f diagonaliza.

Solucién. Calculemos la matriz A asociada a f en la base candnica
{e1,e2,e3} de R3. Puesto que

~
—
®
A
S~—"
I

f(1,0,0)=(1,-1,1) ,
f(eQ) = f(oaLO) = (a’LO) )
f(€3) = f(0,0, 1) = (aa _172) )

se tiene que

1 a a
A= -1 1 -1
1 0 2

Los valores propios asociados a f o equivalentemente a A vienen dados
por las raices del polinomio caracteristico

1—A a a
Qa(N) =det(A — \I3) = -1 1-X  —1[=010-=-XN?*2-)).
1 0 2—2)\

Observar que Q 4 () no depende del pardmetro a y por lo tanto los autoval-
ores tampoco lo haran. Los valores propios de f son A\; = 1 con multiplici-
dad algebaica m; = 2 y Ay = 2 que es simple, es decir, tiene multiplicidad
algebraica mo = 1. Como @Q4(A) descompone totalmente se tiene que el
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endomorfismo f diagonaliza si y sélo si dim Ker(A — A\I3) = my = 2.
Teniendo en cuenta que dim Ker(A — A\I3) = 3 — rang(A — \113) se cal-
culard en primer lugar el rango de la matriz A — A1 3. Puesto que

0 a a
det(A—)\llg) :det(A—]g) = -1 0 —-1|=0 s
1 0 1

se tendrd rang(A — A1 I3) < 3. Ademds, facilmente se ve que

2 si a#0,
rang(A_AlI?’)_{ 1 si aio
y por lo tanto
dimKer(A—/\llg,):{é : Zig’

de donde se deduce que f diagonaliza si y sélo si a = 0.

Una base {v1,v2,v3} de R? en la que f diagonaliza (y por lo tanto a = 0)
estard compuesta por vectores propios asociados a valores propios difer-
entes, es decir, f(v;) = A\v; para ¢ = 1,2,3. Calculemos pues los vectores
propios asociados a cada valor propio.

= Sea (z,y,2) vector propio asociado al valor propio A\; = 1, es decir,
verificando (A — A1 13)(x,y, 2)" = 0. Se tiene pues que

00 0 x 0
-1 0 -1 y | =10
10 1 2 0

Este sistema lineal tiene por solucién =z + z = 0 y por lo tanto los
vectores propios son de la forma (z,y, —z) = x(1,0,—1) + y(0,1,0).
Se tiene pues que v = (1,0,—1) y v2 = (0,1,0).

= Sea vs = (z,y,2) vector propio asociado al valor propio Ay = 2, es
decir, verificando (A — AyI3)vs = 0. Se tiene pues que

-1 0 0 x 0
-1 -1 -1 y |=101],
1 0 0 2 0

cuya solucién es x = 0, y + z = 0 y por lo tanto los vectores propios
son de la forma vz = (0,y, —y) = y(0,1, —1).

Concluimos que una base de R? en la cual f diagonaliza es

{(L Oa _1)7 (Oa 170)7 (Oa 17 _1)} :
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1 2 -2

18. (a) Sea A la matrizA=|( 2 1 -2
2 2 -3

Encontrar el polinomio caracteristico y discutir la diagonalizacion

del endomorfismo de R que tiene a A como matriz asociada. Hallar
42002

(b) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo

i = 3z+2y-+et,
y = 6xr—y+1.
Solucién. (a) El polinomio caracteristico Q4 (\) asociado a la matriz A
es
1-A 2 -2
Qa(N) = det(A—)A3) = 2 1-2A -2
2 2 —3—-A

= NN A+1=0+1*(1-N).

Los valores propios de A son las raices reales del polinomio caracteristico
Qa(N), es decir Ay = 1 con multiplicidad algebraica m; =1y Ay = —1 con
multiplicidad algebraica mo = 2. Puesto que el polinomio caracteristico
Q4 (A) ha descompuesto totalmente, A diagonalizard siy sélo si dimV_; =
2, siendo V_; = Ker(A + I3) el subespacio propio asociado al valor propio
multiple A = —1. Una forma réapida de calcular dimV_; es la siguiente

dimV_; = dim Ker(A+I5) =3 —rang(A+ I3) =3-1=2,

ya que
2 2 =2

rang(A+I3) =rang | 2 2 -2 | =1.
2 2 =2

En definitiva dimV), = mg = 2 y por lo tanto A diagonaliza.

Una vez se sabe que A diagonaliza, en particular existird una matriz
P no singular, tal que D = P7'AP, siendo D = diag{\;, Ao, N2} =
diag{1l,—1,—1} la matriz diagonal con los valores propios en la diago-
nal principal repetidos segtin su multiplicidad algebraica y P la matriz de
cambio de base de la base de vectores propios a la base canénica de R3.
En definitiva, P = col{v1,v2,v3} siendo v; vector propio de A con valor
propio asociado A\; = 1 y vs y v3 vectores propios de A con valor propio
asociado Ay = —1. Calculemos los vectores propios v; con i = 1,2, 3.

= Puesto que v1 = (z,y, z) € Vy, es vector propio de A con valor propio
A1 =1 se verificard v1 € Ker(A — I3), es decir,

0 2 -2 T 0
2 0 -2 Y =1 0 ,
2 2 —4 z 0
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cuya solucién es x = y = z. Entonces v; = (x,z,2) = 2(1,1,1) y por
lo tanto V; =< (1,1,1) >.

= Sea v = (x,y, z) € V), vector propio de A con valor propio As = —1.
Se verificard v € Ker(A + I3), es decir,

2 2 -2 T 0
2 2 -2 y |=10|,
2 2 -2 z 0

cuya solucién es z =  + y. Entonces v = (z,y,z +y) = (1,0,1) +
y(0,1,1), de manera que V_; =< vq9,v3 >=< (1,0,1),(0,1,1) >.

Estos calculos muestran que la matriz P es

1 1 0
P = 1 0 1 ,
1 1 1
siendo su inversa
1 1 -1
pl= 0 -1 1
-1 0 1

1 0 0
D=0 -1 0|,
0 0 -1
con lo que
12002 ¢ 0 100
D* =10 (—1)22 0 =010 |=1I,
0 0 (—1)2002 001
se tiene
100
A2 = pDPPpPTl — PP == 0 1 0
001

(b) El sistema de ecuaciones diferenciales escrito en forma matricial es
x = Ax + f, donde el punto denota derivacién respecto de la variable
independiente t y

(1) () e (4) a3 2).

En primer lugar se hallara la solucién general del sistema diferencial ho-
mogéneo asociado X = Ax. Puesto que el polinomio caracteristico asociado
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a la matriz A es Qa(A) = (A — 5)(A + 3) se tiene que Q4(\) descompone
totalmente y ademaés todos los valores propios de A son simples. En conse-
cuencia A diagonaliza, de manera que, existe una matriz P no singular tal
que D = P7YAP con D = diag{\1, A2}, siendo A\; =5 y Ay = —3 los val-
ores propios de A con vectores propios asociados v; y vg respectivamente
y P = col{v1,va} € Ma(R). Calculemos los vectores propios v; asociados
a cada valor propio \;.

= Sea v1 = (a,b) vector propio asociado al valor propio A; = 5. En-
tonces se verifica (A — 5I3)v; = 0, es decir,

-2 2 a\_ (0
6 —6 b ) 0 )"
cuya solucién es a = b. En definitiva v; = (a,a) = a(1,1) y Ker(A —

5I5) = < (1,1) >.

= Sea vy = (c¢,d) vector propio asociado al valor propio Ay = —3.
Entonces se verifica (A + 312)ve = 0, es decir,

6 2 c\ [0
6 2 d ) \0 ’
cuya solucién es d = —3c. Por lo tanto v; = (¢, —3¢) = ¢(1, —3) con

lo que Ker(A + 312) =< (1,-3) >.

A partir del anterior célculo se tiene que

siendo su inversa )
3 1
-1 _
F= 4( 1 -1 ) '

Sea z = (z1,22)" y realizemos el cambio lineal de variables z = P~!x.
Entonces, el sistema diferencial x = Ax se escribe en forma desacoplada

z = Dz, siendo
5 0
D_<0 _3).

Se tiene pues 21 = 5z1, 2 = —322, cuya solucion es

5t 3t

21(t) = c1e” | za(t) = e

siendo ¢; y ¢ constantes reales arbitrarias. Finalmente, deshaciendo el
cambio de variables efectuado se obtiene la solucién general x(®) del sis-
tema homogéneo asociado. En concreto

1 1 cre? c1€% + coe™3t
(h) () — _ 1 _ 1 2
x (t) Pz ( 1 -3 ) ( coe 3t ) ( c1e°%t — 3cqe™ 3t ’
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En segundo lugar se buscars una solucién particular x(?) del sistema no
homogéneo x = Ax + f a partir del método de variacién de constantes.
Se ha visto anteriormente que la solucién general del sistema homogéneo
asociado es x(M) () = c;xM) 4 ¢,x?), siendo

5¢ —3t
m_ (€ (2) — €
X ( 6515 > , X ( _367315 > .
El método de variaciéon de constantes consiste en hallar una solucién par-
ticular x(®) del sistema no homogéneo x = Ax + f de la forma x®)(t) =

c1()xM + ¢p(t)x?), donde ahora c; y ¢, son funciones de ¢ a determinar.
Tras un desarrollo se demuestra que

<) () = B(#) / B 0)E() dt |

siendo B(t) = col{x"),x(?} la matriz fundamental, es decir,

5t g3t
B(t) = < 5t _3e-3t > .

Puesto que la matriz inversa de B es

_ 1 3675t 67515
Bl(t)4< 3¢ 3t>7

se obtiene
eSt 673t 1 367515 675t et
xP)(t) = ( St 33t )/4< Bt Bt 1 dt
1/ 5t o3t o5t 4 34t
= Z et 33t —eBt 4 ett dt
1/ ot o3t —1p—5t _ 3,4t -2 1.t
- 5 5.8
1 ( o5t 33t —Tle,St + %eu é_ %et

Finalmente, la solucién general x del sistema no homogéneo x = Ax + f

es
5t —3t -2 _ 1.t
= x® @y = [ Q¢ T e 5 8¢
() =x (0 +x0) = (252 Y (TR )
es decir
2 1
; 5t -3t 2 L4
x(t) e’ + coe TR
1 3
y(t) = c1e’ —3coe ¥ 4 - — et



132

4.3 Problemas resueltos

19.

Hallar sucesion que verifica la recurrencia dada por y, 42 —3yn+1+2y, = 1
con las condiciones iniciales yg = y1 = 1.

Solucién. En primer lugar se hallard la solucion general de la ecuacién
en diferencias finitas lineal de segundo orden homogénea asociada 4,42 =
3Yn+1 — 2y,. Escrita en forma matricial se obtiene

(5:)-4(72).
Yn+1 Yn
3 -2
(1)

Puesto que (y2,91)" = A(y1,90)", (y3,92)" = A(y2,v1)" = A%(y1,%0)", -,
se tiene por induccién que

( Zzil ) = An! ( Z; ) . (4.1)

El polinomio caracteristico de A es Q4 (A) = det(A—Al3) = (A—1)(A—2),
de manera que los valores propios de A son Ay = 1 y Ay = 2. Puesto que
ambos valores propios son simples y Q4 () ha descompuesto totalmente
se sabe que A diagonaliza. En particular existe una matriz P no singular
tal que D = P71AP, siendo D = diag{1,2} y P = col{vy,vs} siendo v;
vector propio de A asociado al valor propio \;. Entonces, calcularemos la
potencia A”~! mediante la relacién A"t = PD""1p~1,

siendo

= Sea v1 = (z,y) vector propio de A con valor propio A; = 1, es decir,
vy € Ker(A — I). Entonces se verificard

2 —2 =\ [0
1 -1 y ) L0 )7
cuya solucién es x = y. En definitiva v; = (x,2z) = z(1,1).

= Sea v9 = (x,y) vector propio de A con valor propio Ay = 2. Entonces
vy € Ker(A — 215), es decir,

(=) )-(0)

cuya solucién es x = 2y. Se tiene pues que vy = (2y,y) = y(2,1).

1 2
1 1)

El cédlculo anterior muestra que

~(
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cuya inversa es

-1 2

-1 _

Pl = ( b2 ) |
Se concluye que

n—1 n1ip-1_ (1 2 1 0 -1 2
A = ppTp <11 0 2! 1 -1
_ 2 —1 2(1 -2t
o 2n=l 1 2(1—-2772) ’
A partir de (4.1), se obtiene que el término general de la ecuacién ho-
mogénea asociada es y\") = (2" — l)ygh) +2(1 - 2"’1)y(()h).

En segundo lugar se hallard una soluciéon particular de la ecuacion en
diferencias finitas lineal de segundo orden no homogénea y,+2 = 3yn+1 —
2yn + f(n), siendo f(n) = 1. Puesto que f es un polinomio en n de grado

cero y la matriz A tiene el valor propio 1 con multiplicidad 1, se ensaya la
(p)

solucién particular y, ' = an, siendo a una constante real a determinar.
Imponiendo yfﬁQ = 3y,(££1 — 2y7(1p ) 41 se obtiene a = —1, de manera que

yr(Lp) = —n.

Finalmente, la solucién general de la ecuacién y,4+2 = 3Ynt+1 — 2y, + 1 €s
yn =y 4y = (2n — 1)y§h) +2(1— 2"_1)y(()h) —n. Las constante ygh) e
y(()h) se calculan imponiendo que yo = y; = 1, de donde se obtiene yéh) =1

e y§h) = 2. En definitiva

Yo =202" = 1) +2(1 2" —n.

Encontrar los valores propios y los vectores propios del endomorfismo de
R* que posee como matriz asociada

O O OO
S o o
O O N O
O Ww oo

Solucién. Sillamamos A a la matriz del enunciado, el polinomio carac-
teristico de la matriz A es

A 1 0 0
0 —=A 2 0
Qa) =det(A-AL)=| o o 5
0 0 0 -\

Puesto que la matriz A — Al es triangular superior, su determinante es
directamente el producto de los elementos de su diagonal principal y por
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lo tanto @4(\) = A*. Tenemos pues un tnico valor propio A = 0 con
multiplicidad algebraica 4.

Calculemos ahora los vectores propios asociados al valor propio A = 0. Sea
v = (x,y, 2,t) uno de tales vectores propios. Entonces se verificard que
Av = v =0, es decir

o O OO
o OO -
[l )
o wo o
S N ey
|
oo oo

Este sistema lineal homogéneo es triangular superior y tiene por soluciéon
y = z =t = 0. En definitiva, los vectores propios asociados al valor propio
A=0sonv=(z,0,0,0) =x(1,0,0,0). Por lo tanto el subespacio propio
asociado al valor propio A = 0 es Vj =< (1,0,0,0) > siendo dimVj = 1
la multiplicidad geométrica del valor propio A = 0. Puesto que, aunque el
polinomio caracteristico ha descompuesto totalmente, las multiplicidades
algebraica y geométrica asociadas al valor propio A = 0 son distintas, se
concluye que A no diagonaliza.

Sea A un valor propio de una matriz A. Demostrar que p(\) es valor pro-
pio de p(A) para cualquier polinomio p.

Solucién. Sea v un vector propio asociado al valor propio A, es decir,
Av = v con v # 0. Puesto que A%?v = AAv = MAv = \?v, utilizando un
argumento de induccién se tiene

AP =)Xv k=0,1,2,... ,

donde se ha tenido en cuenta que A° es la matriz identidad I del mismo
orden que A. Hemos demostrado hasta el momento que, si A es un valor
propio de una matriz A entonces A* es un valor propio de la matriz A*
para todo k € N.

El polinomio p se escribe de la forma p(z) = > ,_, axz® con ax € R.
Entonces

p(A)v

(i akAk> v = z": apArv = zn:ak)\kv
k=0 k=0 k=0
(i ak)\k> v=pA)v,

k=0

con lo cual queda demostrado.



Diagonalizacién de Endomorfismos 135

22. Dada la matriz

1 2 a
A= 2 1 b ,
2 2 ¢

(i) Calcular los valores de los pardmetros reales a, b y ¢ de manera que A
posea el valor propio A =1 con vector propio asociado v = (1,1, 1).

(ii) Hallar los vectores y valores propios asociados a A para los valores de
a, b y ¢ hallados en el apartado anterior. ;Diagonaliza la matriz A?

Solucién. (i) Si A =1 es valor propio de A con vector propio asociado
v =(1,1,1) se verificard Av = v, es decir,

1 2 a 1 1

2 1 b 1 1=11

2 2 ¢ 1 1
En definitiva, de la anterior ecuacion se obtiene a = b= —2, ¢ = —3.
(ii) Con los valores hallados a = b— 2, ¢ = —3, el polinomio caracteristico
Q4 asociado a la matriz A es

1-A 2 -2
Qi) =det(A—-AI)=| 2 1-Xx =2 |=(1-N1+N>.
2 2 —3-2)

Por lo tanto, los valores propios de A son A\; = 1 con multiplicidad alge-
braica m; =1y A2 = —1 con multiplicidad algebraica mqs = 2.
Puesto que el valor propio A1 = 1 es simple, el subespacio propio V;

asociado al valor propio 1 tiene dimensién 1. Como ya conocemos del
apartado anterior se tiene que V3 =< (1,1,1) >. Sélo falta pues obtener los
vectores propios asociados al valor propio Ay = —1. Sea V_; el subespacio
propio asociado al valor propio —1 y sea w = (x,y,z) € V_1. Entonces se
verifica (A + I3)w = 0. Desarrollando esta ecuacién se obtiene el sistema
lineal homogéneo

2 2 =2 T 0
2 2 -2 y =10,
2 2 =2 z 0

que es compatible indeterminado, siendo sus soluciones de la forma z =
x 4 y. Se tiene pues que w = (x,y,z +y) = x(1,0,1) + y(0,1,1). Se ha
probado que V_; =< (1,0,1),(0,1,1) >, siendo dimV_; = 2 = mgy. Por
lo tanto A diagonaliza.






Capitulo 5

Formas Bilineales y Formas
Cuadraticas

5.1. Resumen de teoria

Sea E un R-espacio vectorial. Una aplicacién ¢ : E x E — R es una forma
bilineal si YVu,v,w € E'y Va, § € R satisface:

(i) ¢(au + fv,w) = ap(u,w) + Bé(v,w);

(ii) d(w, cu+ pv) = ad(w, u) + fo(w, v). Las formas bilineales ¢ sobre F se
denotardn por ¢ € B(E).

Formas Bilineales y Matrices: Sea ¢ € B(E) y B = {v1,...,v,} una base de
E. Sean z,y € E tales que x = > ., auv;, y = Y., Biv;. Entonces ¢(z,y) =
> i j=1@iBjé(vi,v;). Una representacién matricial es ¢(z,y) = 'Ay, siendo
r=(ag,...,an) y = (B1,...,00)  y A = (a;j) € My(R) la llamada matriz
asociada a ¢ en la base B cuyos elementos son a;; = ¢(v;, v;).

Teorema 10 Sea ¢ € B(E) y B, B’ dos bases de E. Sean A y A’ las matrices
asociadas a ¢ en las bases B y B’ respectivamente. Entonces A’ = P*AP, siendo
P la matriz de cambio de base de la base B’ a la base B.

Dos matrices A y B se dice que son congruentes si existe una matriz no singular
P tal que B = P'AP. En este caso rangA = rangB. Se define entonces el rango
de una forma bilineal ¢ como el rango de cualquiera de sus matrices asociadas
y se denota por range.

Clasificaciéon 1 de Formas Bilineales: ¢ € B(FE) se dice que es simétrica
si verifica ¢(x,y) = ¢(y,z) Vx,y € E y antisimétrica si ¢(x,y) = —d(y,x)
Vz,y € E.

Es fécil ver que ¢ € B(E) es simétrica o antisimétrica si y sélo si su ma-
triz asociada A en cualquier base de E es simétrica (A® = A) o antisimétrica

137
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(A! = —A) respectivamente. Ademads, si ¢ es simétrica, se define su niicleo como
Kerg ={y e E : ¢(z,y) =0Vx € E}.

Clasificacién 2 de Formas Bilineales Simétricas: Se dice que ¢ € B(E)
simétrica es degenerada si Ker¢ # {Og} v se llama no degenerada si Kerg =

{0g}.

Proposicién 9 Sea E un R-espacio vectorial y ¢ € B(E) simétrica. Entonces
dimF = dim Ker¢ + rango.

Corolario 2 Sea ¢ € B(E) simétrica. Entonces ¢ es no degenerada si y sélo
st rangg = dimFE.

Nétese que una forma bilineal ¢ € B(E) simétrica es degenerada o no degen-
erada si y sélo si det A = 0 o det A # 0 respectivamente, siendo A la matriz
asociada a ¢ en cualquier base de F.

Clasificacién 3 de Formas Bilineales: Sea ¢ € B(FE). Entoces:

(i) ¢ es definida positiva si ¢(z,x) > 0 Ve € F con = # 0.

(ii) ¢ es definida negativa si ¢p(x,x) < 0 VzE con z # Op.

(iii) ¢ es semidefinida positiva si ¢(x,x) > 0 Vo € E.

(iv) ¢ es semidefinida negativa si ¢(x,x) <0Vx € E.

(v) En caso contrario ¢ es no definida.

Sea A € M,,(R). Entonces, se define el menor principal de orden i de la
matriz A, y se denota por A; con i = 1,...,n, como el determinante formado
con las 7 primeras filas y columnas de A. En particular A,, = det A.

Teorema 11 (Sylvester) Sea ¢ € B(E) simétrica y A; coni=1,...,n todos
los menores principales de una matriz asociada a ¢. Entonces:

(i) ¢ es definida positiva si y sélo si A; > 0 Vi;

(ii) ¢ es definida negativa si y sélo si (—1)'A; > 0 Vi;

(i) Si A; > 0 parai=1,...,n—1 y A, = 0 entonces ¢ es semidefinida
positiva;

(iv) Si (=1)IA; > 0 parai=1,...,n—1y A, =0 entonces ¢ es semidefinida
negativa;

(v) Si A, #0 y ¢ no es ni definida positiva ni definida negativa entonces ¢
es no definida.

Proposicién 10 Sea A € M, (R) simétrica. Entonces, todas las raices de su
polinomio caracteristico son reales y ademds A siempre diagonaliza.

Teorema 12 Sea ¢ € B(E) simétrica y A € M, (R) la matriz asociada a ¢ en
alguna base de E. Sean \; con i =1,...,n los valores propios de A. Entonces:
(i) & es definida positiva si y sdlo si A\; > 0 Vi;
(ii) ¢ es definida negativa si y sdlo si A; < 0 Vi;
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(iii) ¢ es semidefinida positiva si y sélo si A; > 0 Vi y ademds existe un

>‘j = 0,’
(iv) ¢ es semidefinida negativa si y solo st \; < 0 Vi y ademds existe un
)\j = 0,‘

(v) ¢ es no definida si y sdlo si existe un A; >0 un \; < 0.

Se define un producto escalar ¢ como una forma bilineal simétrica y definida
positiva. Un espacio euclideo es un par (F, ¢), siendo E un R-espacio vectorial
y ¢ un producto escalar sobre E. El producto escalar euclideo ordinario es aquel
que tiene asociado en la base canénica la matriz identidad, es decir ¢(z, y) = z'y.
Se define la norma de un vector € E como ||z|| = /¢(x,x) > 0. Adem4s, los
vectores del conjunto {v1,...,v,} C E son ortogonales si ¢(v;,v;) =0Vi#jy
son ortonormales si son ortogonales y ¢(v;,v;) = 1 parai=1,...,n.

Proposicion 11 Un conjunto de vectores ortogonales siempre es linealmente
independiente.

Proposicién 12 Sea A € M, (R) simétrica. Entonces, los vectores propios de
A asociados a valores propios diferentes son ortogonales respecto del producto
escalar euclideo ordinario.

Una matriz P € M, (R) es ortogonal si es invertible y ademds P~! = P! es
decir, PP = PPt = 1I,,.

Proposicién 13 Sea P € M, (R) ortogonal con P = col{vy,...,v,} = fil{ws,
...,wp}. Entonces, los conjuntos {vy,...,vp} CR™ y {wy,...,w,} C R"™ son
ortonormales respecto del producto escalar euclideo ordinario.

Teorema 13 (Ley de Inercia) Sea A € M, (R) simétrica. Entonces, existe
una matriz ortogonal P tal que D = P*AP = diag{\1,...,\n}.

Sea E un R-espacio vectorial y ¢ € B(FE) simétrica. Entonces, se define la
signatura de ¢ como sigp = p — n, siendo p y n el nimero de valores propios
positivos y negativos respectivamente de cualquier matriz asociada a ¢. Ademdés,
se tiene que el rango de ¢ es rang¢ = p + n.

Obsérvese que el Teorema 13 asegura que, para cualquier A € M, (R)
simétrica, siempre existe una base de R™ formada por vectores ortonormales
respecto del producto escalar euclideo ordinario tal que ademés dicha base
estd formada por vectores propios de A. En particular, el Teorema 13 mues-
tra que cualquier forma bilineal ¢ € B(R") simétrica diagonaliza.

Formas Cuadraticas: Sea F un R-espacio vectorial. Una aplicacién q : E — R
se denomina forma cuadrdtica si q(x) = ¢(x,x) para alguna ¢ € B(FE) simétri-
ca. Si A = (a;;) € My,(R) es la matriz simétrica asociada a la forma bilineal
simétrica ¢ y © = (21,...,2,) € F, entonces ¢(z) = 2'Azx = 3, ;ajja,0; =
Z?:l aiixf + 2 ZKJ- ai;x;x;. Por el Teorema 13, toda forma cuadratica g tiene
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una representacion ¢(z) = > i, a;x? conocida como la forma reducida de q.
Clasificacion de Cénicas y Cudadricas:

Sistema de referencia: Se dice {O,u,us,...,u,} es un sistema de referen-
cia de R™ si O es un punto de R™ y {uy,us,...,u,} es una base del espacio
vectorial R™. El punto O es llamado origen del sistema de referencia. Si la base
del sistema de referencia es ortogonal (ortonormal), se dice que el sistema de
referencia es ortogonal (ortonormal). Se define sisterna de referencia candnico
al sistema de referencia que tiene como origen el punto O = (0,...,0) y como
base del sistema referencia la base canénica.

Coordenadas de un punto: Si {O,u;,us,...,u,} es un sistema de referen-
cia de R™ para un punto P de R" la expresién del vector OP como combi-
nacién lineal de uq,usg,...,u, es Unica. Si OP = T1uy + xo2ug + ... + THUy SE
dice que (x1,x2,...,2,) son las coordenadas de P en el sistema de referencia
{0, u1,ug, ..., u,}.

Variedad cuadratica de R": Fijado un sistema de referencia ortonormal de
R”™, definimos variedad cuadrdtica como el conjunto de puntos (1,2, ...,Z,) €
R™ que satisfacen la ecuacién

n n
Z Qi T;T5 + 2 thl‘l +c=0
=1 i=1

donde a;j, b; y ¢ € R con a;; = aj;. La forma matricial de esta ecuacién es

ail ai2 to Ain T1 T1

a1 a2 e azam x2 T2
($17$27-~~7~T'n) . . . . . +2(b17b27"->bn) . +C:0

an1 an2 e Ann Tn Tn

Si definimos los puntos z = (z1,...,2,)" € R", b = (by,...,b,)t € R" y la
matriz simétrica A = (a;5) € My(R), la ecuacién de la variedad cuadratica se
escribe de la forma 2t Az + 2b'z + ¢ = 0.

Las variedades cuadraticas de R? se llaman cdnicas y las variedades cuadrati-
cas de R3 se llaman cuddricas. La clasificacién de una cénica o una cuddrica
consiste en encontrar un sistema de referencia ortonormal en el cual la cénica
o cuddrica posea la forma més simple posible, llamada ecuacion reducida de la
cénica o de la cuadrica. La manera de encontrar la forma reducida es la siguiente:

(i) Cambio de base del sistema de referencia. Los nuevos vectores de la base son
los vectores propios ortonormalizados de los valores propios reales asocia-
dos a la matriz simétrica A. Geométricamente, este proceso corresponde
a realizar un cambio de coordenadas del tipo rotacién o giro.
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(ii) Cambio del origen del sistema de referencia mediante una traslacion.

Ecuaciones reducidas de las conicas: Dada una conica

ayz? + 2a152y + a22y2 + 2bi1x + 2bsy +¢c =0

existe un sistema de referencia en el cual la ecuacién adopta una de las siguientes

formas:

aa? + b2y? = 1,
aa? — b2y? = 1,

ax’?+y=0, 6 x+by? =0,

aa? 4+ b2y? = 1,

a2a? 4+ b2y? = 0,

a?z? — b2y? =0,
2,.2

7

a’x? =1, 6 b*y? =1,
a’z? = -1, 6 b*y? = -1,

22=0,6 y>=0,
z=0,6 y=0,

Elipse,

Hipérbola,

Parabola,

Cénica irreducible imaginaria,

Par de rectas imaginarias no paralelas,
Par de rectas reales no paralelas,

Par de rectas reales paralelas,

Par de rectas imaginarias paralelas,
Recta doble real,

Recta real.

Ecuaciones reducidas de las cuadricas: Dada una cuddrica
a1122 + agy? + assz? + 2a120y + +2a1322 + 2a23yz 4+ 2b12 + 2boy + 2bgz +¢ = 0

existe un sistema de referencia en el cual la ecuacién adopta una de las siguientes
formas:

a?z? + 022 + 22 =1, Elipsoide real,

a?x? + b%y? + 222 = —1, Elipsoide imaginario,

a?x? +b2y? — 22 =1, Hiperboloide de una hoja,
a?x? —b¥y? — 22 =1, Hiperboloide de dos hojas,

a?z? +b*y? + 2 =0,
a’z? —b*y? + 2 =0,
a’z? + b%y? + 222 =0,
a?x? +b%y? — 222 =0,
a?z? +b%y? =1,

a?r? —bv*y? =1,

a?z? + b2y = —1,

ar® +y =0,

a?z? +bv%y? =0,

a?z? = —1,

a?r? —bv*y? =0,

a’z? =1
22 =0,
z =0,

7

Paraboloide eliptico,

Paraboloide hiperbdlico,

Cono imaginario,

Cono real,

Cilindro elitico,

Cilindro hiperbdlico,

Cilindro imaginario,

Cilindro parabdlico,

Par de planos imaginarios no paralelos,
Par de planos imaginarios paralelos,
Par de planos reales no paralelos,
Par de planos reales paralelos,
Plano doble real,

Plano real.
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5.2. Problemas propuestos

5.2.1. Formas bilineales

1. Sea ¢ : R3xR3 — R una forma bilineal simétrica de R? tal que ¢(e1,e1) =

]-7 (b(uvel) = ]-7 ¢(62,62) = 27 ¢(u762) = ]-y ¢(63763) =5 Y ¢('I},1}) = 9;
donde {e1,ea,e3} es una base de R3, u = 2e; —e3 y v = ey — e3.

a) Probar que ¢ queda univocamente determinada y encontrar la matriz
asociada a ¢ en la base {ey, eq,e3}.
b) Encontrar el rango y la signatura de ¢.

¢) Encontrar < e; >*.

2. Sea ¢ : R? x R® — R definida por ¢((z1,x2,73), (y1,vy2,y3)) = (1 —
222)(y1 — 2y2) + T2 + y2 + (v2 + 23) (Y2 + ¥3)-

a) Probar que ¢ es una forma bilineal simétrica de R3.

=

FEncontrar la matriz asociada a ¢ en la base candnica.

o

)
)
) Encontrar el rango y la signatura de ¢.
d)

Encontrar la matriz asociada a ¢ en la base {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}.

3. Discutir segun los valores del pardmetro a el rango y la signatura de las
formas bilineales simétricas ¢, de R? definidas por:

da((x1, T2, 23), (Y1,Y2,Y3)) = ax1y1 + azays + (a — 1)x3ys + x1y2 + Y122

4. Sea ¢ una forma bilineal simétrica de R? wverificando que los vectores
(1,0,0), (1,1,0) y (1,1,1) son isdtropos de ¢, que $((1,2,0),(2,1,0)) =1
y que < (3,2,1) >t= {(x,y,2) € R® | y = —22}.
a) FEncontrar la matriz asociada a ¢ en la base candnica.

b) Encontrar el rango y la signatura de ¢.

5. Sea ¢ :R3 x R3 — R la forma bilineal simétrica que en la base candnica
tiene como matriz asociada

2 1 1
1 1 1
1 1 2
a) Obtener la expresion de la forma bilineal ¢.
b) Probar que ¢ es no degenerada y definida positiva.
¢) Encontrar una base ortonormal para ¢.
d) Dar la matriz de ¢ en esta base ortonormal y la matriz de cambio de

base.
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6. La matriz de la forma bilineal ¢ de R? en la base candnica es

(= 7)

Encontrar una base en la que ¢ diagonaliza.

7. La matriz de la forma bilineal ¢ en la base candnica de R* es

|
S = N
— O W N
N WO =
=N = O

Encontrar una base ortonormal en la que ¢ diagonaliza.

8. Clasificar la formas bilineales que en la base candnica tiene como matriz

asociada
2 -1 3 4 -3
A= -1 1 4 ], B = -3 11 1 ],
3 4 1 2 1

5.2.2. Formas cuadraticas
1.  Ezpresar la forma cuadrdtica
q(z,y,2) = 1022 + 2> + 22 + 8zy + daz + 4yz,
como suma de cuadrados.
2.  Ezxpresar la forma cuadrdtica
q(z,y,2) = 52% + 2y* + 222 — dxy + daz + Syz,
como suma de cuadrados mediante un cambio ortogonal.

3. Clasificar la forma cuadrdtica q(x,y, z) = x> +2y*+5y* — 6xy + 632+ 2y2,
y encontrar su expresion candnica afin y euclidea.

4. La matriz de una forma bilineal simétrica de R? en la base candnica es

1
1
0

NN
TN O

Calcular su matriz asociada en la base {(1,2,1),(2,1,-2),(-1,2,-2)} y
la expresion de la forma cuadrdtica asociada a esta forma bilineal en las
dos bases.



144 Formas Bilineales y Formas Cuadraticas

5. Dada la forma cuadrdtica de R3
q(z,y, 2) = 227 + 3y* + 322 + 20y — 222 + 4yz,

calcular la matriz de la forma bilineal simétrica asociada y su radical.
Indicacion: El radical de una forma bilineal ¢ es el conjunto de vectores
i € R® tales que ¢(ii,7) = 0 para todo v € R3.

6. Considerar la forma cuadrdtica q : R* — R definida por q(z,y,2) =
222 + 2 4+ 222 + 22y + 2yz y sea ¢ la forma bilineal asociada.

a) Calcular el rango y la signatura de ¢.
b) Encontrar una base ortogonal para ¢.

¢) Encontrar el subespacio de vectores isdtropos.

7. Encontrar la forma reducida y dar una base ortogonal de las formas cuadrdticas

stguientes:

a) 2x%+5y% + 522 + 4wy — 4wz — Syz.

b) % —2y% + 22 + 6y — 2y2.

c) 2x%+2y% + 222 — 22y + 27z + 2y2.

d) 2xy+2xz+ 2yz.

e) x%+y?+ 522 — 6wy — 222 + 2yz.

) 2%+ 2y% — 22+ 2t% + 22y + 222 + 2y + 2yt — 22t

5.2.3. Aplicaciones: Clasificacion de conicas

1. Caleular la ecuacion de la elipse que tiene los focos en los puntos (2,1) y
(0,3) y el semieje mayor igual a 2.

2. Calcular la ecuacion de la hipérbola que tiene los focos en los puntos
(=1,2) y (3,0) y el semieje real igual a 2.

3. Calcular la ecuacidn de la pardbola que tiene el foco en el punto (—2,1) y
la recta directriz es la recta de ecuacion x + 2y — 3 = 0.

4. Calcular la ecuacion reducida de la cénica 102% — 122y — 6y — 122 — 12y —
129 = 0 a partir de las ecuaciones de giro y de traslacion. Clasificarla y
calcular sus ejes.

5. Calcular la ecuacion reducida de la cénica x2 4+ 2xy+1y% +8x —8y+16 =0
a partir de las ecuaciones de giro y de traslacion. Clasificarla y calcular
sus ejes.

6. Estudiar la conica de ecuacion dada y representarla grdficamente.

a) 3z%+ 22y + 3y* + 162 + 16 = 0.
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b) 4z? —dzy +y? + 322+ 34y — 11 = 0.
¢) 322 —dxy —8x + 8y = 0.

d) 3x?+10xy — 8y* + 8x + 4y + 4 = 0.
)

e) 522+ 2wy +y? — 10z + 2y + 10 = 0.

7. Clasificar, dibujar, encontrar la ecuacion reducida y dar las coordenadas
de la nueva referencia de cada una de las conicas siguientes, que en una
referencia ortonormal tienen por ecuacion:

422 —y? + 82— 2y + 3 =0.

)
b) 2% +4y? —4dy+22—-2=0.

¢) 32+ 4wy — 122 +16 = 0.

d) 5x2 4+ 24xy — 5y% = 0.

e) dxy+3y? + 16z + 12y + 28 = 0.

f) 2* —day+4y® + 72 —12=0.

g) 12 —6xy+y®+6x+6y+9=0.

h) 8z* +dxy + 5y + 16z + 4y — 28 = 0.

8. Encontrar la ecuacion en la referencia candnica de la elipse de centro
(6,—6) y semiejes a =5 y b =3 en la direccién de los vectores (1,—1) y

(1,1).
9. Estudiar el conjunto de puntos de R? que equidistan del plano de ecuacion
x4y + 2z =06 (en referencia ortonormal) y del punto (0,0,0).
5.2.4. Aplicaciones: Clasificacion de cuadricas

1.  FEstudiar la cuddrica de ecuacion dada y representarla grdficamente.

a) 622 +5y% + 722+ dry — drz + 6y — 242 +24 = 0.

=

)
) 22 —y?+4xz —4dyz — 62+ 6y — 3 =0.

) 922 + 2y — 422 — 122y — 1222 — 22 + 24y + 142 — 5 = 0.
)

)

)

o

U

2% +y? + 422 + 20y + 4oz + dyz — 482 — 24y + 84 = 0.
422 + 4y + 22 + 2oy + dyz — 4z + 20 — 2y + 42 — 6= 0.
222 — 3y? — 222 + 5oy + byz — 3xz — br — Sy + 52 + 3 = 0.

(9]

~

2. Clasificar, dibujar, encontrar la ecuacion reducida y dar las coordenadas
de la nueva referencia de cada una de las cuddricas siguientes, que en una
referencia ortonormal tienen por ecuacion:

a) 2% +3y® +4yz—62x+8y+8=0.
b) % +5y* + 2% + 2wy + 622 +2yz — 5 = 0.
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c) 2>+’ +22—4xr—2y+22-10=0.
d) 2w+ 2y% + 222 + 220y + 222 + 2yz — 1 = 0.
e) y*>—dxz+1=0.
) 22% —7y% + 222 — 100y — 8z2 — 10yz + 62 + 12y — 62 + 5 = 0.
g) z24+y?+102%2 — 622+ 2yz — 3z + 92+ 1= 0.
3. Clasificar segin los valores de a la cuddrica de ecuacion
322 + 3y% + 2% — 2wy + dx + 4y — 202 = 2 + 5a
5.3. Problemas resueltos
1. Sea ¢ : Rz xR3 — R la forma bilineal que en la base candnica tiene como

matriz asociada

1
)
1

W~ =
=W

(i) Encontrar la matriz asociada a ¢ en la base {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}
utilizando el cambio de base de una forma bilineal.

(ii) Encontrar el rango y la signatura de ¢ y una base ortonormal en la
que @ diagonaliza.

Solucién. (i) Sea A la matriz asociada a ¢ en la base candnica y seca B
la matriz asociada a ¢ en la base {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}. La relacién
existente entre dichas matrices es el cambio de base de una forma bilineal
que viene dado por B = CTAC. La matriz A es la matriz del enunciado
del problema y la matriz C viene dada por

1 1 1
C= o1 1],
0 0 1
de manera que su traspuesta es
1 0 0
c'=1110
1 1 1

Finalmente, la matriz B viene dada por el siguiente producto de matrices

1 00 1 1 3 11 1
B=cTACc = [ 11 0 1 5 1 01 1
11 1 31 1 0 0 1

1 2 5

= 2 8 12

5 12 17
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Otra forma de resolver el problema es utilizando la definicién de forma
bilineal, es decir, la matriz B vendrd dada por la expresion

pler,e1) wler,ea) (e, es)
B=| ¢(ez,e1) lez,e2) @(ea,es)
ples,e1) ¢les,e2) (e, es)

donde ¢(e;,e;) = el Ae; y los e; son los vectores de la nueva base. Por lo
tanto, sabiendo que e; = (1,0,0), ez = (1,1,0) y e3 = (1,1,1), se tiene

que
1 1 3 1

pler,er) = (1,0,00( 1 5 1 0|=1,
311 0
1 1 3 1

(,0(61,62) = (170,0) 1 5 1 1 =2 R
311 0
1 1 3 1

@(61,63) = (170,()) 1 5 1 1 =5 s
3 1 1 1
1 1 3 1

plea,en) = (1,1,0) 1 5 1 1] =8,
311 0
1 1 3 1

ples,es) = (1,1,001 1 5 1 1 =12,
3 1 1 1
1 1 3 1

ples,es) = (L,LL,)| 1 5 1 1| =17.
3 1 1 1

Ademads, como ¢ es una forma bilineal simétrica puesto que su matriz
asociada en cualquier base es simétrica, se tiene que p(e;,e;) = (ej,e;)
con lo cual se completa por simetria todos los elementos de la matriz B.

(ii) El polinomio caracteristico de la matriz asociada a la forma bilineal
es

Qa(\) =det |[A — N3] = =36+ TA% — X3 = (3 — \)(A—6)(\+2),

descompone totalmente y ademés todos los valores propios Ay = —2,
Ao = 3y A3 = 6 son simples. Por tanto el rango de ¢ es 3 y la signatura es
(2,1). Como los vectores propios asociados a valores propios distintos son
ortogonales, para encontrar una base ortonormal es suficiente con encon-
trar los vectores propios de cada valor propio y normalizarlos. Su célculo
es el siguiente:
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s Seav; = (x,y,2) € Ker(A—A1I3), entonces vy verifica (A— A Is)vy =
0. Resolviendo el sistema homogéneo se obtiene v; = (—1,0,1).

» Seavs = (2,9, 2) € Ker(A—A2I3), entonces vy verifica (A—Aal3)ve =
0. En este caso se obtiene vy = (1,—1,1).

= Seavs = (z,y, 2) € Ker(A—A3l3), entonces vz verifica (A—A3l3)vs =
0. De donde se obtiene vz = (1,2, 1).

Finalmente normalizando los vectores, la base ortonormal en la cual la
matriz asociada a la forma bilineal ¢ es diagonal esta formada por los

siguientes vectores v1 = (—1/v/2,0,1/v/2), 92 = (1/v3,-1/v3,1/V/3) vy
v3 = (1/v6,2/v6,1/V6).

Sea ¢ : R3 x R® — R definida de la forma ¢((x,y, 2), (2',y',2')) = 2z2’ +
zx' + 2y + 22,
(a) Demostrar que ¢ es una forma bilineal sobre R®.

(b) Calcular la matriz asociada a ¢ en la base candnica de R® y utilizarla
para hallar ¢((1,2,0),(0,—1,0)).

(c) ¢Es ¢ degenerada?

Solucién. (a) La aplicacién ¢ serd bilineal si es lineal respecto de sus
dos argumentos, es decir, si Vu,v,w € R® y Va, 3 € R se verifica ¢(au +

Bu,w) = ag(u, w)+ Bo(v,w) y ¢p(w, au+ fv) = ad(w, u) + Bp(w, v). Sean

u=(z,y,2),v=(a,y,2) yw=(2",y",2") y veamos que ¢ es bilineal.

= Puesto que

plau+fv,w) = dla(z,y,2) + By, 2), (", y",2"))
= ¢((ax+pa',ay + By, az + B2), (2", 4", 2"))
= 2(az + B2")2" + (az + B2")z"
+2(ay + By')2" + (az + B2)2"
= a2za” + za" + 2y + 22")
+/6(2x/x// + Z/xl/ + 2y/z// + Z/Z//)
= a¢<(x’yaz)7(x/lvy”7z//))
+ﬁ¢((.’£17y17 Z/)’ (x//jy//’ Z//))
= O“b(”v ’LU) + ﬂd)(vv w) ’

se verifica la primera condicién de bilinealidad.

= Un segundo calculo semejante al anterior muestra que

d(w,au+pv) = (2", y",2"), alx,y,2) + 2",y 2"))
= ¢((xll7 y”7 z//)’ (Ot.%‘ + ﬁxlv oy + ﬁylv az + ﬁz/))
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= 22"(ax + B2') + 2" (az + 32)
+22" (ay + By') + 2" (az + B2)

= a2z2" 4 za" + 2y2" + 22")
+/B(2x/$// + Z/:L_// + 2y/ZII + Z/Z//)

= O‘¢(( 7y ’Z )’(xayv ))
+8e((2",y",2"), (@', y, &)

= ag(w,u) + Bo(w,v) ,

de manera que se verifica también la segunda condicién de bilineali-
dad.

(b) Sea {e1,e2,e3} la base canénica de R3. Calculemos las siguientes
imégenes dadas por ¢

pler,en) = ¢((1,0,0),(1,0,0)) =2,
plez,e2) = ¢((0,1,0),(0,1,0)) =0,
ples,es) = ¢((0,0,1),(0,0,1)) =1,
pler,e2) = ¢((1,0,0),(0,1,0)) =0,
pler,es) = ¢((1,0,0),(0,0,1)) =1,
plez,e1) = ¢((0,1,0),(1,0,0)) =0,
plez,es) = ¢((0,1,0),(0,0,1)) =0,
¢les,er) = ¢((0,0,1),(1,0,0)) =0,
p(es, e2) ¢((0,0,1),(0,1,0)) = 2.

La matriz A = (a;;) asociada a ¢ en la base canénica {eq,es,e3} de R3
tendrd por elementos a;; = @(e;, €;), de manera que

2 01
A= 0 0 O
0 2 1
Finalmente
2 0 1 0
#((1,2,0),(0,—1,0)) = (12 0) 0 0 O -1 =0.
0 2 1 0

(c) Por definicién, ¢ sera degenerada si rangg < dimR® = 3. Puesto que
rang¢ = rangA = 2 < 3 se tiene que ¢ es degenerada.

3. Sea:R*xR3 — R la forma bilineal definida por ((x1,y1, 21), (T2, Y2, 22))
= —Z1T2 + Tay1 + T1Y2 + Y1Y2 + T221 + Y221 + T122 + Y122 — 2122,

(i) Encontrar la matriz asociada a ¢ en la base candnica de R3.
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(ii) Demostrar que ¢ es simétrica y no degenerada. Encontrar el nicleo
de .
(iii) Encontrar la matriz asociada a ¢ en la base {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}.

(iv) Encontrar el rango y la signatura de ¢ y una base ortonormal en la
que @ diagonaliza.

Solucién. (i) Sea {ei,eq,e3} la base canénica de R3, es decir, e; =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) y es = (0,0,1). La matriz A = (a;;) € M3(R)
asociada a la forma bilineal ¢ en la base candnica tiene, por definicién,
los elementos a;; = ¢(e;, e;) con 4, j = 1,2,3. En concreto p(e1,e1) = —1,
pler,e2) = 1, pler,es) = 1, p(ea,e1) = 1, plez, e2) = 1, p(ez,e3) = 1,
ples,e1) =1, p(es,ea) =1y p(es,e3) = —1, de manera que

-1 1 1
A= 11 1
11 -1

(ii) Puesto que una forma bilineal ¢ es simétrica si y sélo si la matriz
asociada a ¢ en cualquier base es una matriz simétrica y hemos visto en el
apartado anterior que la matriz A obtenida es simétrica, se concluye que ¢
es simétrica. Por otra parte, se sabe que una forma bilineal simétrica ¢ es
degenerada si y sélo si la matriz asociada a ¢ en cualquier base es singular,
es decir, con determinante nulo. Conocemos, por el apartado anterior, la
matriz A asociada a ¢ en la base candénica. Como det A = 4 # 0 se tiene
que @ es no degenerada.

El nticleo de ¢ es, por definicién, Kerp = {y € R® : ¢(z,y) = 0 Vz € R3}.
Por lo tanto, y € Kery si se verifica ' Ay = 0 para todo = € R3. Se tiene
pues que Ay = (0,0,0)?, cuya tnica solucién es y = (0,0, 0) ya que det A #
0. En resumen Kerp = {(0,0,0)}. Obsérvese que los resultados obtenidos
estan en total acuerdo con el hecho de que, por ser ¢ una forma bilineal y
simétrica definida sobre R3, se verificard dimR? = dimKery + rangyp, es
decir, 3 =0+ 3.

(iii) Sea B = {v1,v9,v3} con v; = (1,0,0), v2 = (1,1,0) y vz = (1,1,1)
una base de R3. La matriz C' asociada a la forma bilineal ¢ en la base B
es C = P'AP, donde P = col{v1,v2,v3} es la matriz de cambio de base
de la base B a la base candnica. En definitiva

t

111 -1 1 1 111
C = PAP=| 0 1 1 11 1 01 1
0 0 1 1 1 -1 0 0 1
-1 0 1
= 0 2 4
1 4 5
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Existe otra forma de calcular la anterior matriz C' = (¢;;), que consiste en
calcular sus elementos ¢;; = @(v;, v;).

(iv) El rango de la forma bilineal ¢ es el rango de cualquiera de sus
matrices asociadas. Por ejemplo, como ya sabemos que det A # 0, rangp =
rangA = 3.

La signatura sige de la forma bilineal ¢ es la diferencia entre el niimero
p de valores propios positivos y el niimero n de valores propios negativos
que tiene cualquiera de sus matrices asociadas. En el caso que nos ocupa,
el polinomio caracterfstico @ 4(\) de la matriz A es

“1-x 1 1
Qa(\) = det(A—X3)=| 1 1-x 1
1 1 —1-2X

= NN+ A4 =—-A+2)A-2)(\+1),

de manera que los valores propios de A son \; = =2, Ao = —1 y A\3 = 2.
Se tiene puesp=1yn=2conlocual sigp=p—n=1-2=—1.

Calculemos los vectores propios u; asociados a cada valor propio A; para
1=1,2,3.

= Puesto que uy; = (z,y, 2) € V), es vector propio de A con valor propio
A1 = —2 se verificard u; € Ker(A + 213), es decir,

1 1 1 T 0
13 1 y | =101,
1 1 1 z 0
cuya solucién es y = 0, x = —z. Entonces v1 = (—2,0,2) = 2(—1,0,1)

y por lo tanto V_s =< (—1,0,1) >.

= Sea uz = (z,y,2) € V), vector propio de A con valor propio Ay = —1.
Entonces se verificard us € Ker(A + I3), es decir,

0 1 1 T 0
1 2 1 y | =101,
1 1 0 z 0
cuya solucién es x = z = —y. Entonces us = (x, —x,z) = z(1,—1,1)

y en consecuencia V_; =< (1,-1,1) >.

= Siug = (z,y,2) € V), vector propio de A con valor propio Az = 2 se
verificard us € Ker(A — 213), es decir,

-3 1 1 T 0
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cuya solucién es = z, y = 2z. Entonces ug = (z,2z,2) = 2(1,2,1),
con lo que V5 =< (1,2,1) >.

Se tiene que, el conjunto de vectores {uy,us,us} = {(-1,0,1),(1,—1,1),
(1,2,1)} es una base de R? formada por vectores propios de A. Ademas,
puesto que A es una matriz simétrica y los vectores u; estdan asociados
a valores propios A; diferentes, se sabe que el conjunto {ui,ug,us} es
ortogonal respecto del producto escalar euclideo ordinario. En definitiva,
una base ortonormal de R? en la cual ¢ diagonaliza es {uy /||u1, uz/|luz2],
s/ Jusl]}, es decir,

1 1 1
{ﬂ<_1a07 1)7 ﬁ(lv -1, 1)7 %(1’25 1)} :

Sea {ey1, ex} una base de R? y consideremos la aplicacion bilineal ¢ : R? x
R? — R definida por:

pler,e1) =1, lez,er) = -1, o(er,e2) =1, ¢(ez,e2) =3.

(a) Encontrar la matriz asociada a ¢ en la base {e1,ea}.

(b) Calcular ¢(v,w) siendo v =2e; —3ea y w = —ej + 2e5.

(c) Caleular la matriz asociada a ¢ en la base {uy,uz} donde uy = ej+eq
Y Uug = —e1 + €a.

Solucién. (a) Teniendo en cuenta que ¢(er,e1) = 1, ¢(ea,e1) = —1,
o(er,e2) =1y ¢(eq,e2) = 3, la matriz A = (a;;) asociada a f en la base
canédnica {e1, e2} de R? tendrd por elementos a;; = ¢(e;, e;), de manera

que
11
(1.

(b) El cdlculo de ¢(v,w) es el siguiente

s -1 =e -3 (5 5) ()=

(c) A es la matriz asociada a ¢ en la base canénica {ej, ez} v sea B la
matriz asociada a ¢ en la base {u1,us}. La relacién que existe entre dichas
matrices proviene del cambio de base de una forma bilineal que viene dado
por B = CT AC siendo C la matriz del cambio de base de la base {u1,uz}
a la base {e1,e2}. La matriz C viene dada por

- (1)

Finalmente, la matriz B es

B:CTAC=<_1 })(j ;)(} _1):“ i)
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5. Sea ¢ : R3 x R® — R una aplicacion definida por ¢((z,y, 2), (z',y',2")) =
zx' —yy'.

(1) Demostrar que ¢ es una forma bilineal.

(ii) Obtener la matriz asociada a ¢ en la base candnica de R? y averiguar
si ¢ es simétrica y degenerada.

(iii) sDefine ¢ un producto escalar en R3?

Solucién. (i) Una aplicacién ¢ : R? x R? — R es una forma bilineal si
Yu,v,w € R? y Vo, 3 € R satisface:

= ¢au+ Bv,w) = ad(u,w) + Bo(v, w);
- ¢(w7 au + /8U> = a¢(w7 u) + Bqﬁ(w, 7})-

Veamos que la aplicacién ¢((z,y, 2), (¢/,y',2")) = 2’ — yy' es una forma
bilineal. Sean u = (z,y,2), v = (2/,y/,2'), w = (2",y",2") e R3 y o, B €
R. Entonces:

» Olau + fu,w) = ¢la(z,y, 2) + By, ), (2", y", 2")) = ¢((ax +
pa',ay+ By, az+B2"), (x",y", 2")) = (ax+ " )" — (ay+ By )y" =
a(zx” —yy") + B’z —y'y") = ad(u,w) + fo(v, w);

= d(w, autpv) = (2", y", 2"), a(z,y, 2)+B(z", Y, 2")) = o((2", y", 2"),
(ax +82', ay + By',az + B2')) = a"(ax + Bz') —y"(ay + BY') =
alz’z —y"y) + B(@"r — y"y) = ap(w,u) + Bd(w,v).

(ii) Sea {e1,e2,e3} la base candnica de R3. La matriz A = (a;;) asociada
a ¢ en dicha base tiene por elementos a;; = ¢(e;,e;), de manera que, a
partir de la definicién ¢((z,y, 2), (2’,y,2)) = za’ — yy’, se tiene

1 00
A=10 -1 0
0 00

Obsérvese que A es una matriz simétrica, por lo tanto, ¢ es simétrica.
Ademds, como rang¢ = rangA = 2 < 3 = dimR3, se deduce que ¢ es
degenerada.

(iii) Un producto escalar es, por definicién, una forma bilineal, simétrica
y definida positiva. Por el apartado anterior se sabe que las dos primeras
condiciones son satisfechas por ¢. Sin embargo, ¢ no es definida positiva
puesto que los valores propios asociados a la matriz A no son todos estric-
tamente positivos. De hecho, al ser A diagonal, por simple inspeccién de
sus elementos se ve que sus valores propios son +1 y 0.
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Calcular la ecuacion reducida de la cénica 10x? —12xy — 6y% — 122 — 12y —
129 = 0 a partir de las ecuaciones de giro y de traslacion. Clasificarla y
calcular sus ejes.

Solucién. El proceso para obtener la ecuacién reducida de esta cénica
consta de dos etapas. En primer lugar, hay que encontrar las ecuaciones
de giro que nos permiten diagonalizar la matriz correspondiente a la parte
cuadrética de la cénica y, en segundo lugar, hay que expresar los términos
obtenidos como una suma de cuadrados para obtener las ecuaciones de la
traslacién y la ecuacién reducida.

En este caso la matriz de la parte cuadratica de la conica es

10 —6
A= ( w0 ) .
Su polinomio caracteristico viene dado por Q4(\) = A2 — 4\ — 96 =
(A = 12)(A + 8). Por tanto los valores propios son A\; = 12 y Ay = —8.

Los vectores propios asociados a estos valores propios son vy = (3,—1)
y v2 = (1,3). Normalizando estos vectores se obtiene u; = vi/||v1]|| =

(3/1/10, —1/v/10) vy uz = va/||va|| = (1/+/10,3/+/10). Por tanto, si hace-

mos el cambio de coordenadas o las ecuaciones del giro

()=l (%)

la ecuacién de la cénica en las nuevas coordenadas (z',y’) es

24, 48
_ 2 — y —

V10 V10
Como sabemos que el cambio de coordenadas es en realidad un giro se
tiene que los coeficientes en 2’2 e 3’2 son los valores propios de la matriz

A, que los nuevos coeficientes 2b; y 2by de 2’ e y’ vienen dados por la
igualdad

(3) - (2 3)(%)
(2R

y que el término independiente ¢ no varia.

1222 -8 y'? 129 =0,

Agrupando los términos en z’ y en y’ de la anterior ecuacién de la cénica
en dos cuadrados perfectos la podemos escribir como

12(z' —a)? —8(y' —b)* +c = 122'? —8y'? — 24ax’ +16by’ +12a*> —8b* +¢ = 0.
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Igualando los coeficientes de 2’ e ¥’ y el término independiente se obtiene

24 24
odq = ———
V10

48

16 = ———,

V10

1242 =802 +¢ = —129.

De donde, obtenemos que a = 1/4/10, b = —3/4/10 y ¢ = —123. Por tanto,
la ecuacién de la cénica se puede escribir de la forma

b AN o 3N el
12z 715 8 y+m 123 =0,

Finalmente, la ecuacién reducida de la cénica es 1222 — 8y”'2 — 123 = 0
y se llega a esta ecuacién mediante la traslacién 2" =2’ — 1/v/10 e y” =
y' 4+ 3/4/10. La cénica es una hipérbola.

Los ejes de la hipérbola son rectas que pasan por el centro y tienen como
vectores directores los vectores propios de la matriz A. El centro es el
punto de coordenadas (z,y") = (0,0), o bien de coordenadas =’ = 1/y/10
e y' = —3/4/10. Entonces, las coordenadas (r,y) del centro son

()2 ()-(0)

De donde, el eje de las 2"’ es la recta que passa por el centro y tiene como
vector director v1 = (3, —1), es decir, la recta de ecuacién z 4 3y + 3 = 0.
El eje de las y” es la recta que passa por el centro y tiene como vector
director vy = (1,3), es decir, la recta de ecuacién 3z —y — 1 = 0. La
expresién del cambio de coordenadas que lleva a la ecuacién reducida es

()=() m(43)(00)
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